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Vorwort  der  alten  Folge 
zugleich  als  Vorwort  der  neuen  Folge. 

Die  Herausgeber  dieser  Blätter  haben  sich  vereinigt,  eine 
Reihe  von  Abhandlungen  erscheinen  zu  lassen,  die  alle  in  demsel- 
ben Geiste  verfaßt  sind,  wie  verschieden  auch  die  Individualität 
ihrer  Verfasser  und  die  Wahl  ihrer  Studien  sein  mag.  Dieser 
Greist  ist  kein  anderer,  als  der  der  kritischen  Schule,  wie  sie  von 
Kant  gestiftet  und  von  Fries  weiter  fortgebildet  worden  ist. 
Man  hat  schon  längst  diese  Schule  für  tot,  ihren  Standpunkt  für 
überwunden  erklärt.  Man  hat  die  öffentliche  Meinung  so  zu  leiten 
gewußt ,  daß  sie  die  Philosophie,  der  wir  anhängen,  verwarf,  noch 
ehe  sie  dieselbe  geprüft  oder  auch  nur  gehört  hatte.  Man  hat  al- 
lenthalben in  Wort  und  Schrift  zu  verkünden  sich  angelegen  sein 
lassen,  daß  diese  Philosophie  schon  längst  wieder  vergessen  sei. 
Dagegen  können  wir  bezeugen,  daß  diese  Philosophie  noch  nicht 
vergessen  ist.  Dagegen  können  wir  zuversichtlich  verkünden,  daß 
sie  niemals  in  Vergessenheit  werde  geraten  können,  daß  die  öf- 
fentliche Meinung  in  Bezug  auf  sie  nur  zeitweis  irregeleitet   wor- 
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(Ion  sei.  Und  diese  unsere  Zuversicht,  woher  stammt  sie?  Daher, 
dass  u  n  s  c  r  e  Philosophie  eine  Probe  ihrer  Richtigkeit  hat,  wie 
keine  andere  wieder.  Jede  Philosophie,  die  mit  den  exakten  Wis- 
senschaften übereinstimmt,  kann  wahr  sein,  jede,  die  diesen  wi- 
derstreitet, muß  notwendig  falsch  sein.  Wir  wissen  aber,  daß  die 
Kantisch-Friesische  Philosophie,  und  nur  diese  allein,  diese  Probe 
der  Wahrheit  bestehen  kann. 

So  wie  die  philosophischen  Angelegenheiten  in  Deutschland  ge- 
genwärtig stehen,  scheint  ein  dereinstiger  Friedenszustand  noch 
in  weiter  Ferne  zu  liegen ,  und  doch  ist  derselbe  vielleicht  jetzt 
näher  als  je.  Die  Schulen,  welche  von  Fichte  bis  auf  Hegel 
und  den  wieder  auferweckten  Schelling  die  öffentliche  Meinung 
beherrschten,  haben  nicht  durch  die  Macht  ihrer  Gründe,  sondern 
durch  Verbindungen,  durch  betriebsame  Benutzung  der  Presse  und 
die  Grünst  der  Regierungen  gesiegt.  Als  man  etwas  zu  spät  die 
Früchte  erkannte,  die  der  Hegeische  Scholasticismus  trieb ,  suchte 
man  ein  Heilmittel  oder  wenigstens  ein  Reagens  dagegen  in  dem 
Neoplatonismus  des  Schelling.  Das  hieß  den  Teufel  durch  Beel- 
zebub austreiben.  Auch  ist  das  Experiment  gänzlich  mißlungen. 
Alle  Anstrengungen,  um  die  öffentliche  Meinung  zum  Glauben  an 
die  neue  Schellingsche  Offenbarung  zu  bewegen,  sind  fruchtlos  ge- 
blieben. Das  konnte  auch  jeder  nur  einigermaßen  Kundige  vor- 
hersehen. Denn  die  Kultur  dieser  Zeiten  und  dieser  westeuropäi- 
schen Völkerwelt  ist  nun  einmal  von  der  Art,  daß  kein  Neopla- 
tonismus mehr  eine  bleibende  Stätte  in  ihr  finden  kann.  Ja 
diese  ganze  Kultur  ist  gegenwärtig  in  ein  Stadium  ihrer  Entwicke- 


lung  eingetreten,  in  dem  sie  auch  die  letzten,  schon  in  der  Auf- 
lösung begriffenen  Reste  des  Scholasticismus  und  Dogmatismus 
aus  sich  ausstoßen  muß.  Jede  scholastisch  -  dogmatische  Philoso- 
phie maßt  sich  an,  eine  spekulative  Naturerkenntnis,  eine  Na- 
turerkenntnis aus  bloßen  Begriffen  zu  besitzen.  Alle  Naturer- 
kenntnis ist  aber  induktorisch,  sie  stammt  nicht  aus  philoso- 
phischen Begriffen,  sondern  aus  Experiment  und  Beobachtung. 
Die  induktiven  Wissenschaften,  die  einen  unerschütterlichen  Halt- 
punkt in  unserm  bürgerlichen  Leben ,  in  unserer  Nautik ,  unserer 
Technik  und  unserer  Industrie  gefunden  haben,  halten  sich  an  die 
Erfahrung  und  verschmähen  ebensowohl  die  dialektischen  Begriffs- 
grübeleien, wie  die  Träume  der  Phantasie  über  die  Natur  des  "Welt- 
alls. Mit  diesen  induktiven  Wissenschaften  wird  daher  jedes  scho- 
lastisch-dogmatische Philosophem  sich  ebenso  im  Widerstreit  be- 
finden, wie  die  neoplatonischen  Philosopheme.  Ihnen  kann  keine 
Philosophie  genügen,  die  nicht  anerkennt,  daß  der  Schlüssel  zur 
Erforschung  der  Naturgeheimnisse  lediglich  in  den  Induktionen 
liegt.  Das  Recht  dieser  Induktionen  läßt  die  kritische  Philosophie 
ungeschmälert  bestehen.  Sie  will  keine  dialektische  Methode  an 
die  Stelle  der  induktorischen  setzen,  sondern  sie  will  nur  leitende 
Maximen  für  die  Induktionen  aufstellen,  Maximen,  die  dem  Gange 
der  Induktionen  Richtung  und  Zielpunkt  bestimmen.  Die  Induk- 
tion für  sich  allein  würde  zu  keinem  festen  Ziele  führen,  wenn 
ihr  nicht  eine  Naturphilosophie  zur  Seite  stände.  Diese  Na- 
turphilosophie ist  aber  keine  andere  und  kann  keine  andere  sein, 
als  die,  deren  mathematische  Principien    Newton   entwickelt  und 
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deren  niotapby.^ifelie  Basis  Kant  ins  Klare  gesetzt  hat.  Biese 
mathematische  Naturphilosophie  steht  hinter  allen  Induktionen 
und  regelt  iliren  Gang,  sie  ist  die  Basis  aller  induktiven  Wissen- 
schaften, und  es  ist  daher  nichts  weiter  als  eine  Täuschung,  wenn 
man  meint,  daß  die  induktiven  Wissenschaften  unabhängig  von 
aller  Philosophie  bestehen.  Aber  diese  Naturphilosophie  ist  etwas 
ganz  anderes ,  als  das ,  was  man  noch  jetzt  in  Deutschland  unter 
diesem  Namen  versteht.  Man  muß  sich  wohl  hüten,  sie  mit  jenem 
verunglückten  Produkt  Schellingischer  Spekulation  zu  verwech- 
seln, das  die  physiologischen  Zweige  der  Naturwissenschaften  ei- 
nige Jahrzehnte  in  ihrem  Fortschritt  aufgehalten  und  das  mit  der 
wahren  Naturphilosophie  nichts  gemein  hat  als  den  Namen. 

Dies  ist  unsere  gemeinschaftliche  Ansicht  über  die  Stellung 
der  Philosophie  zu  den  Naturwissenschaften.  Wir  sind  nicht  zu- 
sammengetreten, um  ein  fortlaufendes  Journal  zu  gründen,  son- 
dern die  Schule  will  nur  ein  Lebenszeichen,  ein  Zeichen  ihres  Da- 
seins geben.  Zu  diesem  Zweck  haben  wir  die  zufälligen  oder  ab- 
sichtlichen kleineren  Arbeiten,  die  diesem  und  jenem  von  uns  aus 
dieser  oder  jener  Veranlassung  entstanden  sind,  zusammengetan, 
nicht  um  Partei  zu  machen,  sondern  um  dem  Publikum  Rechen- 
schaft zu  geben  von  unserm  stillen,  aber  gemeinsamen  Zusammen- 
wirken am  großen  Bau  der  Wissenschaften. 
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Nahezu  zwei  Menschenalter  sind  verstrichen,  seit  die  Vertre- 
ter der  Friesschen  Schule  sich  zur  gemeinsamen  Verteidigung  und 
Fortbildung  der  kritischen  Philosophie  vereinten.  Diese  Zeit  hat 
die  von  ihnen  gehegte  Hoffnung  auf  einen  nahen  Friedenszustand 
im  Gebiete  der  Philosophie  nicht  erfüllt.  Die  Philosophie,  der 
jene  Männer  anhingen,  hat  nicht  nur  nicht  den  Sieg  davongetra- 
gen, sondern  die  Öffentlichkeit  ist  achtungslos  an  ihr  vorüberge- 
gangen. Unter  den  Trümmern  der  Schelling-Hegelschen  Dialektik 
ist  auch  die  Friesische  Lehre  begraben  worden.  Dort  hat  sie  ver- 
schüttet gelegen  bis  auf  unsere  Tage,  und  die  Geschichte  kennt 
nicht  mehr  ihre  Spuren.  Und  so  scheint  die  Zeit  über  die  hier 
vorgetragene  Philosophie  gerichtet  zu  haben. 

Warum  also  wollen  wir  sie  wieder  aus  dem  Staube  der  Ver- 
gessenheit hervorziehen  an  das  Licht  des  Tages  ?  Und  was  soll 
unserer  Zeit  eine  Lehre,  die  selbst  in  der  Geschichte  der  Philoso- 
phie ihren  Platz  nicht  zu  behaupten  vermocht  hat? 

Wir  antworten:  Nicht  Neuerungs-  oder  Streitsucht  treibt 
uns,  das  Wort  zu  ergreifen.  Unsere  Absicht  ist  nicht,  die  Zahl 
der  streitenden  Parteien  um  eine  weitere  zu  vermehren  und  den 
Geschichtsschreibern  der  Philosophie  ihre  bunte  Sammlung  zu  be- 
reichern, sondern  Wissenschaft  an  die  Stelle  der  Parteimeinun- 
gen, und  schulgemäße  Ausbildung  an  die  Stelle  des  zügellosen 
Spiels  der  Originalitätssucht  zu  setzen.  Denn,  wir  bekennen  es 
frei,  auch  wir  leben  der  Zuversicht,  daß  die  von  Kant   begrün- 
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dete  und  von  Fries  und  A  p  e  1 1  fortgebildete  Philosophie  nicht 
von  der  Geschichte  gerichtet  und  überwunden  sei ,  und  daß  sie 
niemals  überwunden  werden  könne.  Nicht  der  Vergangenheit, 
sondiu-n  der  Zukunft  gehört  sie  an,  und  so  bauen  auch  wir  auf 
ihren  einstigen  Sieg  und  ihre  einstige  Alleinherrschaft. 

Was  aber  ist  der  Grund  dieser  unserer  Zuversicht,  die  den 
offenkundigsten  Lehren  der  Geschichte  %u  widersprechen  scheint? 
Welche  Bürgschaft  haben  wir  dafür,  daß  gerade  der  von  Kant, 
Fries  und  Apelt  entwickelten  Philosophie  dasjenige  gelingen 
werde,  wonach  schon  so  viele  vergeblich,  wie  nach  einem  Phantom, 
gestrebt  haben? 

Der  Grund  unserer  Überzeugung  von  der  Überlegenheit  dieser 
Philosophie  liegt  in  nichts  anderem  als  in  dem  Vertrauen  auf  die- 
selbe Macht,  durch  die  einst  die  Geometrie  des  Eukleides  über 
die  Zahlen-  und  Figurenphantasieen  der  Pythagoreer  gesiegt  hat, 
und  die  der  von  Keppler,  Galilei  und  Newton  ausgebilde- 
ten Astronomie  die  Überlegenheit  über  die  astrologischen  Träume 
ihrer  Zeitgenossen  verliehen  hat.  Diese  Macht  ist  die  wissen- 
schaftliche Methode.  Die  Geschichte  der  Wissenschaften 
lehrt,  daß  es  die  Methode  ist,  die  der  Wahrheit  den  Sieg  er- 
ringt über  alles  regellose  Spiel  der  Parteimeinungen.  Mit  der- 
selben Unwiderstehlichkeit,  mit  der  die  Methode  der  Induktion 
der  Naturwissenschaft  ihre  Herrschaft  im  wissenschaftlichen  und 
öffentlichen  Leben  erobert  hat,  mit  derselben  Unwiderstehlichkeit 
wird  auch  die  von  Kant,  Fries  und  Apelt  ausgebildete  Me- 
thode der  Kritik  der  Vernunft  der  kritischen  Philosophie  den  Sieg 
erringen.     Wer  der  Geschichte  der  Philosophie  bis   zu   den  Wer- 
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ken  dieser  Männer  gefolgt  ist,  in  dessen  Augen  kann  das  Unter- 
nehmen, noch  fernerhin  ohne  diese  kritische  Methode  zu  philoso- 
phieren, nur  dem  Versuch  des  Träumers  gleichen,  die  Zahlenmys- 
tik wieder  an  die  Stelle  der  Mathematik,  oder  die  Astrologie 
wieder  an  die  Stelle  der  Mechanik  des  Himmels  zu  setzen.  Den 
Beweis  aber,  daß  unsere  Philosophie  auf  ebenso  strenger  wissen- 
schaftlicher Methode  beruht  wie  die  Mathematik  und  wie  die  Na- 
turwissenschaften, werden  wir  nicht  schuldig  bleiben. 

Der  Standpunkt  der  Ausbildung,  auf  dem  sich  die  philoso- 
phische Wissenschaft  heute  befindet,  entspricht  in  der  Tat  dem- 
jenigen, den  die  Mechanik  des  Himmels  und  die  physikalischen 
Wissenschaften  vor  etwa  zwei  Jahrhunderten  einnahmen,  und  den 
die  Mathematik  bereits  bei  den  Griechen  erreicht  hat.  Diese  Ver- 
schiedenheit in  der  Zeit  ihrer  wissenschaftlichen  Ausbildung  liegt 
in  der  Xatur  der  verschiedenen  Erkenntnisweisen  begründet.  Die 
Anschaulichkeit  und  Einleuchtendheit  ihrer  Grundlafren  beffünstiirt 
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eine  frühe  Entwicklung  der  mathematischen  AVisscnschaften.  Da 
andererseits  die  Möglichkeit  der  physikalischen  Theorieen  an  die 
Anwendung  der  Mathematik  auf  die  beobachteten  Erscheinungen 
gebunden  ist,  so  wird  eine  gewisse  Ausbildung  der  Mathematik 
derjenigen  der  Physik  vorhergehen  müssen.  Gleich  weit  entfernt 
aber  von  der  anschaulichen  Evidenz  der  mathematischen  Grund- 
wahrheiten wie  von  der  sinnlichen  Deutlichkeit  der  empirischen 
Tatsachen  ist  die  philosophische  Wahrheit.  Sie  wird  daher  na- 
turgemäß am  spätesten  die  Form  strenger  Wissenschaft  annehmen. 
Wenn  es  nun  aber  wahr  ist,  daß  die  wissenschaftliche  Aus- 
bildung der  Philosophie  kein  Geheimnis  mehr  ist,    dessen  Offenba- 


rnnir  wir  orst  von  äov  Ziikuiüt  zu  erwarten  hätten,    wie   war   es 
niöglu'h,  (laß  sie  so  lange  unbeachtet  hleiben  konnte? 

Wenn    wir    hier   absehen    von    der  Ungunst  der  äußeren  Um- 
stände,   die  die  Verbreitung   dieser   Philosophie   gehindert   haben, 
80  finden  wir  doch  noch  Ursache    genug    hierzu  in  der  Natur  der 
Sache  selbst.      Die  Schnelligkeit  der  Verbreitung    einer  Lehre  ist 
durchaus  kein  ]\Iaßstab  für  ihre  Dichtigkeit    und    für  ihre  wissen- 
schaftliche VortrcfFlichkcit.      Denn   je  nach  der  Schwierigkeit  des 
Studiums   dieser   Lehre    wird   der   Grang    ihrer  Anerkennung    und 
Verbreitung  mehr  oder  weniger    langsam   ihrer  Entdeckung  nach- 
folgen.      Gerade   die    bahnbrechendsten   und    folgenreichsten   Ent- 
deckungen sind  jederzeit  nur  allmählich    und    langsam   verstanden 
worden.     ]\Iehrerer  Jahrhunderte  hat  es  bedurft,  bis  die  Induktion 
sich  in  den  Naturwissenschaften  einbürgerte,  und  noch  viel  länger 
hat  es  gedauert,    bis  die  neuen  naturwissenschaftlichen  Ansichten 
ins  Volk  drangen  und   ein  Allgemeingut    der  wissenschaftlich  Ge- 
bildeten wurden.     Die  kritische  Methode  und  die  auf  ihr  beruhen- 
den Entdeckungen  konnten  kein  besseres  Schicksal  erwarten.   Hun- 
dert Jahre   nach    Kopernikus    versuchte   noch  Descartes    in 
seiner  Bewegungslehre    die  Ansicht   vom    Stillstand   der  Erde    zu 
rechtfertigen.     Kepplers    Entdeckung  der  drei  nach  ihm  benann- 
ten Gesetze,    die  jetzt  zu    dem    unentbehrlichsten  Handwerkszeug, 
jedes  Astronomen  gehören,    wurde    auch  von  seinen  größten  Zeit- 
genossen nicht   begriffen.     Selbst  Galilei    hatte  23  Jahre    nach 
dem  Erscheinen  von  Kepplers    Commentar  über  den  Stern  Mars 
noch  keinen  Begriff  von  der    wahren  Figur    der  Marsbahn.      Erst 
Newton    gal)    den  Kepplerschen   Entdeckungen,    fast    80    Jahre 
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nach  ihrer  Veröffentlicliung.  das  Bürgerrecht  in  der  wissenschaft- 
lichen Welt.  Und  so  mußten  erst  durch  Engländer  und  Franzo- 
sen die  Deutschen  auf  die  wissenschaftlichen  Verdienste  ihres  o-ro- 
ßen  Landsmanns  aufmerksam  gemacht  werden,  nachdem  sein  Name 
länger  als  ein  Jahrhundert  in  seinem  Vaterlande  nahezu  verschol- 
len geblieben  war.  Wie  viel  schwieriger  und  langsamer  aber  wird 
naturgemäß  die  Anerkennung  und  Verbreitung  von  Entdeckuno-on 
fortschreiten  in  einem  Gebiete,  das  so  sehr  aller  Anschaulichkeit 
und  Evidenz  ermangelt,  wie  die  Philosophie.  Hier  nützt  am  we- 
nigsten die  Aneignung  fremder  Lehre,  hier  will  die  Wahrheit 
durch  eigene  Einsicht  von  jedem  Schüler  in  harter  Arbeit  neu  er- 
worben werden. 

Es  ist  also  ein  großer  Unterschied  zwischen  der  Ausbilduno* 
einer  Wissenschaft  in  der  Behandlung  der  Forscher  und  der  Ge- 
schichte der  Verbreitung  der  Ergebnisse  dieser  Forschungen  unter 
dem  Publikum.  Daher  beruht  es  auf  einer  verhängnisvollen  Ver- 
wechslung, wenn  man,  wie  es  meist  geschieht,  die  Geschichte  der 
Philosophie  in  der  Geschichte  der  die  öffentliche  ]\Ieinung  beherr- 
schenden Philosopheme  sucht.  In  welchem  Grade  eine  Lehre  im 
öffentlichen  Leben  Anerkennung  findet,  das  hängt  zunächst  von 
ganz  anderen  Umständen  ab  als  von  ihrem  wissenschaftlichen 
Werte  und  von  ihrer  inneren  Wahrheit ;  und  umgekehrt :  die  Ent- 
wicklung der  wissenschaftlichen  Einsicht  richtet  sich  nicht  nach 
der  Windfahne  der  öffentlichen  Meinung.  Das  Schicksal  einer 
philosophischen  Lehre  hängt  zunächst  meist  davon  ab,  in  welchem 
Grade  sie  sich  den  Bedürfnissen  des  Zeitgeistes  anpaßt  und  die 
Interessen   der    Tageslaune   begünstigt.       Man   erhält   daher    zwei 
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trarxz  vor?;^^l>'1ono  Bilfler  von  clor  Gofsohichte  (\er  Philo^-ophiV  des 
letzten  Jahrlinndorts.  je  nachdem  man  sie  aus  dem  Gresichtspunkt 
der  öffenflirlion  Verbreitung  oder  aus  dem  des  wissenschaftlichen 
Fortschritts  betraclitet.  Da  ergiebt  sich  allerdings  im  einen  Falle 
die  Keihe:  Kant,  Fichte,  Schelling,  Hegel,  Schopen- 
hauer, Nietzsche.  Die  Grescliichte  der  Ausbildung  des  wis- 
senschaftlichen Geistes  aber  hat  eine  ganz  andere  Gestalt ;  da 
heißt  die  Reihe  :  Kant,  Fries,  Apelt.  Diese  beiden  Reihen 
müssen  notwendig  so  schroff  auseinanderfallen ,  wenn  die  öffent- 
liche Meinung,  wie  bei  uns  in  Deutschland  seit  dem  Zeitalter  der 
Aufklärung,  so  sehr  mit  im  Spiele  ist.  Es  giebt  also  nicht,  wie 
die  Sage  geht,  zwei  Kantische  Schulen;  sondern  unter  den  Nach- 
folgern Kants  giebt  es  eine  Reihe  von  solchen,  die  seine  kritische 
Methode  verlassen  und  durch  Bildung  eigener  „Systeme"  ihre 
Zeitgenossen  geblendet  haben,  während  eine  geringe  Schar  anderer, 
unbekümmert  um  die  Gunst  oder  Ungunst  der  Menge ,  das  von 
Kant  begonnene  Werk  der  wissenschaftlichen  Einsicht  auf  dem 
von  ihm  eingeschlagenen  Wege  fortgebildet  haben.  Diese  allein 
können  auf  den  Ruhm,  Kants  Schüler  zu  sein,  Anspruch  machen. 
Und  so  werden  in  den  Augen  eines  späteren,  philosophisch  reife- 
ren Jahrhunderts  jene  zu  ihrer  Zeit  in  so  glänzendem  Ruhme  ste- 
henden Schwärmer  keine  andere  Rolle  spielen  als  etwa  für  unsere 
heutige  Naturwissenschaft  ein  Patricias ,  Robert  Fludd  und  Jakob 
Böhme.  Kant,  Fries  und  Apelt  aber  werden  stehen  bleiben 
neben    Keppler,    Galilei     und    Newton. 


Die  kritische  Methode 

und  das 

Verhältnis  der  Psychologie  zur  Philosophie. 

Ein  Kapitel  aus  der  Methodenlehre. 


Von 
Leonard  Nelson. 


,Es  giebt  Gelehrte,  denen  die  G«- 
schichteder  Philosophie  (der  alten  sowohl, 
als  neuen)  selbst  ihre  Philosophie  ist, 
vor  diese  sind  gegenwärtige  Prolegomena 
nicht  geschrieben." 


Inhalt. 

1.  Torininolopic  und  Aufi,'al)c. 

I.     Die  regressive  Methode.    Indulition  und  Abstraktion. 

2.  l'hilosophie  als  Naturanl;i<io  uiid  alt;  Wissoiiscliaft.  —  3.  Progressive  und 
repressive  Methode.  —  4.  Induktion  und  Abstraktion.  —  5.  Dogmatismus  und 
Kritizismus.  —  6.    Historischer  Überblick. 

II.   Über  die  IJejrrüiidung:  der  Urteile.    Beweis,  Denioiistratiou  und  Deduktion. 

7.  Abliangigkeit  des  regressiven  Verfahrens  von  den  Daten  der  Zergliederung, 
—  8.  Problem  der  rnabhiingigkeit  und  der  Vollständigkeit  des  Systems  der 
(irundsiitze.  —  9.  Der  Satz  des  Grundes.  —  10.  Mittelbarkeit  und  Leerheit  der 
KeHexion.  —  11.  Urteil  und  Erkenntnis.  Erkenntnis  und  Gegenstand. —  12.  Un- 
möglichkeit einer  'l'heorie  der  Möglichkeit  der  Erkenntnis.  —  13.  Beweis,  De- 
monstration und  Deduktion.  —  14.    Psychologische  Natur  der  Deduktion. 

III.    Theorie  der  Deduktion. 

15.  Beweis  der  Möglichkeit  psychologischer  Deduktion.  —  16.  Stellung  dieser 
Aufgabe  in  der  Psychologie.  —  17.  Vorteile  dieser  Methode:  einerseits  GewiU- 
heit,  andererseits  Evidenz.  —  18.  Die  logische  Form  der  Deduktion  und  der  Grund- 
satz des  Selbstvertrauens  der  Vernunft  als  kritisches  Princip.  —  19.  Verstand 
und  Vernunft,  Irrtum  und  Unvernunft.  Problem  der  Allgemeingültigkeit.  — 
'jo.  Kriticismus  nicht  ein  System  der  Philosophie,  sondern  eine  Methode  zu 
]iliiIosophieren.  —  21.  Übertragung  der  Kritik  auf  Logik  und  Mathematik. 
(Kritische  Logik  und  kritische  Mathematik.) 

IV.    Über  das  Verbliltnis  der  Kritik  zum  System.    Das  Vorurteil  des 

Trauscendcntalen. 

22.  Gegenseitige  Abhängigkeit  von  Induktion  und  Kritik.  —  23.  Einwände 
gegen  das  kritische  Unternehmen.  —  24.  Verwechslung  von  Deduktion  und  Be- 
weis. —  25.  Das  Vorurteil  des  Transcendentalen.  —  2(i.  Metaphysik  nicht 
psychologisch.  Kritik  nicht  metaphysisch.  —  27,  Scheitern  des  „Neukantianismus" 
an  dem  selben  Vorurteil. 

V.    Über   das  konstitutive   Princip   der  Metaphysik.    Das   verallgemeinerte 
llumesche  Problem  und  seine  kritische  Auflösung. 

28.  Konstitutives  und  methodisches  Princip.  —  29.  Das  konstitutive  Princip 
der  M('ta]iliysik.  —  30.  Vorurteil  des  logischen  Dogmatismus.  —  31.  Bewußtsein 
und  Erkenntnis.  Associationspsychologie  und  Erkenntnistheorie.  —  32.  Unvoll- 
ständigkeit  der  Disjunktion  von  Anschauung  und  Denken.  —  33.  Konsequenzen 
dieses  psychologischen  Fehlers.  —  34.  Ursprung  des  Streits  zwischen  Piaton 
und  Aristoteles.  —  35.  Das  llumesche  Problem.  —  36.  Widerlegung  des  Emjti- 
rismus.  —  37.  Kants  transcendentale  Beweise.  Verkennen  der  INIittel barkeit 
und  Leerheit  der  Reflexion.  —  38.  Erneuerung  des  Streits  der  Platoniker  und 
Aristoteliker  infolge  dieses  Fehlers.  —  39.  Die  kritische  Autiösuug  des  Ilumeschen 
Problems.  —  40.  Philosophie  als  Wissenschaft. 

Anhang : 

Über  das  VerbUltuis  des  sogenannten  Neukantianismus  zu  Fries'  Neuer 

Kritik  der  Vernunft. 


1.  Da  die  BegriiFe,  um  die  es  sich  in  den  folgenden  Unter- 
suchungen handelt,  mit  Bestimmtheit  zuerst  von  Kant  in  die 
Wissenschaft  eingeführt  worden  sind,  werde  ich  mich  in  der 
Terminologie  streng  an  den  K an  tischen  Sprachgebrauch  an- 
schließen. Demgemäß  verstehe  ich  unter  Metaphysik  das  System 
der  synthetischen  Urteile  a  priori  aus  bloßen  BegriflPen,  also  das 
System  aller  philosophischen,  d.  h.  nicht  auf  Anschauung  beruhen- 
den (weder  empirischen  noch  mathematischen)  Urteile,  unter  Aus- 
schluß der  logischen.  Und  ich  verstehe  unter  Kritik  der  Vernunft 
den  Rechtsnachweis  dieser  metaphysischen  Urteile  aus  den  Gründen 
ihrer  Möglichkeit.  Ich  lege  mir  nun  folgende  Frage  vor :  In  wiefern 
bedarf  die  Metaphysik  einer  Kritik  der  Vernunft,  und  welcher  Me- 
thode wird  die  Kritik  folgen  müssen,  um  diesem  Bedürfnis  zu 
genügen  ? 

I. 

Die  regressive  Methode. 
Induktion  und  Abstraktion. 

2.  Es  ist  ein  alter  und  beliebter  Satz:  Contra  principia  ne- 
gantem  non  est  disputandum.  Wer  mit  mir  in  den  Principien  uneins 
ist,  mit  dem  kann  ich  nicht  streiten.  Dieser  Satz  ist  für  die 
Philosophie  grundfalsch.  Jeder  bedeutende  Streit  in  der  Philosophie 
ist  ein  Streit  um  Principien.  In  der  Anwendung  derselben  in  der 
Erfahrung  und  im  Leben  sind  wir  aUe  einig;  erst  wenn  wir  an- 
fangen,  über  sie  in  abstracto  zu  philosophieren,    hebt  der   Streit 
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an.  So  setzen  wir  bei  unseren  Keclmungen  die  Stetigkeit  aller  Be- 
wegungen voraus,  ohne  uns  durch  Zenous  Beweis  der  Unmöglichkeit 
stetiger  Bewegung  daran  irre  machen  zu  lassen.  So  erwartet 
jeder  Chemiker,  daß  seine  Substanz  beim  Arbeiten  in  geschlossenen 
Gefäßen  nach  der  Operation  dasselbe  Gewicht  zeigen  werde  wie 
vorher,  ohne  sich  auf  die  metaphysischen  Schwierigkeiten  des  dabei 
angewandten  Grundsatzes  der  Beharrlichkeit  der  Masse  einzu- 
lassen. So  beurteilt  ein  jeder  seine  und  seiner  Mitmenschen  Hand- 
lungen,  ohne  zu  bedenken,  daß  die  dabei  vorausgesetzte  Verant- 
wurtlichkeit  seinem  vielleicht  deterministischen  Philosophem  wider- 
spricht. Der  Materialist  spricht  vom  Geist,  der  Atheist  von  Gott, 
der  Fatalist  von  der  Freiheit,  der  Atomist  von  der  Stetigkeit, 
der  Empirist  vom  Naturgesetz,  der  Skeptiker  von  der  Wahrheit, 
und  nur  in  den  Philosophenschulen  herrscht  eigentlich  Streit  über 
diese  Dinge,  dessen  Entscheidung  —  sie  mag  fallen  wie  sie  wolle 
—  ein  jeder  nach  beendigter  Diskussion  wieder  verläßt,  um  zu 
seinen  alten  Überzeugungen  zurückzukehren. 

Unterscheiden  wir  danach  die  philosophischen  Überzeugungen, 
wie  sie  unbewußt  allen  unseren  Urteilen  und  Beurteilungen  zu 
Grunde  liegen,  von  dem  Verfahren,  sie  für  sich  auszusprechen 
und  in  ein  System  zu  bringen,  mit  andern  Worten,  unterscheiden 
wir  Philosophie  als  Naturanlage  und  als  Wissenschaft,  so  können 
wir  in  ersterer  Bedeutung  sagen,  daß  um  keinen  philosophischen 
Satz  eigentlich  Streit  stattfindet,  daß  dagegen  alle  Schwierigkeit 
darin  liegt,  die  philosophischen  Principien  unabhängig  vom  be- 
sonderen Falle  der  Anwendung  in  abstracto  auszusprechen.  Diese 
Unterscheidung  gicbt  uns  daher  ein  Mittel  an  die  Hand,  den 
Principienstreit  zu  schlichten.  Greifen  wir  nämlich  aus  den  Er- 
fahrungen des  Lebens  solche  Urteile  und  Beurteilungen  heraus, 
über  die  Einigkeit  herrscht,   so  können  wir  diese  zergliedern  und 
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so  durch  ein  regressives  Verfahren  den  philosophischen  Prin- 
cipien  nachspüren ,  die  in  den  vorliegenden  Urteilen  und  Beur- 
teilungen zur  Anwendung  kommen  und  gemeinsam  vorausgesetzt 
werden.  Durch  fortgesetzte  Zergliederung  und  Abstraktion  von 
den  besonderen  Anwendungen  müssen  wir  schließlich  auf  irgend 
welche  letzte  und  höchste  Voraussetzungen  kommen ,  und  diese 
werden  wir  dann  für  sich  herausheben  können. 

3.  Dies  abstrahierende  Verfahren  kehrt  den  gewülnilichen 
Gedankengang  der  objektiven  Beweisführung,  der  Ableitung  der 
Folgen  aus  ihren  Gründen,  gerade  um  und  steigt  von  den  Folgen 
aufwärts  zu  den  Gründen  zurück.  Wir  können  also  nicht  sagen, 
daß  wir  dabei  die  Principien  beweisen,  sondern  nur,  daß  wir  sie 
als  solche  aufweisen.  Wir  weisen  nur  ad  hominem  dem  Empiriker 
aus  seinem  Schlagworte  der  Erfahrung  synthetische  Urteile  a 
priori  als  Bedingungen  ihrer  Möglichkeit  —  dem  Ethiker  aus 
seinem  Schlagworte  der  Sittlichkeit  den  Glauben  an  die  Freiheit 
des  Willens  gleichfalls  als  Bedingung  ihrer  Möglichkeit  auf.  Wir 
beweisen  dadurch  nichts,  sondern  wir  suchen  umgekehrt  die  lo- 
gischen Gründe  zu  gegebenen  Folgen.  Diese  Folgen  sind  die 
zugestandenen  Urteile  und  Beurteilungen,  diese  zergliedern  wir, 
sie  dienen  uns  als  Data  für  die  Berufung  ad  hominem. 

Es  ist  ein  ganz  irriges  logisches  Vorurteil,  daß  sich  alle 
Wahrheit  beweisen  lassen  müsse.  Durch  alle  Beweise  können  wir 
vielmehr  nichts  erkennen  und  entdecken,  was  nicht  schon  imphcitc 
in  den  Grundsätzen  lag,  wir  können  uns  nur  dieses  deutlicher 
machen  und  klarer  zum  Bewußtsein  bringen.  Beweise  sind  nur 
notwendig  und  möglich  für  mittelbare,  abgeleitete  Sätze,  aber 
ebenso  unnötig  wie  unmöglich  für  Grundsätze.  Solange  die  Prä- 
missen irgend  welcher  Sätze  keine  Grundsätze  sind,    kann  ich  sie 
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bezweifeln,  so  lange  erreiclie  ich  keine  vollständige  Gewißheit. 
Will  ich  zu  dieser  gelangen,  so  muß  ich  bis  zu  den  höchsten 
Principien.  den  Grundsätzen  hinaufsteigen.  Da  diese  aber  zum 
"•roßen  Teil  nur  dunkel  unseren  Urteilen  und  Beurteilungen  zu 
Grunde  liegen,  ohne  daß  wir  sie  besonders  aussprechen  und  uns 
ihrer  klar  bewußt  werden,  wird  eben  ein  künstliches  regressives 
Verfahren  erforderlich  sein,  um  uns  in  ihren  Besitz  zu  bringen. 
Bei  denjenigen  unserer  Urteile,  die  sich  auf  Anschauung  gründen, 
hat  dies  nun  keine  Schwierigkeit;  denn  sie  drängen  sich  mit 
Evidenz  und  Klarheit  unserem  Bewußtsein  auf.  Aber  unsere  Er- 
kenntnis entspringt  eben  nur  zum  Teil  aus  der  Anschauung.  Gerade 
der  nicht  anschaulichen  Erkenntnis,  die  wir  nur  durch  Begriffe 
im  Urteil  festhalten,  fehlt  die  Evidenz  und  Klarheit.  Dunkel 
liegt  sie  in  uns ,  und  es  bedarf  einer  besonderen  Methode ,  sie  an 
da.s  Licht  des  klaren  Bewußtseins  zu  bringen.  Das  also  wäre  die 
Aufgabe  der  Philosophie  als  Wissenschaft :  die  Grundsätze,  soweit 
sie  sich  nicht  auf  Anschauung  gründen,  sondern  rein  aus  Begriffen 
entspringen ,  ausfindig  zu  machen  und  von  ihrer  ursprünglichen 
Dunkelheit  zur  Klarheit  des  Bewußtseins  zu  erheben.  Gelingt 
es ,  sie  vollständig  in  unseren  Besitz  zu  bringen ,  so  hätten  wir 
damit  die  principielle  Entscheidung  aller  überhaupt  möglichen 
philosophischen  Probleme  in  der  Hand.  Ohne  diese  regressive 
Untersuchung  dagegen  bleiben  wir  allen  Willkürlichkeiten  dog- 
matischer Metaphysik  preisgegeben.  Denn  die  Unbeweisbarkeit 
haben  die  Grundsätze  mit  allen  falschen  Sätzen,  mit  allen  Irr- 
tümern gemein.  Nur  mit  dem  Unterschied,  daß  letztere  sich  wider- 
legen und  durch  Vergleichen  mit  den  Grundsätzen  in  ihrem  Irrtum 
bloß.stellen  lassen.  Der  Dogmatiker  braucht  daher  nur  seine  Sätze 
für  Grundsätze  auszugeben,  sobald  er  nicht  im  stände  ist,  sie  zu 
beweisen,  und  wir  werden  uns  nur  dann  vor  seinen  unrechtmäßigen 
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Ansprüchen  schützen  können,  wenn  wir  im  Besitz  des  Systems 
aller  wirklichen  Grundsätze  sind,  und  ihm  so  die  Nichtigkeit  seiner 
Sätze  durch  den  Nachweis  ihrer  Mittelbarkeit  geradezu  gleichsam 
handgreiflich  zu  machen  vermögen. 

Nennen  wir  danach  dogmatisch  das  Verfahren  einer  Wissen- 
schaft, die  von  der  Aufstellung  ihrer  Principien  ausgeht,  kritisch 
das  Verfahren  einer  Wissenschaft ,  die  auch  ihre  Principien  einer 
Prüfung  unterwirft ,  so  werden  wir  sagen  können ,  daß  für  die 
Philosophie  alles  auf  ein  kritisches  Verfahren  ankomme  und  daß 
der  Kriticismus  in  der  Philosophie  in  der  Befolgung  der  regressiven 
Methode  bestehe. 

4.    Suchen  wir  dies  noch  genauer  zu  bestimmen. 

Alle  Wissenschaft  hat  zum  Ziel  die  Form  der  progressiven 
Ableitung  der  Folgen  aus  ihren  Gründen,  die  Unterordnung  des 
Besonderen  unter  das  Allgemeine,  der  Tatsachen  unter  die  Ge- 
setze, d.  h.  die  Systemform  der  Theorie.  Um  aber  erst  zu  den 
allgemeinen  Gesetzen  zu  gelangen,  bedarf  es  oft  der  Vorarbeit; 
es  läßt  sich  nicht  überall,  wie  in  der  Mathematik,  unmittelbar  mit 
der  Aufstellung  der  allgemeinen  Gesetze  beginnen.  Die  Natur- 
wissenschaften bedürfen  erst  einer  regressiven  Erforschung  ihrer 
Gesetze  aus  den  Tatsachen,  ehe  sie  daran  gehen  können,  in  einer 
Theorie  diese  aus  jenen  zu  erklären.  Diese  regressive  Erforschung 
der  Naturgesetze  aus  den  beobachteten  Tatsachen  ist  die  Aufgabe 
der  Induktion.  Aber  die  Induktion  führt  niemals  auf  Grund- 
sätze, sondern  immer  nur  auf  Lehrsätze.  Auch  um  induktiv  ver- 
fahren zu  können,  muß  ich  schon  gewisse  allgemeine  Gesetze  vor- 
aussetzen. Auch  die  Induktion  gründet  auf  die  Voraussetzung 
des  Allgemeinsten  ein  weniger  Allgemeines,  das  also  im  Gegensatz 
zu  den  Grundsätzen   ein  Besonderes   ist.     Die  Induktion  ist  nicht 
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dor  ^^'og  zu  den  notwendigen  Wahrheiten,  sondern  zu  der  Ver- 
bindung der  notwendigen  Wahrheiten  mit  den  zufälligen.  Denn 
die  notwendigen  Wahrheiten  bilden  die  höchsten  Obersätze,  die 
aller  Induktion  aus  den  Beobachtungen  bereits  a  priori  zu  Grunde 
lion-en.  Der  Weg  zu  den  notwendigen  Wahrheiten  ist  vielmehr 
die  Abstraktion. 

Z.B.  Newtons  Entdeckung  des  Gravitationsgesetzes  führte 
zur  Begründung  der  Theorie  der  Planetenbewegungen,  Dies  Ge- 
setz ist  aber  kein  Grundsatz,  sondern  ein  Lehrsatz  ;  seine  Gültig- 
keit konnte  nicht  a  priori  eingesehen ,  sondern  sie  mußte  induk- 
torisch erwiesen  werden.  Für  diese  Induktion  mußte  Newton 
aber  gewisse  allgemeine  Grundsätze  der  ]\Iechanik  anwenden. 
Er  mußte  z.  B.  aus  den  Principien  der  mathematischen  Natur- 
philosophie die  Voraussetzung  entlehnen,  daß  alle  Bewegungs- 
änderungen Wirkungen  stetig  beschleunigender  Kräfte  sind ,  die 
unter  dem  Gesetz  der  Gleichheit  der  Wirkung  und  Gegenwirkung 
stehen.  Daß  aber  die  Beschleunigung  dem  Quadrat  der  Entfernung 
der  wirkenden  Massen  umgekehrt  proportional  ist,  mußte  erst 
aus  der  empirisch  gegebenen  Figur  der  Planetenbahnen  erforscht 
werden. 

So  verknüpft  das  N  e  w  t  o  n  sehe  Gravitationsgesetz  die  astro- 
nomischen Beobachtungen  mit  den  Grundsätzen  der  Mechanik. 
Ohne  diese  würde  dem  Gesetz  die  Allgemeinheit  und  Notwendig- 
keit,   und  ohne  jene  würde  ihm  die  empirische  Gültigkeit  fehlen. 

Suchen  wir  hingegen  durch  Zergliederung  des  Newtonschen 
Gedankenganges  die  Voraussetzungen  des  Gravitationsgesetzes,  so 
kommen  wir  zuletzt  auf  jene  allgemeinsten  Grundsätze  der  Me- 
chanik, die  selbst  die  Principien  und  Bedingungen  der  Möglichkeit 
aller  Induktion  und  eben  darum  selbst  nicht  induktorisch  er- 
weislich sind. 
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Es  giebt  also  zwei  verschiedene  regressive  Methoden;  wir 
müssen  die  regressive  Methode  der  Abtraktion  noch  von  der- 
jenigen der  Induktion  unterscheiden.  Es  ist  mithin  das  zer- 
gliedernde Verfahren  zur  Auffindung  der  philosophischen  Grund- 
sätze ganz  verschieden  von  allem  Beweisverfahren,  nicht  nur  von 
dem  progressiven  der  Mathematik,  sondern  auch  von  dem  regres- 
siven der  Induktion. 

5.  Da  alles  Philosophieren  selbst  Denken  und  Erkennen  ist, 
so  werden  wir  dabei  notwendigerweise  schon  gewisse  Principicn 
anwenden  und  voraussetzen  müssen,  die  wir  doch  erst  suchen. 
Dies  ist  nun  ein  Cirkel,  an  dem  jede  dogmatische  Methode  des 
Beweises  unvermeidlich  scheitern  und  dem  Skepticismus  verfallen 
muß.  Denn  sie  setzt  voraus,  was  sie  beweisen  will,  sei  es  re- 
gressiv, wie  die  Induktion,  sei  es  progressiv,  wie  die  Mathematik 
schließt.  Einzig  und  allein  die  kritische  ]\rethodo  ist  frei  von 
diesem  Cirkel  und  kann  darum  auch  nicht  von  der  Skepsis  ange- 
fochten werden.  Denn  sie  will  ja  die  Principien  nicht  beweisen, 
sondern  nur  als  solche  aufweisen.  Sie  beweist  nicht,  sondern 
sucht  vielmehr  gerade  das ,  was  wir  bei  allen  Beweisen  schon 
voraussetzen  und  notwendigerweise  voraussetzen  müssen. 

Während  also  die  dogmatische  Philosophie  von  irgend  welchen 
beliebig  aufgerafften  und  vermeintlichen  Principien  unbefangen 
ausgeht,  steigt  die  kritische  hinauf  zu  den  Principien  und  sucht 
sie  sich  erst.  Jene  geht  von  Hypothesen  aus,  diese  einzig  und 
allein  von  Tatsachen,  indem  sie  den  Tatbestand  unserer  Urteile 
hinnimmt,  wie  sie  ihn  vorfindet,  und  ihn  sichtet  und  zergliedert, 
um  explicite  auszusprechen,  was  schon  implicite  darin  enthalten 
war.  Die  kritische  Philosophie  hat  also  auch  gar  nicht  einen  be- 
sonderen Teil  der  Dinge   zum  Gegenstande  ihrer  Forschung.     Sie 
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iiborläßt  deren  Erkenntnis  ganz  den  Induktionen  der  Naturwissen- 
schaft. "\Vo(l(M-  die  Erlcenntnis  physischer  noch  die  psychischer 
Dinn-e  will  sie  ihr  streitig  machen,  noch  eine  Wissenschaft  vom 
Übersinnlichen  sein.  Sondern  die  Principien  der  Erkenntnis  selbst 
sind  ilir  Thoina.  und  /war  der  Erkenntnis  aller  Dinge,  sei  es  der 
physischen  oder  der  psychischen,  der  sinnlichen  oder  der  über- 
sinnlichen. Sie  will  nichts  erklären,  sondern  die  obersten  Grründe 
aller  Erklärung  suchen.  Sie  hat  kein  eigenes  Gebiet  zu  erkennen, 
sondern  lehrt  in  der  Erkenntnis  aller  Gebiete  den  Irrtum  ver- 
meiden. Zu  ilcm  Zweck  nimmt  sie  die  Erkenntnis  hin,  wie  sie 
sie  als  Faktum  vorfindet,  weder  um  ihre  AVahrheit  zu  beweisen, 
noch  um  ihre  Entstehung  zu  erklären,  sondern  um  aus  ihr  die 
rein  begrifi^'liche  Erkenntnis  zu  abstrahieren  und  auf  ihre  obersten 
Principien  zurückzuführen.  Hat  sie  diese  gefunden,  so  stellt  sie 
sie  als  System  der  Philosophie  auf. 

6.  Diese  Methode  ist  schon  von  Sokrates  und  Piaton  ge- 
fordert worden.  Aber  bereits  Aristoteles  hat  die  Sokratische 
Methode  der  Abstraktion  unter  dem  Namen  der  iitayayri  mit  der 
Induktion  verwechselt.  Dies  Mißverständnis  ist  in  der  Geschichte 
der   Philosophie    stehen    geblieben    bis    auf  Kant^      Kant    hat 


•  Indem  Aristoteles  durch  diese  Verwechslung  veranlaßt  wurde,  die 
Induktion  als  die  regressive  Methode  dem  avlloyiciiög  entgegenzusetzen,  hliehen 
ihm  als  ursprüngliche  Erkenntnis({uellen  nur  die  Logik  und  die  Empirie.  Er 
übersah  so  die  Leerheit  der  formalen  Logik  einerseits  und  die  rnsolbständigkoit 
der  hloßcn  Empirie  andererseits.  Dadurch  ist  er  der  gemeinsame  Vater  der 
beiden  entgegengesetzten  Irrtümer  in  der  Geschichte  der  AVissenschaft  geworden: 
der  Begründer  des  logischen  Dogmatismus  in  der  Philosophie  sowohl  als  auch  der 
Begründer  des  naturwissenschaftlichen  Empirismus,  d.  h.  der  irrigen  Lehre  von 
der  Scibstiindigkeit  der  Induktion  neben  dem  Syllogismus,  der  sich  die  meisten 
Naturforscher  der  neueren  Zeit  angeschlossen  haben  und  die  am  hartnäckigsten 
von  den  englischen  rhilosophcn  verteidigt  worden  ist.    Es  ist  dies  derselbe  Fehler, 
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zuerst  die  kritische  Methode  mit  Bestimmtheit  angewandt,  in  be- 
wußtem Gegensatz  zu  dem  progressiv -mathematischen  Verfahren 
seiner  deutschen,  wie  zu  dem  induktiv -psychologischen  seiner 
englischen  Vorgänger.  Er  nannte  diese  Aufsuchung  der  Principien 
durch  logische  Zergliederung  der  mit  dem  Anspruch  auf  Apo- 
dikticität  auftretenden  Urteile  und  Beurteilungen  Grundlegung 
oder  auch  metaphysische  Erörterung,  und  unterschied  sie 
noch  von  der  transcen dentalen  Deduktion  der  Principien, 
die  sich  mit  ihrem  Rechtsnachweis  beschäftigt. 

n. 

über  die  Begründung  der  Urteile. 
Beweis,  Demonstration  und  Deduktion. 

7.  Was  gewinnen  wir  nun  eigentlich  durch  das  regressive 
Verfahren?  Neue  Wahrheiten  nur  in  so  fern,  als  wir  die  Wahr- 
heit der  Daten,  von  denen  unsere  Zergliederung  ausging,  voraus- 
setzen. Denn  wenn  auch  die  Grundsätze  von  den  Konsequenzen, 
durch  deren  Zergliederung  wir  sie  aufweisen,  logisch  unabhängig 
sind ,  so  bleibt  doch  unsere  Aufweisung  derselben  von  ihren  Kon- 
sequenzen abhängig.  Da  dies  Verfahren  kein  Beweis,  überhaupt 
keine  objektive  Begründung,  sondern  nur  eine  subjektive  Berufung 


auf  dem  die  uoch  beute  in  der  Logik  populäre  Entgegensetzung  von  Induktion 
und  Deduktion  beruht.  Dieser  zweite  Fehler  der  Aristotelischen  Logik  ist  erst 
durch  Apelts  „Theorie  der  Induktion"  verbessert  worden. 

Wie  nun  Apelt  die  Aristotelische  Theorie  des  progressiven  Syllogismus 
der  dogmatischen  Methode  durch  die  Theorie  des  regressiven  Syllogismus 
ergänzt  und  dadurch  die  induktorische  Methode  der  Naturforschung  ithilo- 
sophisch  begründet  hat,  so  bleibt  als  die  dritte  und  letzte  Aufgabe  der  Logik 
noch  die  Theorie  der  kritischen  Methode  auszuführen,  als  die  Lehre  von  der 
wissenschaftlichen  Begründung  philosophischer  Grundurteile.  Diese  ist  es,  die 
wir  hier  suchen. 
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ad  honiinem  ist,  so  bleuten  wir  mit  seinen  Resultaten  immer  von 
jenen  ersten  Zugeständnissen  abhängig,  die  doch  selbst  erst  durch 
die  gofundonen  Principien  ihre  objektive  Begründung  erhalten. 
iJiesc  Princiiiion  müssen  als  solche  unabhängig  von  allen  aus  ihnen 
gezogenen  Konsequenzen  gelten  und  können  nicht  erst  auf  diese 
gegründet  werden. 

Ein  Beispiel  wird  dies  Verhältnis  deutlich  machen.  Das 
Princip  von  der  Erlialtung  der  Energie  ist  nicht  durch  Beweis 
gefunden  worden  und  konnte  auch  seiner  allgemeinen  Natur  zu- 
folge garnicht  bewiesen  werden '.  A\'ir  können  zwar  mit  Hülfe 
dieses  Princips  sehr  viel  induktorisch  beweisen,  es  ist  aber  selbst 
nicht  durch  Induktion,  sondern  durch  Abstraktion  gefunden  worden. 
H  e  1  m  h  ()  1 1  z  entdeckte  es  auf  dem  "Wege  rein  logischer  Zer- 
gliederung ,  indem  er  sich  die  Frage  vorlegte :  Wie  müssen  die 
höchsten  Obersätze  der  Naturwissenschaft  beschaffen  sein,  wenn 
ein  perpetuum  mobile  unmöglich  sein  soll  ?  So  wahr  das  perpetuum 
mobile  unmitglich  ist,  gilt  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie. 
Aber  ohne  dies  Princip  können  wir  übei*  die  Möglichkeit  und  Un- 
mfiglichkeit  des  perpetuum  mobile  garnichts  a  priori  entscheiden. 
Wir  l)lieben  also  nach  diesem  regressiven  Gedankengang  mit  der 
Annahme  des  Energieprincips  ganz  von  der  Erwartung  abhängig, 
ob  es  vielleicht  noch  einmal  gelänge ,  ein  perpetuum  mobile  zu 
konstruieren.  Das  kann  aber  nicht  das  letzte  Wort  in  der  Sache 
sein ;    denn    es    fällt    keinem    besonnenen    Naturforscher    ein ,    die 


'  Dies  wird  häufig  übersehen,  durch  Verwechslung  des  Gesetzes  von  der 
Erhaltung  der  Energie  mit  dem  ersten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie. 
Dieser  Satz  ist  aber  nur  eine  Anwendung  des  Energieprincips  und  als  solcher 
induktorisch  bewiesen  worden.  Nicht  daß  die  Energie  konstant  ist,  besagt  dieser 
Beweis ,  sondern  daß  die  Wärme  eine  Form  der  Energie  ist,  wozu  das  Energie- 
princip  in  allgemeinster  Form  schon  vorausgesetzt  werden  muß. 
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Gültigkeit  des  Energiegesetzes  von  dem  Grade  der  Gewißheit 
eines  solchen  empirischen  Satzes  abhängig  machen  zu  wollen. 
Vielmehr  schreibt  er  es  umgekehrt  seinen  Beobachtungen  als  Be- 
dingung ihrer  Gültigkeit  vor,  es  gilt  ihm  als  Norm  und  Regulativ 
für  seine  Induktionen,  Durch  Erfahrung  können  wir  also  ein 
derartiges  Princip  nicht  beweisen,  a  priori  beweisbar  ist  es  aber 
ebensowenig,  sofern  es  wirklich  ein  Grundsatz  ist.  Wodurch  sollen 
wir  es  denn  aber  als  solchen  beglaubigen,  und  es  schützen,  wenn 
sich  der  Zweifel  dagegen  kehrt? 

Das  regressive  Verfahren  der  Abstraktion  ist  also  für  sich 
nur  eine  faktische  Aufweisung:  Sofern  wir  faktisch  gewisse  Sätze 
anerkennen,  müssen  wir  auch  die  logischen  Bedingungen  ihrer 
Möglichkeit  einräumen.  Nur  die  logische  Abhängigkeit  und  Be- 
dingtheit eines  Satzes  durch  einen  anderen  weise  ich  so  nach.  Ich 
kann  aber  dadurch  niemand  zwingen,  den  aufgewiesenen  Satz  als 
wahr  anzunehmen,  der  nicht  unabhängig  von  meiner  logischen 
Nachweis ung  von  der  Wahrheit  der  Folge  überzeugt  war  und 
bleibt.  Wer  jene  Daten  nicht  zugesteht,  den  wird  also  auch  ihre 
Zergliederung  nicht  von  den  sie  bedingenden  Principien  überzeugen. 
Ja,  er  könnte  ebensogut  umgekehrt,  statt  mit  der  Folge  den  Grund 
anzunehmen,  mit  dem  Grunde  die  Folge  ablehnen,  und  ich  würde 
so  nur  das  Gegenteil  erreichen  von  dem,  was  ich  wollte.  Gerade 
indem  ich  ihm  einen  unbefangen  anerkannten  Satz  auf  eine  unge- 
wisse Basis  stelle,  kann  ich  ihm  leicht  auch  diesen  Satz  selbst 
verdächtig  machen,  indem  er  den  Zweifel  von  dem  Grunde  auf 
die  Folge  überträgt ,  statt  die  Gewißheit  von  der  Folge  auf  den 
Grund  zu  übertragen.  Habe  ich  z.  B.  dem  Naturalisten  gezeigt, 
daß  er  selbst,  sofern  er  über  Pflicht,  Recht  und  Schönheit  urteilt, 
eine  objektive  Zweckgesetzgebung  anerkennt  und  der  Naturgesetz- 
gebung überordnet,  so  werde  ich  ihn  vielleicht  zu  der  Konsequenz 
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drängen,  seinem  naturalistischen  Philosophen!  zu  Liebe  seinen  ethi- 
schen Überzeugungen  untreu  zu  werden  und  ihnen  —  wenn  auch 
nicht  im  Leben  als  handelnder  Mensch,  so  doch  vielleicht  in  der 
Spekulation  als  i'hilosophierender  —  jede  Berechtigung  abzu- 
sprechen. 

8.  Was  wollen  wir  also  tun,  wenn  sich  der  Zweifel  gegen 
jene  Data  kehrt?  Diese  hängen  ihrer  Gültigkeit  nach  von  den 
Principien  ab  und  lassen  sich  aus  diesen  begründen.  Aber  um  die 
Principien  ist  ja  gerade  Streit,  um  ihre  Berechtigung  handelt  es 
sich  ja  eben.  Die  Berufung  auf  das  Gefühl  der  Evidenz  der 
eigenen  Überzeugung  würde  ihnen  schlechten  Schutz  gewähren. 
Wie  viele  Irrtümer  sind  nicht  für  unmittelbar  evidente  Wahr- 
heiten ausgegeben  worden.  Jedes  Pochen  auf  die  Unerschütterlich- 
keit unserer  Überzeugungen  ist  nur  gewalttätiges  Parteimachen, 
das  wohl  zur  Überredung,  aber  nie  zur  Überzeugung  führen  kann. 
Nun  hatten  wir  allerdings  gesehen,  daß  es  keinen  Sinn  hat,  für 
Grundsätze  einen  Beweis  zu  verlangen ;  aber  ob  ein  Satz  wirk- 
lich einGrundsatz  ist,  dies  muß  doch  erst  feststehen, 
ehe  wir  mit  Fug  und  Recht  auf  seinen  Beweis  ver- 
zichten  können. 

Zu  diesem  Nachweis  reicht  aber  das  regressive  Verfahren  für 
sich  nicht  hin.  Denn  die  Zergliederung  selbst  setzt  sich  keine 
Grenzen.  Einerseits  bleibt  es  ohne  ein  weiteres  Kriterium  immer 
fraglich,  ob  sich  die  Zergliederung  nicht  noch  weiter  fortsetzen 
läßt  oder  ob  sie  wirklich  schon  auf  Grundsätze  geführt  hat.  Wäre 
aber  auch  dies  möglich ,  so  bliebe  andererseits  immer  noch  die 
Frage,  ob  wir  das  System  der  Grundsätze  schon  erschöpft  haben 
oder  ob  es  nicht  noch  unvollständig  ist.  Wie  viele  Daten  wir 
auch  zergliedert  haben,    so   könnten  uns    doch  immer  noch  solche 
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entgangen  sein,  deren  Grundvoraussetzungen  in  unserem  System 
noch  fehlen.  Sind  wir  wirklich  schon  bei  den  obersten  und  ersten 
Grundsätzen,  den  wahren  Principien,  enthält  unser  System  nicht 
zu  viel  oder  zu  wenig  derselben?  Wodurch  können  wir  uns  über 
das  nur  Faktische  unserer  Gedanken  und  Gefühle  erheben  und 
diese  gegen  den  Zweifel  sicher  stellen? 

9.  Fragen  wir  ganz  allgemein:  "Warum  bedürfen  eigentlich 
unsere  Urteile  der  Begründung?  so  werden  wir  sagen  müssen: 
Weil  unser  Denken  der  Möglichkeit  des  Irrtums  unterworfen  ist. 
Von  der  richtigen  Einsicht  in  den  Gegensatz  von  Irrtum  und 
Wahrheit  wird  daher  auch  die  Bestimmung  des  Verfahrens  zur 
Begründung  der  metaphysischen  Grundsätze  abhängen. 

Alles  Denken  besteht  in  der  Bildung  von  Begriffen  und  in 
der  Verbindung  derselben  zu  Urteilen ,  sowie  in  der  Verbindung 
dieser  zu  Schlüssen.  Denken  ist  als  solches  noch  nicht  Erkennen. 
Wir  erkennen  durch  Denken  nur  in  Urteilen,  nicht  in  bloßen  Be- 
griffen. Aber  auch  nicht  alle  Urteile  bilden  Erkenntnisse,  sondern 
es  giebt  Urteile,  die  nur  Begriffe  zergliedern,  wie  z.  B.  die  Defi- 
nitionen.    Dies   sind  die  analytischen  Urteile'.    Zu   diesen  gehört 


»  Begritf  uud  urteil  sind  logisch  scharf  zu  scheiden.  1)  Nur  Definitionen, 
also  analytische  Urteile,  sind  Begriffen  gleichwertig.  Sie  sind  aber  eben  darum 
von  keinem  Erkenntniswert;  die  Existenz  des  definierten' Begriffs  muß  erst  be- 
wiesen werden.  2)  Jedes  vollständige  konjunktive  analytische  Urteil  stellt  zwar 
einen  Begriff  dar;  aber  es  gilt  nicht  umgekehrt,  daß  jeder  Begi'iff  sich  als  ana- 
lytisches Urteil  darstellen  ließe.  Nur  kombinierte  Begriffe  lassen  diese  Möglich- 
keit zu.  Ursprünglich  metaphysische  (Kategorieen),  mathematische  und  empirische 
Grundbegrifte  lassen  sich  nicht  definieren.  Diese  nicht  Begriffe  zu  nennen, 
steht  jedem  frei;  dies  wäre  bloßer  Wortstreit.  3)  Jedes  Urteil  setzt  zu  seiner 
Möglichkeit  bereits  Begriffe  voraus.  Freilich  setzt  die  nur  problematische  Vor- 
stellung des  Begriffs  zu  ihrer  Möglichkeit  selbst  wieder  schon  assertorische  Vor- 
stellung, d.  i.  Erkenntnis  voraus.    Wie  Kant  sagt:    Die  analytische  Einheit  des 
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auch  der  Schluß.  Jeder  Schluß  läßt  sich  auf  die  Form  eines  (hy- 
pothetischen) analytischen  Urteils  bringen.  Auch  der  Schluß  giebt 
mir  keine  neue  Erkenntnis,  die  nicht  schon  in  seinen  Prämissen 
enthalten  wäre,  denn  sonst  wäre  er  eben  ein  Trugschluß.  Der 
Schluß  behauptet  nicht  die  Wahrheit  der  Prämissen  und  des 
Schlußsatzes,  sondern  die  Konsequenz  des  Schlußsatzes  aus  seinen 
Prämissen,  und  diese  Konsequenz  ist  ein  analytisches  Urteil.  Die 
Erkenntnis  ist  also  in  den  synthetischen  Urteilen  enthalten,  aber 
nicht  in  der  Ableitung  eines  synthetischen  Urteils  aus  anderen. 
Diese  ist  vielmehr,  wie  jedes  analytische  Urteil,  nur  ein  Akt  des 
Bewußtseins,  sich  in  anderer  Form  die  schon  anderweitig  besessene 
Erkenntnis  deutlicher  zu  machen. 

Jedes  Urteil  ist  ein  Akt  des  Denkens  oder  der  Reflexion,  und 
als  solcher  —  im  Unterschied  von  der  unwillkürlichen  Verbindung 
der  Vorstellungen  durch  Association  —  willkürlich  gebildet.  In 
diesem  Umstand  liegt  die  Möglichkeit  des  Irrtums  und  die  Not- 
wendigkeit der  Begründung  aller  Urteile.  Denn  es  fragt  sich  erst, 
ob  die  willkürliche  Verbindung  der  Vorstellungen  im  Urteil  der 
Regel  der  Wahrheit  gemäß  erfolgt  ist,  ob  der  Anspruch  auf 
Wahrheit,   der  die  Reflexion  vor  der  Association   auszeichnet,   zu 


Bewußtseins  ist  nicbt  ohne  Voraussetzung  irgend  einer  synthetischen  möglich. 
Aber  diese  „ursprüngliche''  Synthesis  ist  niclit  die  des  Urteils ,  sondern  der  un- 
mittelbaren Erkenntnis  ohne  Reäexion.  -  Die  neuerdings  wieder  vielfach  ver- 
suchte Verwischung  dieses  Unterschiedes  führt  zur  mystischen  Vorstellung  der 
Kealitüt  des  Begriffs  und  zur  Übertragung  der  Willkürlichkeit  von  der  Begriffs- 
bildung auf  das  Erkennen,  zur  Vermengung  von  Denken  und  Erkennen. 

Was  ferner  die  I^inteilung  der  Urteile  in  analytische  und  synthetische  be- 
trifft, so  ist  diese  Unterscheidung  nicht  grammatisch,  sondern  logisch.  Jedes 
Urteil  ist  entweder  analytisch  oder  synthetisch  (je  nachdem,  ob  das  Prädikat  im 
Subjektsbegritf  enthalten  ist  oder  nicht),  aber  derselbe  Satz  kann  bald  ein  ana- 
lytisches, bald  ein  synthetisches  Urteil  bezeichnen.  Begriffe  können  sich  nicht 
ündcrn,  aber  Worte  können  ihre  Bedeutung  andern,  d.  h.  man  kann  verschiedene 
Begriffe  mit  ihnen  verbinden. 
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Recht  besteht.  Die  Logik  fordert  für  jedes  Urteil  einen  Grund. 
Was  heißt  das  ?  Aus  bloßen  Begriffen  ist  keine  Erkenntnis  möglich. 
Um  ein  Urteil  zu  fällen ,  bedarf  ich ,  sofern  es  Erkenntnis  sein 
und  Wahrheit  enthalten  soll,  eines  vom  Begriff  seines  Subjekts 
unabhängigen  Erkenntnisgrundes.  Die  Wahrheit  des  Urteils  liegt 
also  nicht  in  ihm  selbst,  sondern  in  etwas  anderem,  von  dem  es 
sie  entlehnt.  Was  ist  nun  dieses  andere,  dieser  Erkenntnisgruud 
des  Urteils  ?  Dieser  Grund  kann  selbst  wieder  ein  Urteil  sein. 
In  diesem  Falle  ist  die  Begründung  der  Beweis.  Alles  Beweisen 
muß  aber  zuletzt  aus  irgend  welchen  unbeweisbaren  Urteilen  er- 
folgen, deren  Erkenntnisgründe  nicht  wieder  in  Urteilen  bestehen 
können.  Diese  ersten  Urteile,  die  selbst  unbeweisbar  sind  und 
aus  denen  selbst  erst  alle  Beweise  geführt  werden,  nennen  wir 
Grundsätze. 

10.  Der  Ausspruch  dieser  Grundsätze  ist  zwar,  wie  jedes 
Urteil,  ein  Akt  der  Reflexion,  aber  diese  kann  sich  doch  die  in 
ihnen  ausgesprochenen  Wahrheiten  nicht  selbst  erzeugen.  Die 
sich  selbst  überlassene  Reflexion  kann  nur  analytische  Urteile 
bilden.  Sie  kann  nur  aus  gegebenen  Wahrheiten  Konsequenzen 
ableiten,  d.  h.  beweisen.  Aber  die  Wahrheit  der  Grundsätze  ist 
nicht  von  Beweisen  abhängig,  kann  also,  sofern  sie  synthetische 
Grundsätze  sind,  durch  die  Reflexion  selbst  nicht  verbürgt  werden. 
Die  Grundsätze  der  Geometrie  z.  B.  enthalten  als  synthetische 
Grundsätze  durchaus  keine  logische  Denknotwendigkeit.  So  wider- 
spricht die  Verneinung  des  Parallelenaxioms  keinem  Gesetze  der 
Logik,  und  diese  vermag  über  seine  Gültigkeit  schlechterdings 
nichts  zu  entscheiden.  Der  Grund  dieser  obersten  Urteile  muß 
daher  unabhängig  von  der  Reflexion  in  einer  unmittelbaren  Er- 
kenntnis liegen,    die  selbst   die  obersten  Gründe  für  aUe  Urteile, 
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(1.  li.  tilr  alle  mittelbare  Krlvenntnis  enthält.  Eine  solche  unmittel- 
liarc  Krkeuntnis  ist  die  Anschauung,  sowohl  die  empirische  An- 
schauung als  Grund  aller  empirischen  Urteile,  wie  die  mathe- 
matische Anschauung  als  Grund  aller  mathematischen  Urteile. 
Die  Einheit  und  Notwendigkeit  aber ,  die  wir  faktisch  in  unserm 
Denken  finden  und  die  wir  durch  die  metaphysischen  Grundsätze 
aussprechen ,  kann  nicht  aus  der  Anschauung  entspringen ;  denn 
sie  kommt  uns  nur  durch  Reflexion  zum  Bewußtsein.  Ihr  Ursprung 
kann  aber  auch  —  sofern  sie  synthetische  Einheit  ist  — 
nicht  in  der  Reflexion  liegen,  da  sie  vielmehr  schon  eine  Voraus- 
setzung jedes  Urteils  der  Reflexion  bildet.  Es  giebt  folglich  eine 
unmittelbare  Erkenntnis  nicht  anschaulicher  Art ,  die  den  Grund 
unserer  metaphysischen  Urteile  bildet.  Wir  nennen  sie  die 
unmittelbare  Erkenntnis  der  reinen  Vernunft. 

11.  Der  Grund  alles  Denkens  liegt  also  zuletzt  in  der  un- 
mittelbaren Erkenntnis ,  und  die  Wahrheit  aller  Urteile  besteht 
in  ihrer  Übereinstimmung  mit  dieser  unmittelbaren  Erkenntnis. 
Die  Reflexion  ist  sich  nicht  selbst  genug,  sie  ist  für  sich  leer  und 
kann  nur  anderweitig  gegebene  Erkenntnisse  wiederholen  und 
deutlich  machen.  Sie  dient  nicht  zur  Erweiterung,  sondern  nur 
zur  Aufklärung  unserer  Erkenntnis.  Aus  alledem  ergiebt  sich, 
daß  von  Irrtum  und  Wahrheit  unseres  Denkens  nur  insofern  die 
Rede  sein  kann  ,  als  schon  eine  von  dem  strittigen  Gedanken  un- 
abhängige Wahrheit  vorausgesetzt  wird.  Aller  Streit  um  Irrtum 
und  AVahrheit,  aller  Zweifel  und  alle  Ungewißheit  bezieht  sich 
auf  die  Urteile  der  Reflexion  und  betrifft  ihre  Vergleichung  mit 
der  unmittelbaren  Erkenntnis,  die  sie  wiederholen.  Um  diese  un- 
mittelbare Erkenntnis  kann  gar  kein  Streit  sein,  ihre  Gewißheit 
kann  nie  in  Frage  gestellt  und   des  Irrtums    verdächtigt   werden, 
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denn  Irrtum  ist  nur  Abweichung  von  der  unmittelbaren  Erkenntnis, 
falsche  Wiederholung  der  unmittelbaren  Erkenntnis,  falscher  Aus- 
spruch der  unmittelbaren  Erkenntnis.  Diese  liegt  daher  der  Mög- 
lichkeit des  Irrtums  bereits  zu  Grunde ;  wer  sie  für  irrig  erklärt, 
widerspricht  sich  selbst,  der  weiß  nicht,  was  die  "Worte  Irrtum 
und  Wahrheit  bedeuten.  Aller  Irrtum  und  Zweifel  gehört  der 
Reflexion  und  kann  die  unmittelbare  Erkenntnis  nicht  antasten. 

Bei  aller  Begründung    unserer   Erkenntnis ,    bei    allem  Streit 
über    Irrtum,   und    Wahrheit    kommt   niemals    das    Verhältnis    der 
Erkenntnis    zum    Gegenstande    in    Frage.      Die    Übereinstimmung 
mit  dem  Gegenstande  kann  für  uns    nie  ein  Kriterium  der  Wahr- 
heit unserer  Erkenntnis  werden,   weil   wir    dazu    aus  unserer  Er- 
kenntnis heraustreten  müßten ,    um  sie  mit  dem  Gegenstande  ver- 
gleichen zu  können,  was  unmöglich  ist,  weil  wir  zum  Gegenstande 
immer  erst  durch  die  Erkenntnis  kommen.     Wir  können   also   nie 
Erkenntnis  und  Gegenstand,    sondern  nur  Erkenntnisse  unter  ein- 
ander vergleichen.     Ein  Satz  ist  dann  wahr,    wenn  er  richtig  be- 
gründet ist ,    d.  h.  wenn  er  mit  der  Erkenntnis ,    aus  der  er  abge- 
leitet   wurde,    übereinstimmt.     Über   die  Wahrheit   der  un- 
mittelbaren Erkenntnis  kann  kein  Streit  sein,   sondern 
nur  darüber,    welches    die   unmittelbare    Erkenntnis 
sei.     Wollten    wir    die   Wahrheit    der    unmittelbaren   Erkenntnis 
bezweifeln,  so  müßten  wir  sie,  sofern  sie  unmittelbare  Erkenntnis 
ist,   zu  diesem  Zweifel    selbst  voraussetzen.      Der  Zweifel  an  der 
unmittelbaren  Erkenntnis  führt    zum  Widerspruch.      Jede    mittel- 
bare  Erkenntnis    dagegen    ist    als    solche  problematisch    und    nur 
durch  Vergleichung  mit  der  unmittelbaren  Erkenntnis  zu  begründen. 
Alle  Fragen  in  der  Philosophie   werden  also    am  Ende   auf  diese 
hinauslaufen:  Welches  die  unmittelb  are  Erkenntnis  der 
reinen   Vernunft    sei,    und    aller   Streit    in   der   Philosophie 
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wird  sieb  durch  Beantwortung  dieser  Frage  entscheiden  lassen. 
Die  Übereinstimmung  mit  dem  Gegenstande  besitzt  die  Erkenntnis 
unserer  Vernunft  oder  besitzt  sie  nicht,  ohne  daß  wir  etwas  dafür 
oder  dagegen  tun  können.  Es  giebt  für  uns  keinen  Standpunkt, 
von  dem  aus  wir  ,  gleichsam  außer  oder  über  unserer  Erkenntnis 
stehend,  ihre  Gültigkeit  zum  Thema  irgend  einer  Wissenschaft 
machen  könnten.  Daher  kann  es  auch  nicht  Aufgabe  der  Philo- 
sophie sein,  unserer  Erkenntnis  objektive  Wahrheit  zu  verschaffen, 
sondern  nur  das  Bewußtsein  als  erkennendes  Bewußtsein  zu 
beglaubigen,  dem  Bewußtsein  zum  irrtumsfreien  Ausspruch  der 
Erkenntnis  zu  verhelfen. 

Es  ist  also  in  der  Philosophie  so  wenig  wie  in  irgend  einer 
anderen  menschlichen  Wissenschaft  die  Frage :  Ist  unsere  Er- 
kenntnis wahr,  d.  h.  stimmt  sie  mit  dem  Gegenstande  überein? 
sondern  nur  diese  :  Ist  ein  Satz  wirklich  Erkenntnis,  d.  h.  stimmt 
er  mit  der  unmittelbaren  Erkenntnis  überein?  Spricht  ein  Urteil 
wirklich  eine  Erkenntnis  aus,  oder  geht  es  darin  auf,  ein  faktischer 
Akt  meines  Bewußtseins  zu  sein?  Aller  Irrtum  gehört  somit  nur 
dem  Bewußtsein  und  kann  die  unmittelbare  Erkenntnis  der  Ver- 
nunft gar  nicht  berühren. 

12.    Dies  läßt  sich   noch  auf  andere  Weise   deutlich   machen. 

Jede  Erkenntnis  ist  eine  Vorstellung,  aber  nicht  jede  Vor- 
stellung ist  schon  Erkenntnis.  Vielmehr  giebt  es  auch  proble- 
matische Vorstellungen ,  während  zur  Erkenntnis  der  Anspruch 
auf  Existenz  dessen,  was  vorgestellt  wird,  d.  h.  des  Gegenstandes 
der  Vorstellung,  gehört.  Daher  gewinnt  es  den  Anschein,  als 
ließe  sich  aus  dem  allgemeinen  Begriff  des  Vorstellens  der  des 
Erkennens  ableiten,  gleichsam  erklären,  wie  die  Assertion  zur 
Vorstellung  hinzukommt ,  wie  die  Objektivität  an  die  Vorstellung 
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kommt,  und  so  die  Möglichkeit  des  Erkennens  einer  Theorie 
unterwerfen.  Aber  das  Besondere  ist  durchaus  nicht  i  m  Allge- 
meinen enthalten  und  aus  ihm  abzuleiten.  Vielmehr  macht  die 
Erkenntnis  selbst  erst  problematische  Vorstellungen  möglich  und 
nicht  umgekehrt.  Erkenntnis  ist  unmittelbar  eine  Qualität  aus 
innerer  Erfahrung  und  nicht  etwas  quantitativ  Zusammengesetztes, 
das  sich  aus  einfacheren  Verhältnissen  erklären  oder  konstruieren 
ließe.  Jede  Erkenntnis  ist  als  solche  schon  Erkenntnis  eines 
Gegenstandes.  Der  Gegenstand  ist  immer  schon  bei  der  Er- 
kenntnis und  wird  nicht  erst  zu  ihr  hinzugebracht.  Das  Ver- 
hältnis der  Erkenntnis  zum  Gegenstande  läßt  sich 
keiner  mittelbaren  Prüfung  unterwerfen,  sondern  nur  unmittelbar, 
wie  es  als  Faktum  in  der  Erkenntnis  stattfindet,  erleben.  Es  ist 
weder  ein  Kausalverhältnis,  noch  sonst  auf  irgend  welche  Begriffe 
zurückzuführen.  Dies  Verhältnis  kann  daher  auch  kein  Thema 
irgend  einer  Wissenschaft  werden:  Es  giebt  keine  Theorie 
der  Möglichkeit  der  Erkenntnis. 

13.  Wie  wir  (§  10)  sahen,  begründen  wir  die  Grundurteile 
der  empirischen  und  mathematischen  Wissenschaften  durch  Auf- 
zeigung der  Anschauung,  die  ihnen  zu  Grunde  liegt.  Diese  Be- 
gründung nennen  wir  Demonstration.  (Demonstration  und 
Beweis  sind  also  wohl  zu  unterscheiden.)  Durch  solche  Demon- 
stration ist  die  Reihe  der  Gründe  dieser  Art  von  Urteilen  abge- 
schlossen, indem  diese  dadurch  auf  die  unmittelbare  Erkenntnis, 
auf  einen  von  der  Willkür  des  Urteilens  unabhängigen  Grund  zu- 
rückgeführt werden.  Es  hat  da  keinen  Sinn ,  noch  weiter  nach 
höheren  Gründen  zu  forschen.  Denn  aller  Irrtum  betrifft  nur 
eine  falsche  Wiederholung  anderswoher  gegebener  Wahrheiten. 
Wo  nun  keine  Wahrheit  mehr  zu  Grunde  liegt,  da  kann  sie  auch 
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nicht  falsch  ausgesprochen,  und  wo  nichts  wiederholt  wird,  da 
kann  auch  nicht  falsch  wiederholt  werden.  Auch  wo  wir  von 
Sinnestäuschungen  reden,  sind  es  streng  genommen  nicht  die  Sinne, 
welche  irren ,  sondern  Urteile ,  durch  die  die  Reflexion  die  An- 
schauung der  Sinne  zu  deuten  und  auszulegen  sucht. 

Wie  sollen  wir  aber  die  metaphysischen  Grundsätze  be- 
fTiinden  ?  Beweisen  können  wir  sie  nicht ;  denn  sonst  wären  sie 
keine  Grundsätze.  Sie  können  aber  auch  nicht  demonstriert  wer- 
den ;  denn  sonst  wären  sie  nicht  metaphysisch.  Wir  nennen  ihre 
Begründungsweise  Deduktion.  Worin  wird  nun  diese  Deduktion 
bestehen  ? 

Es  giebt  keine  andere  Begründung  einer  Erkenntnis  als  durch 
die  Angabe  der  unmittelbareren  Erkenntnis,  aus  der  sie  abgeleitet 
ist.  Die  höchsten  Gründe  liegen  in  der  schlechthin  unmittelbaren 
Erkenntnis.  Alle  mittelbare  Erkenntnis  ist  aber  Erkenntnis  durch 
BegriiFe,  d.  h.  Urteilen,  Streng  genommen  dürfen  wir  also  nicht 
fordern :  jede  Erkenntnis,  sondern  nur :  jedes  Urteil  müsse  einen 
Grund  haben,  und  zwar  seien  alle  mittelbaren  Urteile  zu  beweisen, 
alle  unmittelbaren  Urteile  aber  entweder  zu  demonstrieren  oder 
zu  deducieren.  Dieser  Grund  aber  darf  in  keinem  Falle  im  Ver- 
hältnis zum  Gegenstande,  sondern  nur  im  Verhältnis  zur  unmittel- 
baren Erkenntnis  gesucht  werden.  Alles  kommt  hier  also  auf 
die  Unterscheidung  des  Verhältnisses  des  Urteils  zur  Erkenntnis 
von  dem  Verhältnis  der  Erkenntnis  zum  Gegenstande  an. 

Die  Deduktion  kommt  also  darin  mit  der  Demonstration 
überein .  daß  beide  Methoden  zur  Begründung  von  Grundurteilen 
dienen.  Beider  Geschäft  besteht  folglich  in  der  Aufweisung  un- 
mittelbarer Erkenntnisse ,  sofern  diese  den  Grund  der  fraglichen 
Urteile  bilden.  Die  nur  dcducierbaren  Urteile  aber  haben  ihren 
Grund  nicht,  wie  die  demonstrierbaren,  in  der  Anschauung ;    d.  h. 
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die  ihnen  zu  Grande  liegende  unmittelbare  Erkenntnis  kommt  uns 
nicht  unmittelbar,  sondern  nur  durch  Vermittelung  der  Reflexion, 
nur  durch  das  Urteil  zum  Bewußtsein.     Dieser  Umstand    bedingt 
den    wesentlichen    Unterschied    beider    Verfahrungsarten.      Denn, 
während  wir  für    die  Demonstration   die  Anschauung   unmittelbar 
zur  Vergleichung  neben  das  Urteil    stellen  können,    sind   wir    für 
die  Deduktion  auf  eine  nur   mittelbare   Vergleichung   angewiesen, 
indem    das  Kriterium    der  Gültigkeit   des  Urteils  uns    nicht,    wie 
dort,    unmittelbar  zur  Verfügung  steht,    sondern    erst  auf  einem 
künstlichen  Umwege  gesucht  und  in  unsern  Besitz  gebracht  werden 
muß.    So  sehr  sich  aber  auch  die  demonstrierbare  Wahrheit  durch 
ihre  unmittelbare  Evidenz  vor  der  nur  deducierbaren  auszeichnet, 
so  müssen  wir  doch  beachten,   daß    dieser  Vorzug   nur   durch   ein 
verschiedenes  Verhältnis  beider  Erkenntnisweisen  zum  Bewußtsein 
bedingt  ist,    indem   dort  so    wenig    wie  hier  der  Gegenstand  zum 
Zeugen    der  Wahrheit    aufgerufen    werden    kann.     Um    daher    die 
Ansprüche  an  die  Deduktion  nicht    zu    hoch   zu  stellen,    so   wird 
uns    das    wichtigste  Resultat    der    bisherigen    Untersuchungen    die 
Nach  Weisung,    daß    wir    es    in    der  Demonstration    mit   einer    nur 
subjektiven  Begründung  zu  tun  haben,    daß   also  auch  die  Gewiß- 
heit gerade  der  evidentesten  Wahrheiten,   wie   die   der  mathema- 
tischen Axiome,  —  dem  gewöhnlichen  Vorurteil  entgegen  —  nicht 
auf  objektiven  Kriterien  beruhen  könne. 

14.  Es  giebt  also  drei  Arten  der  Begründung:  Beweis,  De- 
monstration und  Deduktion.  Die  Begründung  durch  Beweis  be- 
zieht sich  nur  auf  mittelbare  Urteile  und  setzt  selbst  zu  ihrer 
Möglichkeit  die  Grundsätze  voraus.  Mithin  fordert  die  Voll- 
ständigkeit der  Begründung  vor  allem  Demonstration  und  De- 
duktion. 
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Wir  haben  es  hier  alloin  mit  der  schwierigsten  Begründungs- 
weise zu  tun ,  mit  der  Deduktion.  In  der  Deduktion  hatten  wir 
die  wichtigste  Aufgabe  der  philosophischen  Kritik  gefunden.  Wir 
behaupten  nun,  daß  die  Kritik  bei  diesem  Geschäft  nur  psycho- 
logisch verfahren  könne,  d.  h.  selbst  Wissenschaft  aus  innerer 
Erfahrung  sei. 

Der  Beweis  dieser  Behauptung  ergiebt  sich  ohne  Schwierig- 
keit aus  dem  Vorstehenden.  Wir  haben  eben  gezeigt,  daß,  wäh- 
rend wir  bei  der  Demonstration  den  Erkenntnisgrund  unmittelbar 
neben  das  zu  begründende  Urteil  stellen  können,  bei  der  Begrün- 
dung der  nur  deducierbaren  Urteile  eine  solche  unmittelbare  Ver- 
gleichung  des  Urteils  mit  seinem  Erkenntnisgrunde  nicht  möglich 
ist,  weil  der  Erkenntnisgrund  des  Urteils  hier  nicht  wie  dort  un- 
mittelbar bewußt  ist,  sondern  erst  mittelbar  aufgesucht  werden 
muß.  Diesen  Erkenntnisgrund  der  nur  deducierbaren  Urteile  be- 
sitzen wir  in  der  unmittelbaren  Erkenntnis  der  reinen  Vernunft. 
Wir  müssen  daher  den  Besitzstand  dieser  unmittelbaren  Erkenntnis 
der  reinen  Vernunft  selbst  erst  zum  Gegenstande  einer  wissen- 
schaftlichen Untersuchung  machen.  Den  Besitzstand  von  Erkennt- 
nissen können  wir  aber  nur  auf  dem  Wege  innerer  Erfahrun"* 
kennen  lernen.  Folglich  ist  die  Ermittelung  des  Erkenntnisgrundes 
der  nur  deducierbaren  Urteile  eine  Aufgabe  der  Wissenschaft  aus 
innerer  Erfahrung.  Die  Deduktion  der  metaphysischen 
Grundsätze  ist  also  ein  Geschäft  der  Psychologie.  — 
Bei  diesem  Satze  müssen  wir  verweilen;  denn  er  ist  von  ent- 
scheidender Wichtigkeit  für  alle  kritischen  Untersuchungen.  Durch 
das  Folgende  wird  er  noch  einleuchtender  werden. 
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m. 

Theorie  der  Deduktion. 

15.  Jede  Vorstellung  ist  die  Vorstellung  eines  Gegenstandes, 
und  zwar  ist  der  Anspruch  auf  Existenz  des  Gegenstandes  das 
Wesentliche ,  was  die  Erkenntnis  von  der  nur  problematischen 
Vorstellung  unterscheidet.  Die  Erkenntnis  ist  zu  unterscheiden 
sowohl  von  dem  Subjekt  der  Erkenntnis,  dem  Ich,  als  vom  Gegen- 
stande derselben.  Dieser  letztere  mag  ein  äußerer  oder  ein  innerer 
sein,  die  Erkenntnis  ist  immer  von  ihm  unterschieden.  Das  Ver- 
hältnis der  Erkenntnis  zum  Gegenstande  ist  nicht  das  des  Geistes 
zum  Körper  oder  des  Ichs  zur  Außenwelt.  Das  Ich  kann  Gegen- 
stand der  Erkenntnis  werden,  so  gut  wie  die  Außenwelt;  es  sind 
aber  auch  bei  der  Selbsterkenntnis  zwar  Subjekt  und  Objekt, 
aber  darum  doch  nicht  Erkenntnis  und  Objekt  identisch. 

Der  Gegenstand  der  Erkenntnis  mag  also  sein  welcher  er 
wolle,  äußerer  oder  innerer,  so  ist  doch  die  Erkenntnis  jederzeit 
eine  innere  Tätigkeit.  Als  solche  ist  sie  aber  selbst  ein  Gegen- 
stand, nämlich  Gegenstand  der  inneren  Erfahrung,  und  kann  als 
solcher  studiert  werden.  Unter  den  Bedingungen,  von  denen  ich 
in  innerer  Erfahrung  meine  Tätigkeiten  abhängig  finde,  wird  auch 
alle  Tätigkeit  des  Erkennens  stehen,  sofern  sie  dem  Geiste  schlecht- 
hin angehört  und  nicht  nur  infolge  äußerer  Eindrücke  zukommt. 
Diese  ursprüngliche  Selbsttätigkeit  im  Gegensatz  zur  sinnlich 
angeregten  ist  aber  gerade  das  Unterscheidende  aller  reinen  Ver- 
nunfterkenntnis. Also  werde  ich  mir  durch  innere  Erfahrung 
eine  Theorie  der  Vernunft  verschaffen  können,  die  die  Elemente 
zur  Ableitung  sämtlicher  reiner  Vernunfterkenntnisse  enthält. 

So  wird  es  möglich  sein,  ohne  mit  den  philosophischen  Prin- 
cipien  selbst  in  abstracto  zu  operieren,  sie  auf  empirischem  Wege 
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zu  deducieren.  Ein  Verfahren,  dem  gegenüber  Skepticismus  gar- 
niclit  anzubringen  ist,  eben  weil  wir  dabei  ganz  auf  dem  Boden 
der  Tatsachen  bleiben,  die  einem  jeden  zur  Beobachtung  offen 
liegen,  ohne  uns  irgend  auf  metaphysische  Erörterungen  oder  Hy- 
pothesen einzulassen.  Diese  psychologische  Deduktion  ist 
zugleich  unabhängig  von  der  Grundlegung  des  Systems  der  Grund- 
sätze durch  die  logisch  -  regressive  Zergliederung  der  Urteile  des 
Bewußtseins,  und  wir  haben  den  Vorteil,  hinterher  beides  ver- 
gleichen und  so  das  quid  juris  d  e  s  Be  w  ußtse  ins  durch 
das  quid  facti  der  Vernunft   entscheiden   zu    können. 

16.  Es  ist  aber  hier  wichtig  zu  bemerken,  daß  wir  für  diese 
Aufgabe  ganz  bei  geistiger  Selbstbeobachtung  stehen  bleiben,  ohne 
uns  irgend  wie  auf  Vergleichungen  mit  dem  Materiellen  einzu- 
lassen. Und  ferner,  daß  wir  es  dabei  mit  keinerlei  Entwicklungs- 
geschichte zu  tun  haben,  weder  mit  angeborenen  Begriffen  noch 
mit  erworbenen,  überhaupt  mit  keinen  Vergleichungen  historischer 
oder  ethnologischer  Art.  Denn  wir  gehen  garnicht  auf  die  indivi- 
duellen Phänomene  des  Bewußtseins  aus ,  sondern  auf  die  allge- 
meine Form  des  innern  Lebens,  wie  sie  der  Vernunft  als  solcher 
angehört,  den  Bewußtseinstätigkeiten  als  Norm  zu  Grunde  liegt 
und  der  Reflexion  ihre  Regeln  giebt.  Mag  man  nun  dies  nicht 
als  eine  Aufgabe  der  Psychologie  bezeichnen  —  um  den  Namen 
ist  es  uns  nicht  zu  tun,  gebrauchen  wir  das  zweideutige  Wort 
Erkenntnistheorie,  oder  nennen  wir  es  mit  Rücksicht  auf  den 
Zweck  und  das  Interesse  Transcendentalpsychologie  oder  auch 
philosophische  Anthropologie  —  so  wird  doch  unter  allen 
Umständen  nur  innere  Erfahrung  der  dadurch  bezeichneten  Auf- 
gabe zu  genügen  im  stände  sein. 
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17.  So  großen  Schwierigkeiten  nun  auch  gerade  die  Selbst- 
beobachtung ausgesetzt  sein  mag,  so  verbinden  wir  doch  mit  dieser 
subjektiven  Wendung  aller  Spekulation  einen  doppelten 
Vorteil.  Erstens  nämlich  bleiben  wir  ganz  bei  der  Beobachtung, 
d.  h.  bei  der  Erkenntnis  durch  Sinnesanschauung,  stehen.  ^^'i^ 
entfernen  uns  also  nicht  in  das  Gebiet  abstrakten  Denkens  und 
verlieren  uns  überhaupt  nicht  in  die  Spitzfindigkeiten  und  Grübeleien 
mittelbarer  Beweisverfahren,  die  der  Gefahr  des  Irrtums  umso- 
mehr  ausgesetzt  sind,  je  mittelbarer  sie  sind,  je  weiter  sie  sich 
von  der  Anschauung  entfernen.  Je  näher  wir  bei  dieser,  in  un- 
serem Falle  der  Selbstbeobachtung,  bleiben,  desto  weniger  sind 
wir  logischen  Fehlern  ausgesetzt,  und  desto  leichter  lassen  sich 
Fehler,  wo  sie  dennoch  vorkommen  sollten,  aufdecken  und  ver- 
bessern. Auch  kommen  wir  so  nicht  in  Gefahr,  uns  auf  bloße 
Wahrscheinlichkeiten  einzulassen.  Denn  alle  Wahrscheinlichkeit 
gehört,  wie  der  Irrtum,  nur  der  Reflexion  und  beruht  auf  unvoll- 
ständigen Schlüssen.  Die  Anschauung  dagegen ,  von  der  wir  uns 
nicht  entfernen  und  auf  die  wir  immer  zurückgehen,  ist  überhaupt 
nicht  der  Ungewißheit  unterworfen,  also  auch  nicht  den  ver- 
schiedenen Graden  der  Wahrscheinlichkeit. 

Damit  ist  eng  verbunden  der  andere  Vorteil,  daß  die  An- 
wendung der  metaphysischen  Grundsätze,  die  wir  doch  bei  keiner 
Theorie  umgehen  können,  in  keinem  Gebiete  unserer  Erkenntnis 
so  beschränkt  ist,  wie  in  der  Psychologie.  Die  Anwendung  der 
Metaphysik  in  einer  Wissenschaft  reicht  nämlich  nur  soweit  wie 
die  Herrschaft  der  Mathematik,  da  nur  vermittelst  mathematischer 
Größenbestimmungen  unsere  Beobachtungen  den  metaphysischen 
GrundbegriiFen  subsumiert  werden  können.  Die  Herrschaft  der 
Mathematik  ist  aber  in  der  inneren  Erfahrung  äußerst  eng  be- 
grenzt   wegen    der    völligen    Unmöglichkeit    extensiver    Messung. 
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Wir  sind  hier  also  fast  allein  auf  Beobachtung  angewiesen  und 
entgehen  so,  dank  der  Beschaffenheit  des  Gegenstandes,  aller  Ver- 
legenheit, uns  auf  einen  weitläufigen  Streit  um  metaphysische 
Grundbestimmungen  einlassen  zu  müssen. 

Die  Erkenntnis  durch  empirische  Anschauung  ist  zwar  nur 
assertorisch  und  nicht  apodiktisch  wie  die  rationale  Enkenntnis 
der  Philosophie,  aber  sie  ist  darum  doch  nicht  weniger  gewiß 
oder  unsicherer  als  diese.  Vielmehr  fehlt  dieser,  da  sie  ursprünglich 
dunkel  ist,  die  Evidenz,  durch  die  jene  sich  auszeichnet.  Denn 
es  ist  wohl  zu  beachten,  daß  der  modalische  Unterschied  asserto- 
rischer und  apodiktischer  Erkenntnis  nicht  einen  Unterschied  des 
Grades  der  Gewißheit,  sondern  einen  Unterschied  des  Orts  ihres 
Ursprungs  bezeichnet.  Objektive  Gültigkeit  kommt  beiden  Er- 
kenntnisarten auf  gleiche  Weise  zu,  aber  ihr  subjektives  Ver- 
hältnis zum  Bewußtsein  ist  ein  verschiedenes:  bei  jener  ist  es  ein 
unmittelbares  Verhältnis  der  Evidenz,  bei  dieser  dagegen  ein  durch 
Reflexion  vermitteltes. 

Eben  diese  ursprüngliche  Dunkelheit  ihrer  Principien  bildet 
die  große  Schwierigkeit  in  allen  philosophischen  Wissenschaften  ; 
dieser  gänzliche  Mangel  an  Anschaulichkeit  und  Evidenz  ist  der 
einzige  Grund ,  warum  es  nicht  gelingen  kann ,  auf  dogmatische 
Weise  einem  philosophischen  System  allgemeine  Anerkennung  zu 
sichern.  So  besteht  denn  auch  der  Kriticismus  in  nichts  anderem 
als  in  dem  Vorschlag,  anstatt  geradezu  die  philosophischen  Ab- 
straktionen systematisch  aufzustellen,  einen  Umweg  einzuschlagen, 
der  zwar  mehr  Zeit  und  Arbeit  erfordert,  dafür  aber  —  erleuchtet 
durch  die  Evidenz  konkreter  Anschauung  —  desto  sicherer  und 
unfehlbarer  zum  Ziele  führt. 
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18.    Nichts  ist  für  das  Verständnis  dieser  Deduktion  wichtiger 
als  ihre  Unterscheidung  von  jeder  Art  des  Beweises.     Die  Kritik 
der  Vernunft   fragt   nur:     Welche  unmittelbare  Erkenntnis    be- 
sitzt   unsere  Vernunft?     Wobei    als    Obersatz    aller    Deduktionen 
das  Selbstvertrauen  der  Vernunft  auf  die  Wahrheit  ihrer  unmittel- 
baren Erkenntnis  überhaupt  schon  feststehen   muß.     Obwohl   also 
die    Kritik    die    metaphysischen  Principien   aus    einer  Theorie  der 
Vernunft  deduciert,  welche  selbst  durch  innere  Erfahrung,  mithin 
nur    induktorisch    gewonnen    werden    kann,    so    werden    doch    die 
metaphysischen    Principien    ihrer   Gültigkeit    nach    nicht    auf   Er- 
fahrung   oder   Induktion    gegründet.      Denn    sie   werden    aus    der 
Theorie  der  Vernunft  nicht  bewiesen,  sondern  nur  als  solche  aufge- 
wiesen;   wobei    die  Schlnßkraft    in    der  Beantwortung  ihres    quid 
juris  nicht  auf  den   zu  Grunde   gelegten  Induktionen    der   inneren 
Erfahrung,    sondern    auf  dem  Selbstvertrauen  der  Vernunft  ruht. 
Dies  Selbstvertrauen  der  Vernunft  ist  das  allgemeine  Princip,  das 
die  psychologischen  Ableitungen  aus  der  Theorie  der  Vernunft  zu 
kritischen  Deduktionen  macht,  d.  h.  das  es  uns  ermöglicht,  in  der 
inneren    Erfahrung    einen    Leitfaden    für    die    systematische    Be- 
gründung   der    Philosophie    zu    finden.      Die   Unmittelbarkeit    der 
Erkenntnis,  ihr  Ursprung  aus  der  reinen  Vernunft  (im  Gegensatz 
zu  der  der  Willkür  und  mithin  dem  Irrtum  unterworfenen  mittel- 
baren Erkenntnis  der  Reflexion)  bildet  den  Mittelbegriff  des  ganzen 
kritischen    Gedankenganges    seiner    logischen    Form    nach.      Zum 
Realitätsbeweis    dieses  Mittelbegriffs    dient  uns    eben    die  psycho- 
logische Theorie  der  Vernunft. 

Zur  Erläuterung  des  hier  entwickelten  höchst  künstlichen 
logischen  Baues  der  Deduktion  können  vielleicht  noch  die  folgenden 
Bemerkungen  dienen.  -  Während  wir  erst  die  Begründung  von 
Grundsätzen,    die    doch   unbeweisbare  Wahrheiten    sind,    zur 


—    30    — 

Aufp;al)e  der  Deduktion  gemacht  hatten,  so  finden  wir  jetzt,  daß 
die  Deduktion  allerdings  einen  Beweis  enthalte.  Dies  Resultat 
wird  nicht  mehr  paradox  erscheinen,  wenn  man  beachtet,  daß  es 
sich  (wie  schon  die  obigen  Erörterungen  (§  8)  ergaben)  in  der 
Kritik  nicht  um  den  Beweis  eines  metaphysischen  Grundsatzes 
handelt,  denn  ein  solcher  ist  in  der  Tat  unbeweisbar,  sondern  um 
den  Beweis ,  daß  ein  Satz  wirklich  ein  metaphysischer  Grundsatz 
ist.  Mit  andern  "Worten :  die  Kritik  beweist  den  psycholo- 
gischen Satz ,  daß  die  Erkenntnis ,  die  ein  gewisser  metaphy- 
sischer Satz  ausspricht ,  eine  unmittelbare  Erkenntnis  aus  reiner 
Vernunft  ist.  Der  Beweis  dieses  psychologischen  Lehr- 
satzes ist  die  Deduktion  jenes  metaphysischen  Grund- 
satzes. 

So  beweist  die  Kritik  z.  B.  den  Satz:  „der  Grundsatz  der 
Kausalität  entspringt  aus  der  Verbundenheit  des  mathematischen 
Schemas  der  Veränderung  mit  der  Kategorie  der  hypothetischen 
Synthesis  in  der  unmittelbaren  Erkenntnis",  nicht  den  Satz  der 
Kausalität  selbst.  Dieser  wäre  metaphysisch;  jener  aber,  den  die 
Kritik  beweist,  ist  ])sychologisch.  Und  dieser  Beweis  wird  geführt 
aus  einer  Theorie  der  Vernunft,  die  durch  innere  Erfahrung  ge- 
wonnen wird.  Die  Kritik  wird  daher  auch,  wie  jede  Erfahrungs- 
wissenschaft, unter  ihren  Prämissen  bereits  metaphysische  Prin- 
cipien  als  Bedingungen  ihrer  Möglichkeit  voraussetzen ;  jedoch 
nicht,  um  diese  zu  beweisen  —  denn  das  wäre  olFenbar  ein  Cirkel 
—  sondern  um  sie  zu  deducieren,  d.  h.  um  ihren  Ursprung  in  der 
reinen  Vernunft  zu  beweisen.  So  wird  das  Kausalitätsgesetz 
schon  vorausgesetzt  unter  den  Gründen  seiner  eben  erwähnten 
Deduktion. 

Wie  kann  aber  die  nur  psychologische  Nachweisung  des  Ur- 
sprungs eines   metaphysischen  Satzes   zu   seiner  Begründung 
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werden?  Nur  durch  Beziehung  auf  das  Faktum  des  Selbstver- 
trauens der  Vernunft.  Auf  der  Beziehung  auf  dieses  Faktum 
beruht  zuletzt  die  Möglichkeit  der  Deduktion  als  eines  Rechts- 
nachweises von  Principien  a  priori  aus  den  Grründen  ihrer 
Möglichkeit.  Der  Ausspruch  dieses  Faktums  bildet  daher  den 
obersten  Grundsatz  der  Kritik,  er  ist  nichts  anderes,  als  der 
Ausspruch  des  fundamentalen  Faktums  des  Erkennens  selbst. 

Der  Grundsatz  des  S  elb  s  tvert  rauens  der  Vernunft 
verdient  allein  den  Namen  eines  kritischen  (oder  transcendentalen) 
Princips ,  sofern  darunter  ein  Satz  verstanden  wird ,  der ,  ohne 
selbst  metaphysisch  zu  sein,  ein  Kriterium  der  Legitimität  meta- 
physischer Sätze  an  die  Hand  giebt.  Denn  er  enthält  die  Legiti- 
mation aller  Sätze,  die  ihren  Ursprung  in  der  reinen  Vernunft 
und  mithin  sich  selbst  als  metaphysische  Grundsätze  erweisen 
können.  Welche  Sätze  aber  aus  reiner  Vernunft  entspringen, 
darüber  vermag  er  nichts  auszusagen.  Er  figuriert  also  nur  als 
Obersatz  in  der  logischen  Form  der  Deduktion.  Ihrer  Untersätze 
müssen  wir  uns  auf  anderem  Wege  versichern.  Dieser  Weg  ist 
die  Theorie  der  Vernunft ,  oder  wie  wir  auch  sagen  können ,  die 
Theorie  der  „transcendentalen  Gemütsvermögen" ,  wenn  wir  dar- 
unter mit  Kant  solche  verstehen,  welche  den  Grund  der  Möglich- 
keit von  Principien  a  priori  enthalten. 

Jedes  andere  angeblich  kritische  Princip  als  der  Grundsatz 
des  Selbstvertrauens  der  Vernunft  ist  entweder  zu  eng,  indem  es 
unsere  metaphysischen  Befugnisse  willkürlich  einschränkt,  oder 
zu  weit,  indem  es  die  Ansprüche  der  Metaphysik  ungebührlich 
ausdehnt. 

Ein  Beispiel  mag  dies  erläutern. 

Kant  fehlte  noch  ein  solches  einheitliches  kritisches  Princip. 
Daher  rührt   der  Mangel  an  Konzentration   in    seiner  Lehre.    Er 
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kannte  nämlich  die  unmittelbare  Erkenntnis  der  reinen  Vernunft 
noch  nicht  und  betrachtete  die  metaphysische  Erkenntnis  einzig 
vom  Standpunkt  der  Reflexion  aus.  So  konnte  er  dem  Metaphy- 
sischen in  unserer  Erkenntnis  keine  unmittelbare  Gültigkeit  zuer- 
kennen ,  sondern  nur  mittelbar ,  wiefern  es  sich  logisch  an  die 
Sinnesanschauung  anschließen  ließ.  Daher  erlaubt  ihm  sein  P  r  in c  i  p 
der  M()glichkeit  der  Erfahrung  zwar  eine  Rechtfertigung 
der  Kategorieen  als  der  logischen  Bedingungen  der  Möglichkeit 
der  Erfahrung,  aber  es  erweist  sich  als  zu  eng  zur  Begründung 
der  spekulativen  Ideen.  Er  ist  daher  gezwungen,  die  objektive 
Gültigkeit  derselben,  obwohl  sie  als  transcendentale  Ideen  den 
Grund  ihrer  Möglichkeit  in  der  Vernunft  haben,  für  einen  „trans- 
cendentalen  Schein"  zu  erklären.  Da  sie  sich  ihm  aber  anderer- 
seits als  Bedingungen  der  Möglichkeit  der  Sittlichkeit  erweisen, 
bedarf  er  zur  Rechtfertigung  ihres  praktischen  Gebrauchs  der 
Einführung  eines  neuen  und  kritisch  nicht  gerechtfertigten  Princips, 
des  Princips  vom  Primat  der  praktischen  Vernunft.  Jene  zu  enge 
Fassung  des  kritischen  Princips  bei  Kant  führt  also  zu  der  un- 
kritischen Einschränkung  unseres  spekulativen  Vermögens  auf  das 
theoretische  Gebiet  und  infolgedessen  zu  einem  kritisch  un- 
auflöslichen Zwiespalt  zwischen  der  spekulativen  und  der  prak- 
tischen Vernunft. 

19.  "Wir  wissen,  daß  wir  irren  können,  daß  wir  auch  bei 
der  geschicktesten  Beweisführung  und  der  schlagendsten  Konse- 
quenz in  unseren  wissenschaftlichen  Systemen  uns  nicht  beruhigen 
können,  so  lange  wir  nicht  die  letzten  Grundlagen  und  tiefsten 
Voraussetzungen  derselben  sichergestellt  haben.  Darum  mißtrauen 
wir  jedem  Urteil,  ehe  nicht  dieser  Nachweis  bis  zu  seinen  letzten 
Gründen   erbracht   ist.      Jedes    Urteil    gilt    uns    als  Vorurteil, 


—    33    — 

ehe  nicht  sein  Ursprung  aus  der  aller  Willkür  des  Denkens  ent- 
zogenen Selbsttätigkeit  der  Vernunft  erwiesen  ist.  Die  Vernunft 
aber  gilt  uns  als  oberste  Instanz  aller  Wahrheit,  als  unantastbar 
allem  Zweifel  —  wenn  wir  auch  noch  nicht  wissen,  welches  der 
unverfälschte  Ausspruch  ihrer  Wahrheit  ist,  wenn  wir  auch  diesen 
vielmehr  erst  suchen.  Denn  wem  sollten  wir  trauen ,  worein 
sollten  wir  den  Grrund  unserer  Grewißheit  setzen,  sei  es  auch  nur, 
um  zu  zweifeln,  wenn  nicht  in  die  Vernunft,  im  Vertrauen  auf 
die  allein  wir  denken ,  also  auch  zweifeln  können  ?  Philosophie 
aber  ist  Wissenschaft,  besteht  also  im  Denken,  ist  folglich  selbst 
nur  auf  Grrund  des  Vertrauens  zur  Vernunft  möglich.  Wer  ihr 
dies  zum  Vorwurf  macht,  der  verwechselt  Irrtum  und  Unvernunft. 
Philosophie  kann  so  wenig  wie  eine  andere  Wissenschaft  Erkenntnis 
aus  nichts  erzeugen,  Wahrheit  erschaffen,  wo  noch  keine  zu  Grunde 
liegt.  Sie  setzt  vielmehr,  sofern  sie  nicht  Zauberei  ist,  sondern 
Wissenschaft,  für  jeden,  der  an  ihr  teilnehmen  will,  eine  richtig 
organisierte  Vernunft  voraus.  Ihr  Geschäft  ist  allein,  der  Re- 
flexion zum  irrtumsfreien  Ausspruch  der  Vernunft  zu  verhelfen, 
nicht  aber  die  Vernunft  selbst  einer  Prüfung  ihrer  Tauglichkeit 
zu  unterziehen.  Wer  vielmehr  seiner  Vernunft  nicht  traut  und 
ihre  Zuverlässigkeit  erst  beglaubigt  haben  möchte,  der  wende  sich 
an  die  Psychiater,  und  lasse  die  Philosophen  in  Euhe. 

Durch  die  Unterscheidung  der  Reflexion  von  der  unmittel- 
baren Erkenntnis  oder  des  Verstandes  von  der  Vernunft  erledigt 
sich  auch  das  alte,  immer  noch  wiederkehrende  Bedenken,  daß  bei 
unserer  Methode  die  Allgemeingültigkeit  der  metaphysischen  Prin- 
cipien  verloren  gehe ,  da  es  eine  unbegründete  Hypothese  sei, 
daß,  was  ich  in  meinem  eigenen  Geiste  finde,  sich  ebenso  bei  allen 
anderen  Menschen  finden  müsse.  Uns  wundert  nur,  daß  gerade 
die   nicht  aufhören,  diesen  Einwand  zu  erheben,  die  sonst  so  leb- 
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haft  die  Unabhängigkeit  der  Begründung  der  Philosophie  von 
aller  Empirie  und  Psychologie  verlangen.  Denn  was  ist  die  ver- 
meintliche Hypothese  anderes  als  ein  psychologischer  Satz,  der 
mit  der  IVretaphysik  schlechterdings  nichts  zu  tun  hat.  Kann  uns 
nicht,  wenn  wir  die  metaphysischen  Grundsätze  suchen,  die  ethno- 
logische Frage  nach  der  Geistesbeschaffenbeit  unserer  Mitmenschen 
gleichgültig  sein?  Wer  die  objektive  Gültigkeit  seiner  Erkenntnis 
nicht  durch  das  Selbstvertrauen  zur  eigenen  Vernunft  besitzt, 
der  wird  sie  sich  schwerlich  dadurch  verschaffen  können,  daß  er 
erfährt,  wie  die  Vernunft  anderer  organisiert  ist.  Wer  aber  dies 
Selbstvertrauen  zu  seiner  Vernunft  besitzt ,  dem  wird  es ,  wenn 
er  sich  für  philosophische  Wissenschaft  interessiert,  genügen, 
diese  seine  Vernunft  gründlich  kennen  zu  lernen ;  denn  eben  in 
ihr  wird  er  die  philosophische  Wahrheit  finden.  Jene  Frage  hat 
das  vermeintliche  philosophische  Interesse  gar  nicht,  das  man  ihr 
beilegt.  Denn  was  wir  bei  anderen  Menschen  empirisch  kennen 
lernen  können,  ist  immer  nur  der  Verstand.  Der  Verstand  aber 
kann  irren  —  der  Verstand  anderer  so  gut  wie  der  meinige  — , 
und  sofern  die  Majorität  über  Wahrheit  und  Irrtum  nicht  ent- 
scheidet, werden  wir  eine  andere  Regel  der  philosophischen  Wahr- 
heit suchen  müssen  als  die  Methode  der  Statistik.  Bezieht  sich 
aber  jene  Frage  nicht  auf  den  Verstand,  sondern  auf  die  Vernunft 
der  Menschen,  so  hat  sie  ebensowenig  die  ihr  zugemessene  Bedeutung. 
Vielmehr  wird  dann  jener  Satz  eine  Trivialität,  ein  bedeutungs- 
loses analytisches  Urteil.  Denn  da  alle  Geisteserkenntnis  eine 
schlechthin  innere  ist,  so  kann  ich  nur  durch  Analogie  von  mir 
selbst  auf  die  Existenz  und  Beschaffenheit  anderer  Geister  schließen. 
Und  da  ist  es  ebenso  wenig  hohe  spekulative  Weisheit  wie  eine 
psychologische  Hypothese,  daß  die  Vernunft  anderer  Menschen 
ebenso  organisiert  sei  wie   die  meinige,    sondern   es    ist  eben   der 
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Begriff  des  Menschen  und  zwar  der  einzige  (psychologische) 
Begriff  des  Menschen,  den  ich  bilden  kann:  der  Begriff  aller  der 
geistigen  Wesen,  deren  Vernunft  so  organisiert  ist  wie  die  meinige ; 
denn  erst  von  mir  schließe  ich  auf  andere  Geister,  anders  könnte 
ich  gar  nicht  auf  sie  zu  reden  kommen. 

Verhält  es  sich  aber  so ,  so  leistet  unsere  Methode  der  De- 
duktion aus  der  eigenen  Vernunft  auch  das  übrige  —  und  sie 
allein  ist  im  stände,  es  zu  leisten  —  :  es  wird  nicht  nur  die  Gültig- 
keit, das  quid  juris  der  Grundsätze  nachgewiesen,  sondern,  eben 
damit,  durch  die  Eigentümlichkeit  der  Methode,  zugleich  der  Nach- 
weis erbracht,  daß  jeder  Mensch  gerade  diese  philosophischen 
Principien  voraussetze,  voraussetzen  müsse  und  allein  voraussetzen 
könne. 

Durch  unsere  psychologische  Unterscheidung  der  Willkürlich- 
keit der  Reflexion  von  der  Selbsttätigkeit  der  Vernunft  und  die  ihr 
entsprechende  logische  von  Beweis  und  Deduktion  ist  der  Skepti- 
cismus  endgültig  abgetan  und  der  einzig  mögliche  Standpunkt  der 
Evidenz  in  der  Philosophie  gewonnen.  Wer  nun  im  Ernst  noch 
Grundsätze  anfechten  will,  der  mag  den  erfahrungsmäßigen  Beweis 
führen,  daß  sie  im  deducierten  System  der  Vernunft  keine  Stelle 
haben.  Sich  aber  gegen  diese  Methode  zu  sträuben,  das  ist 
nur  der  Sport  derer,  die  fürchten  müssen,  daß  doch  noch  einmal 
Philosophie  als  evidente  Wissenschaft  dem  Spiel  ihrer  eigenen 
spekulativen  Weisheit  ein  Ende  machen  könnte,  ohne  zu  bedenken, 
daß,  wer  die  Herrschaft  der  Vernunft  ablehnt,  sich  dadurch  nur 
mit  dem  Blödsinnigen  auf  eine  Stufe  stellt. 


^o^ 


20.    Es  ist  also  der  Kriticismus  der  Begriff  einer  Methode 

und  nicht  eines  philosophischen  Systems.     Wer   dieser  Methode 

3* 


—  Be- 
folgt, ist  Kritiker,  ganz  unabhängig  davon,  zu  welchen  Resultaten 
er  damit  gelangen  mag;  und  wer  ihr  nicht  folgt,  wer  die  philo- 
sophische Erkenntnis  durch  objektive  Begründung,  sei  es  durch 
Beweise  oder  durch  Vergleichung  mit  den  Gegenständen,  wahr 
machen  will,  ist,  auch  wenn  er  durch  die  schließliche  Einsicht  in 
die  Nichtigkeit  dieses  Unternehmens  veranlaßt  wird,  diese  auf  die 
Nichtigkeit  der  philosophischen  Erkenntnis  selbst  zurückzuführen 
—  und  darin  besteht  das  ganze  Spiel  des  Skepticismus  — ,  ist 
JDugmatikcr.  Also  ist  auch  der  Skepticismus,  wofern  er  nicht 
den  kritischen  Aufschub  des  Urteils  ,  sondern  seine  Unmöglichkeit 
lehrt,  Dogmatismus.  Diese  Warnung,  den  Kriticismus  nicht  in 
den  Resultaten,  sondern  in  der  Methode  zu  suchen,  kann  zur  Ab- 
weisung vieler  Mißverständnisse  dienen.  So  meinte  man  oft,  weil 
der  KJriticismus  die  Wahrheit  nicht  in  der  Vergleichung  mit  den 
Gegenständen  suche,  so  leugne  er  damit  deren  Existenz ,  und  der 
Kriticismus  sei  gleichbedeutend  mit  dem  Idealismus  und  als  solcher 
dem  Materialismus  entgegengesetzt.  Der  Kriticismus  ist  indessen 
ebenso  wenig  Idealismus  wie  Materialismus ,  weil  er  überhaupt 
keine  Weltansicht  ist,  sondern  eine  Methode. 

21.    Zieht  man  schließlich   in  Betracht,    daß    wir,    wenn   wir 
auch   die  Notwendigkeit   dieser   Methode   nur   für   die   Meta- 
physik dargelegt   haben,    doch   den  Beweis    ihrer   Möglichkeit 
aus  gewissen  eigentümlichen  Beschaffenheiten  rationaler  Wissen- 
schaft überhaupt  geführt  haben,  so  sieht  man  leicht  ein,  daß 
sein  Ergebnis  auf  die  analytischen  Principien  der  Logik  ebenso- 
wohl Anwendung  finden  muß    wie  auf   die  synthetischen  Urteile  a 
priori   der    Metaphysik.     (Die   Aufgabe   der    dadurch  postulierten 
Kritik    der    Principien    der  Logik   ist,    infolge   der  Ver- 
wechslung der  Deduktion  mit  dem  Beweise,    von    fast   allen   bis- 
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herigen  Logikern  verfehlt  worden,  indem  man  entweder  die  Logik 
überhaupt  zu  einer  psychologischen  Disciplin  machen  wollte  oder, 
um  dieser  Gefahr  zu  entgehen ,  streng  dogmatisch  zu  verfahren 
suchte  und  eine  besondere  Bearbeitung  der  psychologischen  Kritik 
für  überflüssig  erklärte,  stattdessen  aber  meist  zerstreute  Bruch- 
stücke derselben,  ohne  ihre  psychologische  Natur  zu  erkennen,  in 
das  System  der  philosophischen  Logik  einmengte.) 

Da  ferner  das  Gebiet  der  synthetischen  Urteile  a  priori  nicht 
nur  die  Metaph^^sik,  sondern  auch  die  reine  Mathematik  umfaßt, 
so  folgt  daraus  zugleich,  daß  das  Gebiet  des  Deducierbaren  in 
unserer  Erkenntnis  auch  mit  der  Philosophie  nicht  abgeschlossen 
ist.  Es  muß  —  äußer  der  die  Evidenz  schon  mit  sich  führenden 
und  darum  dem  Interesse  des  Mathematikers  allein  genügenden 
Begründung  durch  Demonstration  —  auch  eine  kritische  De- 
duktion der  Axiome  der  Mathematik,  ihrem  ganzen  Um- 
fange nach,  mögKch  sein.  Diese  Übertragung  der  Kritik  auf  die 
Axiomsysteme  der  Mathematik  konstituiert  eine  eigene  wissen- 
schaftliche Disciplin:  die  Philosophie  der  Mathematik  oder,  nach 
besserer  Bezeichnung,  die  kritische  Mathematik ^ 


IV. 

Über  das  Verhältnis  der  Kritik  zum  System. 
Das  Vorurteil  des  Transcendentalen. 

22.    Der  Kriticismus  ist  in  dem  hier  dargestellten  Sinne   mit 
voller    Schärfe    zuerst    von    Fries    gefordert    und    durchgeführt 


»  Einen  Überblick  über  die  Aufgaben  und  Methoden  dieser  Disciplin  findet 
man  bei  G.  Hessenberg :  „Über  die  kritische  Mathematik.«  (Sitzungsberichte  der 
Berliner  Mathematischen  Gesellschaft.    III.  Jahrgang,  2.  Stück.  1904.) 
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worden.  Seinem  alIf!:omeinsten  Begriffe  nacb  gehört  er  aber  schon 
der  griochischen  Philosophie  an.  Schon  Sokrates  erhebt  die 
Forderung,  die  Regel  der  Wahrheit  in  den  ungeschriebenen 
Gesetzen  der  eigenen  Vernunft  zu  suchen;  in  gleichem  Gegen- 
satze zu  denen,  die  sie  anderswoher  schon  zu  besitzen  wähnen, 
wie  zu  denen,  die  eine  solche  Regel  überhaupt  nicht  gelten  lassen. 
Aber  erst  in  neuerer  Zeit  gelang  es,  diese  Methode  mit  Erfolg 
einzuführen  und  durch  sie  der  Philosophie  ihre  feste  wissenschaft- 
liche Grundgestalt  zu  verleihen.  Und  dies  infolge  der  Erfindung 
der  Erfahrungsmethoden  durch  unsere  Naturwissenschaften.  Auch 
die  Induktion  forscht  nach  dem  Allgemeinen,  das  sie  aus  dem  Be- 
sonderen der  Beobachtung  abzuleiten  sucht,  aber  nur  auf  Grund 
der  Voraussetzung  eines  noch  höheren  Allgemeinen:  der  obersten 
aller  Erfahrung  zu  Grunde  liegenden  Naturgesetze,  die  selbst  als 
höchste  Obersätze  aller  Schlüsse  nicht  mehr  induktorisch  und 
überhaupt  durch  kein  Beweisverfahren  mehr  abgeleitet  werden 
können.  Sobald  daher  die  Erfahrungsmethode  mit  Klarheit  durch- 
geführt wurde,  mußte  die  Frage  nach  diesen  obersten  Leitsätzen 
aller  Induktionen  notwendig  hervortreten  und  die  Spekulation  auf 
die  allgemeine  Frage  nach  den  notwendigen  "Wahrheiten  der  un- 
geschriebenen Gesetze  zurückführen.  Mit  andern  Worten:  Die 
Induktion  erfordert  selbst  zu  ihrer  Möglichkeit  die  Spekulation. 
Die  dadurch  gestellte  Aufgabe  löste  Kant  durch  seine  Kritik 
der  Vernunft. 

23.  Gegen  die  Kantische  Methode,  dem  System  der  Meta- 
physik eine  Kritik  der  Vernunft  vorhergehen  zu  lassen,  sind 
schon  früh  viele  Einwendungen  gemacht  worden,  die  zum  Teil 
darauf  beruhen,  daß  Kant  selbst  noch  nicht  zu  voller  Klarheit 
über  das  Verhältnis  der  Kritik  zur  Metaphysik  gelangt  war,  weil 
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er  noch  Deduktion  und  Beweis  verwechselte.  So  meinte  Her  hart 
Kant  zu  widerlegen  mit  der  Frage,  ob  es  denn  leichter  sei,  die 
Vernunft  zu  erkennen,  als  andere  Dinge.  Es  fragt  sich  nur,  was 
man  unter  den  anderen  Dingen  versteht.  Versteht  man  darunter 
mit  Kant  die  Gegenstände  der  Metaphysik ,  so  ist  es  allerdings 
leichter,  die  Vernunft  zu  erkennen,  eben  weil  dies  Sache  innerer 
Beobachtung,  jenes  aber  Sache  abstrakten  Denkens  ist.  So  machte 
Hegel  den  oft  wiederholten  Einwand,  die  Kritik  sei  ein  Versuch 
zu  schwimmen,  ehe  man  ins  Wasser  gehe.  Allerdings  werde  ich 
auch  zur  inneren  Erfahrung  schon  gewisse  Principien  anwenden 
müssen,  die  ich  doch  erst  deducieren  will.  Aber  deducieren  ist 
eben  nicht  beweisen ,  und  was  bei  einem  Beweis  ein  Cirkel  wäre, 
braucht  es  darum  nicht  bei  der  Deduktion  zu  sein. 

24.  Hält  man  die  kritische  Deduktion  für  eine  Art  des  Be- 
weises, d.  h.  hält  man  das  Verhältnis  der  Kritik  zum  System  der 
Philosophie  für  ein  Verhältnis  des  logischen  Grundes  zu  seiner 
Folge,  so  kommt  man  infolge  des  Widerspruchs,  der  in  dieser 
Voraussetzung  liegt,  zu  zwei  entgegengesetzten  Ansichten;  je 
nachdem,  ob  man  von  der  Folge  auf  den  Grund  oder  vom  Grunde 
auf    die  Folge    schließt  *.     Entweder  nämlich  kann   man  schließen : 


'  Nach  dem  Trincip:  Der  Grund  einer  Erkenntnis  muß  mit  dieser  Er- 
kenntnis selbst  gleichartig  sein.  Dies  ist  ein  für  die  Kritik  der  Vernunft  äußerst 
wichtiger  logischer  Satz.  Sein  Beweis  liegt  eigentlich  in  Folgendem.  Der  Grund 
einer  Erkenntnis  ist  jederzeit  selbst  Erkenntnis ,  und  zwar  entweder  mittelbare 
oder  unmittelbare  Erkenntnis.  Ist  er  mittelbare  Erkenntnis,  so  besteht  er  im 
Urteil,  und  die  Begründung  geschieht  durch  Beweis.  In  diesem  Falle  folgt  der 
Satz  aus  der  logischen  Natur  des  Schlusses  als  eines  analytischen  hypothe- 
tischen Urteils.  Es  kann  nichts  im  Schlußsatz  behauptet  werden,  was  nicht  schon 
in  den  Prämissen  enthalten  ist.  Ist  aber  der  Grund  eine  unmittelbare  Erkenntnis, 
so  ist  es  eben  diese  Erkenntnis  selbst,  die  im  Urteil  ausgesprochen  wird.  In 
diesem  Falle  folgt  der  Satz  aus  dem  Princip  der  Identität. 
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Die  Philosophie  ist  eine  rationale  Wissenschaft.  Eine  rationale 
"Wissenschaft  kann  aber  nicht  ans  empirischen  Gründen  abgeleitet 
werden.  Also  kann  die  Kritik  nicht  empirisch  -  psychologisch, 
sondern  nur  rational  sein. 

Oder  aber  man  schließt: 

Die  Kritik  ist  "Wissenschaft  aus  innerer  Erfahrung,  d.  h. 
empirische  Psychologie.  Aus  empirisch  -  psychologischen  Gründen 
lassen  sich  aber  nie  andere  als  wieder  empirisch -psychologische 
Folgen  ableiten.  Folglich  giebt  es  keine  Philosophie  als  rationale 
Wissenschaft,  sondern  nur  als  empirische  Psychologie. 

Das  erste  ist  der  Standpunkt  der  Vertreter  der  Wissen- 
schaft sichre,  das  zweite  der  des  Psychologismus.  Beide 
entgegengesetzte  Ansichten  aber  gelten  nur  unter  der  gemeinsamen 
—  bewußten  oder  unbewußten  —  Voraussetzung ,  daß  das  Ver- 
hältnis der  Kritik  zum  System  der  Philosophie  das  logische  Ver- 
hältnis des  Grundes  zur  Folge  sei.  Dies  logische  Vorurteil  führt 
notwendig  zu  der  Verwechslung  der  psychologischen  Principien 
der  Kritik  mit  den  obersten  philosophischen  Principien  des  Systems 
der  Wissenschaft.  Auf  Grund  dieser  Voraussetzung  ist  der  Wider- 
spruch dieser  beiden  Parteien  schlechterdings  unvermeidlich  und 
unauflö.-;lich.  Haben  wir  aber  einmal  das  Irrige  ihres  gemeinsamen 
Vorurteils  eingesehen,  so  haben  wir  damit  auch  den  Grund  ihres 
Streites  beseitigt.  Beide  Teile  verkennen  das  Verhältnis  der 
Psychologie  zur  Philosophie ;  der  erste  hält  für  philosophisch,  was 
in  der  Tat  nur  psychologisch  ist,  der  andere  hält  für  psycho- 
logisch, was  in  der  Tat  philosophisch  ist. 

25.  Kant  selbst  hat  sich  zur  genauen  Bestimmung  dieses 
Verhältnisses  nicht  hindurchfinden  können  und  die  logische  Form 
seiner    „transcendentalen"    Erkenntnis    nicht    mit  Klarheit    festzu- 
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stellen  vermocht;  mit  wie  ausgezeichneter  Meisterschaft  er  sie 
auch  in  der  Anwendung  zu  handhaben  verstand.  Diese  Unbe- 
stimmtheit liegt  in  seinem  Begriff  der  Trans cendentalphil o- 
sophie.  So  wurde  die  Zweideutigkeit  dieses  Schlagwortes  für 
alle  die,  welche  ohne  methodologische  Schulung  nur  nach  den 
neuen  Resultaten  griffen,  Anlaß,  den  kaum  überwundenen  Dog- 
matismus zu  erneuern  und,  mit  wechselnder  Vorliebe,  bald  /u 
Leibniz'  logischem  Dogmatismus ,  bald  zu  dem  induktorischen 
Vorurteil  der  Engländer  zurückzukehren  und  so  alle  Philosophie 
wieder  bald  in  Logik,  bald  in  Erfahrung  zu  verwandeln  und  unter- 
gehen zu  lassen. 

Dies  läßt  sich  historisch  sehr  bestimmt  nachweisen. 

Transcendental  nannte  K  a  n  t  die  Untersuchung  des  Grundes 
der  Möglichkeit  synthetischer  Urteile  a  priori.  Der  Gegenstand 
der  transcendentalen  Untersuchung,  die  den  Inhalt  der  Kritik 
bildet,  sind  also  Erkenntnisse  a  priori.  Erkenntnisse  aber  er- 
kennen wir  überhaupt  nur  durch  innere  Erfahrung.  Die  trans- 
cendentale  Erkenntnis  der  Kritik  ist  also  offenbar  Erkenntnis  aus 
innerer  Erfahrung.  Hat  also  gleich  transcendentale  Kritik  Er- 
kenntnisse a  priori  zum  Gegenstande,  so  ist  sie  doch  selbst  eine 
empirische  Wissenschaft.  Wer  nun  nicht  hinreichend  genau  Gegen- 
stand und  Inhalt  der  transcendentalen  Kritik  unterscheidet,  wer 
die  transcendentale  Erkenntnis,  den  Inhalt  der  Kritik,  mit  ihrem 
Gegenstande,  der  philosophischen  Erkenntnis  verwechselt,  der 
wird  leicht  die  Ungleichartigkeit  beider  übersehen,  der  wird  leicht 
die  psychologische  Natur  der  ersteren  verkennen  und  sie  selbst 
für  philosophisch,  also  für  eine  Art  der  Erkenntnis  a  priori  halten  '. 

Reinhold,    der   das  bei  Kant  vermißte  System  der  Trans- 


*  Vgl.  Kritik  der  reinen  Vernunft  (Kehrbach)  S.  80. 
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cendentalpbilosophie  suchte,  ließ  sich  durch  dieses  Mißverständnis 
des  Transccndentalen  zu  dem  Versuch  verleiten,  die  Philosophie 
als  „Theorie  des  Vorstellungs Vermögens"  zu  bearbeiten.  Diesen 
unglücklichen  Gedanken  grilf  Fichte  auf  und  wurde  dadurch 
dazu  geführt,  in  seiner  Wissenschaftslehre  vom  „Ich  als  Princip 
der  Philosophie"  auszugchen;  während  Schulze,  lieneke  und  andere 
daraus  die  entgegengesetzte,  psychologistische  Konsequenz  ent- 
wickelten. Seitdem  beherrscht  diese  Verwechslung  psychologischer 
und  philosophischer  Principien  die  Geschichte  der  Philosophie.  Sie 
ist  noch  heute  der  fundamentale  Fehler  bei  allen  denen,  die  sich 
mit  dem  Phantom  einer  „reinen  Erkenntnistheorie"  abmühen. 

Schon  Fries  hat  diese  im  Begriff  des  Transcendentalen  ent- 
haltene Vermengung  psychologischer  und  philosophischer  Principien, 
die  er  das  Vorurteil  des  Transcendentalen  nannte,  als 
den  Grundfehler  des  gesamten  Nachkantischen  Dogmatismus  auf- 
gewiesen und  diesen  Fehler  durch  Aufklärung  des  Unterschiedes 
von  Beweis  und  Deduktion  verbessert. 

26.  Aus  jener  Unterscheidung  von  Inhalt  und  Gegenstand 
der  Kritik  ergiebt  sich  vun  selbst  das  Verhältnis  der  Psychologie 
zur  Metaphysik.  So  gewiß  es  schon  im  Begriff  der  Metaphysik 
liegt ,  daß  sie  keine  empirische  Wissenschaft  ist ,  so  gewiß  daher 
die  Metaphysik  nicht  psychologisch  ist,  so  gewiß  folgt  anderer- 
seits aus  dem  Begriff  der  Kritik,  daß  diese  nicht  metaphysisch 
ist.  Denn  die  Kritik  soll  als  Propädeutik,  als  Untersuchung  des 
Grundes  der  Möglichkeit  der  Metaphysik,  dieser  vorhergehen.  Die 
Vernunftkritik  für  metaphysisch  zu  erklären,  ist  also  eine  con- 
tradictio  iu  adjecto.  Was  aber  Fischer  und  so  viele  andere 
immer  wieder  an  diesem  so  einfachen  und  klaren  Verhältnis  irre 
macht,  das  ist  nichts  anderes  als  die  Verwechslung  der  Deduktion 
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mit  dem  Beweise.  Apodiktische  Schlußsätze  können  nämlich  aller- 
dings nicht  aus  empirischen  Prämissen  abgeleitet  werden.  Mithin 
würde  die  Kritik,  wenn  sie  Beweis  wäre,  nicht  empirischer,  also 
auch  nicht  psychologischer  Natur  sein  können,  weil  sonst  die 
Metaphysik  selbst  ihre  Apriorität  und  Apodikticität  cinbiiljcn 
würde,  die  doch  ohne  Widerspruch  nicht  von  ihr  vorneint  werden 
kann.  Und  so  erscheint  von  diesem  Vorurteil  aus  die  große 
Leistung  der  Fries  sehen  Deduktionen  nichts  als  ein  Ixückt'all  in 
Locke  s  Empirismus.  Indem  aber  dieses  Vorurteil  zu  der  Kunse- 
quenz  führt,  die  Kritik  müsse  metaphysisch  sein  ,  verliert  es  viel- 
mehr selbst  den  Grundgedanken  der  Vernunftkritik,  hebt  es  eo 
ipso  den  Begriff  des  Kriticismus  auf  und  führt  unmittelbar  zum 
Dogmatismus  zurück. 

27.  Dieses  selbe  Vorurteil  macht  es  der  sogenannten  X  e  u- 
kantischen  Schule  unmöglich,  auf  den  reinen  Kriticismus  zu- 
rückzukommen. „Wenn  man  die  transcendentale  Deduktion  als 
eine  der  Psychologie  ,angehörige'  Untersuchung  bezeichnen  dürfte, 
so  wäre  die  Disciplin  der  Metaphysik  überhaupt  in  die  der  Psy- 
chologie aufgelöst"  heißt  es  da  ^  Doch  wohl  nur  für  den,  der 
die  transcendentale  Deduktion  für  einen  Beweis  ansieht,  was  ihrem 
Begriff  als  der  Begründung  von  Grundsätzen  widerspricht.  Und 
so  ist  es  auch  heute  noch  das  Vorurteil  des  Transcendentalen, 
das  dem  richtigen  Verständnis  und  einer  gesunden  Fortbildung 
der  kritischen  Philosophie  im  Wege  steht. 

In    der    Tat    lesen    wir    ebenda:    „Wenn    transcendental    die 
Untersuchung  der  Erkenntnisart  genannt  wird,  sofern  die  letztere 


»  H.  Cohen.    Kants  Theorie  der  Erfahrung.    2.  Aufl.  S.  294. 
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a  priori  möglich  sein  soll,  so  wird  damit  das  a  priori  selbst  als 
mir  dadurch  müglieb  bezeichnet,  daß  es  in  einer  transcendentalen 
Erkenntnis  erkannt  wird.  Und  so  verhält  es  sich  wirklich  ^" 
—  Hier  finden  wir  aufs  bestimmteste  die  Verwechslung  der 
psychologischen  Gründe  der  Kritik  mit  den  logischen  Gründen 
des  Systems  ausgesprochen.  Die  transcendentale  Untersuchung 
des  Grundes  der  Möglichkeit  von  Erkenntnissen  a  priori  soll  selbst 
der  Grund  ihrer  Möglichkeit  sein.  Gewiß,  dann  dürfte  die  trans- 
cendentale Untersuchung  nicht  als  eine  der  Psychologie  angehörige 
Untersuchung  bezeichnet  werden ;  denn  durch  welche  Mittel  der 
Logik  könnte  es  gelingen,  aus  empirischen  Gründen  Erkenntnisse 
a  priori  herzuleiten.  Darf  aber  die  transcendentale  Untersuchung 
nicht  empirisch  sein,  so  muß  sie  Erkenntnis  a  priori  sein.  Wie 
kann  sie  aber  Erkenntnis  a  priori  sein ,  wenn  sie  die  Erkenntnis 
a  priori  erst  möglich  machen  soll? 

Sowie  einmal  diese  Forderung  einer  transcendentalen  Er- 
kenntnis gestellt  ist,  die  die  Erkenntnis  a  priori  erst  möglich 
machen  soll,  muß  man  auf  die  Idee  einer  Wissenschaft  kommen, 
die  logisch  noch  über  den  Grundsätzen  steht  und  diese  erst  aus 
einem  „obersten  Grundsatz"  ableitet.  Eine  Wissenschaft,  die 
freilich  nicht  empirische  Psychologie  sein  dürfte,  wenn  man  nicht 
die  Philosophie  doch  wieder  aus  Erfahrung  entspringen  lassen 
will.  So  finden  wir  uns  hier  nur  wieder  auf  das  hoffnungslose 
Unternehmen  angewiesen ,  aus  bloßer  Logik  Metaphysik  zu 
machen.  D.h.  wir  sind  damit  schon  bei  der  Idee  der  Fichte- 
schen Wissenschaftslehre.  Das  haben  denn  auch  andere  besser 
bemerkt  als  Cohen,  und  so  erleben  wir  heute  auf  den  vor  kurzem 
noch    so   lebhaften  Ruf  „Zurück    zu  Kant"    den   neuen  „Vorwärts 


'  a.  a.  0.  S.  134. 
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zu  Fichte".    Das  ist  denn  wenigstens  konsequent,  und  je  eher  wir 
in  diesem  altgewohnten  Schlendrian  wieder  bei  Hegel  ankommen, 
desto  eher  wird  sich  dies  falsche  Philosophem    auch  wieder  selbst 
zerstören.     Allerdings  liegt  dies  Mißverständnis   des  Transcenden- 
talen,    das  Verhängnis  der  Nachkantischen  Philosophie,    im  Keime 
schon  bei  Kant  selbst.     Aus  diesem  Mißverständnis,    an  das  man 
sich   klammerte   und   das   bei  Kant    ohne    bedeutende  Folgen   im 
Hintergrunde  seiner  Untersuchungen  stehen  geblieben  war,  suchte 
man  die  Konsequenzen  zu  ziehen    und  zum  System  zu  entwickeln. 
Bei  Kant    schon   liegt    daher    auch    der    tiefste   Grund,    weshalb 
jeder,    der  versucht,    ihn  weiterzubilden,    wenn  er  sich  nicht  erst 
diesen  Fehler  verbessert ,   unvermeidlich   wieder  den  alten  Irrweg 
gehen    muß,    weshalb    aller  Neukantianismus,    der  dies  Vor- 
urteil nicht   im  Princip  aufgiebt,    nur  einer   groben   Inkonsequenz 
seine  ephemere  Existenz  verdankt.     Deshalb  werden  wir  mit  aller 
Rückkehr  zu  Kant  nie  weiter  kommen,  uns  vielmehr  immer  nur 
im  Kreise  drehen;    Kriticismus    bleibt  ein  bloßes  Wort,    und    die 
von    der    Kantischen   Kritik    verheißene  Philosophie    als    evidente 
Wissenschaft   wird    ein  Traum    bleiben,    ehe    wir    uns    nicht    von 
diesem  Vorurteil  frei  machen. 

V. 

Über  das  konstitutive  Princip  der  Metaphysik. 
Das  verallgemeinerte  Humesche  Problem  und  seine  kritische 

Auflösung. 

28.  Wissenschaft  unterscheidet  sich  von  dem  bloßen  Wissen 
durch  die  logische  Form  der  systematischen  Einheit  in  der  An- 
ordnung und  Begründung  der  das  Wissen  enthaltenden  Urteile. 
Jede  Wissenschaft  hat    daher    unter  logischem  Gesichtspunkt  eine 
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von  dem  in    ihr   enthaltenen  Wissen    verschiedene ,    ihr    eigentüm- 
liche systematische  Form.     Die  Regel   der  Hervorbringung   dieser 
logischen  Form  einer  Wissenschaft  nenne   ich  das  methodische 
r  r  i  n  e  i  p  derselben.     Soll  also  aus    dem   rohen   und  ungeordneten 
Stoff    des    zerstreut    in    unserer    Erkenntnis     liegenden    Wissens 
"W'issonschaft  werden,  so  kommt  es  auf  die  Erfindung  des  richtigen 
methodischen  Princips    der  Wissenschaft    an.     Die   Methode    einer 
Wissenschaft  wird   nun   offenbar    durch    die  Erkenntnisquelle    des 
in   ihren  Urteilen   enthaltenen  Wissens    bedingt.      Diese  Erkennt- 
nisquelle   des    in    den    Urteilen    einer    Wissenschaft    enthaltenen 
Wissens  nenne  ich  das    konstitutive  Princip   dieser  Wissen- 
schaft.    Folglich  hängt  die  Möglichkeit,    ein  Wissensgebiet  in  die 
sichere  Bahn    einer  Wissenschaft    zu  bringen,    von    der    richtigen 
Einsicht  in  das  konstitutive  Princip  dieser  Wissenschaft  ab. 

So  verdankt  die  Mathematik  die  mit  Recht  berühmte  Strenge 
ihrer  wissenschaftlichen  Ausbildung  der  frühen  Einsicht  in  die 
Konstruierbarkeit  ihrer  Begriffe  in  der  reinen  Anschauung;  denn 
die  Natur  gerade  nur  dieses  konstitutiven  Princips  ermöglicht  die 
strenge  Anwendung  der  dogmatischen  Methode  des  progressiven 
Beweises.  So  beruht  das  glückliche  Gelingen  der  wissenschaft- 
lichen Ausbildung  der  neueren  Naturforschung  auf  der  Einsicht, 
daß  sie  ihr  konstitutives  Princip  in  der  Beobachtung  zu  suchen 
habe.  Diese  Einsicht  ermöglichte  die  Einführung  der  induktiven 
Methode  des  regressiven  Beweises.  —  So  hat  andererseits  das 
bisher  so  unglückliche  Schicksal  der  Metaphysik  seinen  Grund 
allein  darin,  daß  man  sich  noch  nicht  über  ihr  konstitutives  Princip 
hat  einigen  können,  ja,  daß  man  auch  noch  nicht  einmal  die  Frage 
nach  demselben  allgemein  ins  Auge  gefaßt  hat^ 

'  rrinciji  kann  überhaupt  jede  allgemeine  Regel  beißen,   sofern    von   ihr 
die  Entwiiklung  einer  Wissenscliaft  abhängt.    Es    wird  daher  ebenso  viele  Arten 
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29.    Daß  es  aber  in  unserer  Erkenntnis  überhaupt  ein  eigenes 
konstitutives  Princip  der  Metaphysik  geben  müsse,  wird  durch  das 


von  Principien  geben,  als  es  Arten  der  Abhängi{;keit  der  Entwicklung  einer 
Wissenschaft  von  allgemeinen  Regeln  giebt.  Demgemäß  haben  wir  vür/iiglich 
drei  Arten  von  Principien  zu  unterscheiden.  Die  Entwicklung  einer  Wissenschaft 
hängt  nämlich  einmal  von  der  unmittelbaren  Erkenntnis  ab ,  die  in  dun  Irtcilen 
dieser  Wissenschaft  wiederholt  wird  und  die  das  Kriterium  der  Gidtigkeit  der 
Grundurteile  dieser  Wissenschaft  bildet.  Dies  giebt  den  P>ogriff  des  konstitutiven 
Princips  der  Wissenschaft.  Andererseits  hängt  die  Entwicklung  einer  Wissen- 
schaft von  der  allgemeinen  Regel  ab,  der  gemäß  ihre  systematische  Ausbildung 
stattfindet.  Dies  giebt  den  Begriff  des  methodischen  Princips  der  Wissenschaft. 
Drittens  hängt  die  Entwicklung  einer  Wissenschaft  von  den  allgemeinen  Grund- 
sätzen ab,  aus  denen  sich  durch  logische  Folgerungen  ihr  System  entwickelt. 
Diese  allgemeinen  Grundsätze  einer  Wissenschaft  können  daher  auch  mit  Recht 
ihr  Princip  heißen.  Und  zwar  kann  man  dies  Princip,  zum  Unterschied  von  dem 
konstitutiven  und  dem  methodischen  Princip,  das  logische  Princip  der 
Wissenschaft  nennen;  wobei  jedoch  zu  beachten  ist,  daß  das  Beiwort  „logisch" 
hier  nur  das  Verhältnis  der  Abhängigkeit  der  Entwicklung  der  Wissenschaft  von 
dem  Princip  bezeichnen  soll  und  nicht  die  Erkenntuisart ,  der  das  Princip  selbst 
angehört. 

Von  dieser  Einteilung  ist  daher  die  Unterscheidung  der  Principien  nach  der 
Erkenntnisart,  der  sie  angehören,  sorgfältig  zu  trennen.  Unter  diesem  letzteren 
Gesichtspunkt  können  nur  die  Grundsätze  der  Logik  logische  Principien  heißen; 
während  nach  der  ersten  Wortbestimmung  die  Grundsätze  der  Metaphysik,  Mathe- 
matik und  Logik  die  logischen  Principien  eben  dieser  Wissenschaften  bilden.  Der 
gewöhnliche  Sprachgebrauch  folgt  meist  der  Bezeichnung  nach  der  Erkeuntnisart, 
und  demgemäß  haben  wir  oben  nach  der  richtigen  Begründung  der  „metaphy- 
sischen Principien"  gefragt  und  dementsprechend  „psychologische  und  metaphy- 
sische Principien"  unterschieden. 

Um  Mißverständnissen  vorzubeugen,  bemerke  ich  ferner,  daß  in  der  Kanti- 
schen Schule  der  Ausdruck  „konstitutives  Princip"  nicht  selten  noch  in  einem 
anderen,  von  der  hier  gegebenen  Definition  abweichenden  Sinne  Anwendung  findet. 
Nach  der  in  der  Kritik  der  reinen  Vernunft  (die  das  Verhältnis  der  unmittel- 
baren Erkenntnis  der  Vernunft  zu  der  mittelbaren  Erkenntnis  der  Reflexion  noch 
nicht  in  den  Kreis  ihrer  Untersuchungen  zieht)  gemachten  Unterscheidung  zwischen 
konstitutiven  und  regulativen  Principien  versteht  man  unter  konstitutiven  Prin- 
cipien solche  allgemeinen  Gesetze,  welche  unmittelbar  eine  theoretische  Entwick- 
lung nach  progressiver  Methode  zulassen,   während  man  als  regulative  Principien 
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nnleup^bare  Faktum  metaphysischer  Urteile  bewiesen  ^  Dies  Princip 
muß  sich  daher  auch  nach  den  eigentümlichen  Beschaffenheiten 
der  aus  ihm  entspringenden  Urteile  bestimmen  lassen.  Und  aus 
dem  Charakter  des  so  bestimmten  konstitutiven  Princips  muß  sich 
endlich  das  gesuchte  methodische  Princip  der  Metaphysik  ermitteln 
lassen. 


diejenigen  bezeichnet,  die,  als  leitende  Maximen  der  Induktion,  allererst  die  Er- 
forschung der  ersteren  erniüglichen.  So  wurden  Robert  Mayer  und  Helmholtz 
durch  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  auf  die  Entdeckung  des  mechani- 
schen A(iuivalents  der  Wärme  und  damit  auf  das  erste  Grundgesetz  der  Thermo- 
dynamik geleitet.  Die  thermodynamischen  Grundgesetze  selbst  aber  liegen  der 
mechanischen  Warmetheorie  als  konstitutive  Prineipien  oder,  nach  dem  Ausdruck 
der  Physiker,  als  Hauptsätze  zu  Grunde. 

'  Das  Wort  Metaphysik  ist  zwar  etwas  aus  der  Mode  gekommen  durch  die 
Behauptung,  es  gäbe  gar  keine  Metaphysik.  Allein  diese  Behauptung  beruht  auf 
bloßem  Wortstreit  und  trifft  garnicht  die  von  uns  acceptierte  wissenschaftliche 
Bedeutung,  die  Kant  dem  Worte  gegeben  hat.  Vielmehr  beruht  in  diesem  Sinne 
des  Wortes  selbst  alle  Erfahrungswissenschaft  auf  metaphysischen  Voraussetzungen  ; 
ja,  jedes  Erfahrungs  u  r  t  e i  1  bedarf,  nach  Kants  klarer  und  unwidersprechlicher 
Nachweisung,  außer  der  logischen  Möglichkeit  des  Begriffs  und  außer  der  an- 
schaulichen Bestimmung  seines  Gegenstandes  einer  nur  denkbaren  Form  seiner 
synthetisclien  Einheit.  Demgemäß  giebt  es  also  entweder  überhaupt  keine  Wissen- 
schaft, oder  auch  Metai)hysik. 

Wenn  z.  B.  Ostwald  (Aunalen  der  Naturphilosophie  Bd.  I  1902  S.  51  f.  u. 
S.  61)  gegen  Kants  Lehre  von  den  metaphysischen  Anfangsgründen  der  Natur- 
wissenschaft behauptet :  „Für  den  heutigen  Naturforscher  giebt  es  keine  Er- 
kenntnis a  priori  und  daher  auch  kein  apodiktisches  Wissen  .  .  .     Man  darf  nur 

eine  Wahrscheinlichkeit  von  —  =  0  dafür  annehmen,  daß  irgend  eine  ins  Un- 
begrenzte erstreckte  oder  absolute  Behauptung  die  Wahrheit  trifft,"  so  hebt  dieser 
empiristischc  Satz,    da    er   selbst    eine  apodiktische  Behauptung  ausspricht,    sich 

selbst   auf;    die    Wahrscheinlichkeit,    daß    er  die  Wahrheit   trifft,    ist    ^  ==  ^• 

Schränkt  man  ihn  aber,  um  diesem  Widerspruch  zu  entgehen,  ein,  in  dem  Sinne, 
daß  jeder  andere  apodiktische  Satz  als  dieser  eine  mit  der  W^ahrscheinlichkeit 
0  die  Wahrheit  trifft,  so  ist  der  Empirismus  bereits  durchbrochen,  denn  es  giebt 
alßdann  wenigstens  einen  apodiktischen  Satz. 
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In  der  Tat  ist  dies  der  Weg,  den  wir  in  unseren  obigen 
Untersuchungen  eingeschlagen  und  bis  zum  Ziele  verfolgt  haben. 
Gleich  anfangs  (§  2)  hatte  sich  uns  herausgestellt,  daß  das 
Schwankende  und  Unsichere  der  Metaphysik  nicht  den  Besitz  des 
in  ihr  enthaltenen  Wissens  betreffe,  sondern  allein  die  Aui'irabe. 
dies  in  den  verschiedenen  Erkenntnisgebieten  zerstreut  liegende 
Wissen  zu  isolieren  und  auf  seine  wissenschaftliche  Form  zu 
bringen.  Um  die  Methode  zur  Auflösung  dieser  Aufgabe  aus- 
findig zu  machen,  machten  wir  uns  ail  eine  Untersuchung  des 
konstitutiven  Princips  der  metaphysischen  Urteile.  Wir  fanden 
es  in  der  unmittelbaren  Erkenntnis  der  reinen  Vernunft.  Aus 
der  Eigentümlichkeit  derselben  ergab  sich  uns  schließlich  in  der 
Lehre  von  der  Deduktion  das  richtige  methodische  Princip  der 
Metaphysik.  Da  nämlich  die  unmittelbare  Erkenntnis  der  reinen 
Vernunft  ,  als  nicht  -  anschauliche  Erkenntnis ,  sich  nicht  un- 
mittelbar mit  den  aus  ihr  entspringenden  Urteilen  vergleichen 
läßt ,  so  mußten  wir  einen  Weg  ermitteln ,  auf  dem  sich  diese 
Vergleichung  mittelbar  bewerkstelligen  läßt.  Dies  zeigte  sich  als 
nur  dadurch  möglich,  daß  wir  die  unmittelbare  Erkenntnis  der 
reinen  Vernunft  selbst  erst,  ihrem  Tatbestande  nach,  einer  wissen- 
schaftlichen Untersuchung  unterwerfen,  um  durch  Aufweisung  des 
in  ihr  enthaltenen  Grundes  der  fraglichen  Urteile  diese  zu  dedu- 
cieren.  Da  wir  nun  den  Tatbestand  von  Erkenntnissen  nur  durch 
innere  Erfahrung  erkennen,  so  erwies  sich  uns  die  Deduktion  als 
eine  Aufgabe  der  Psychologie.  Demgemäß  ergab  sich  als  metho- 
disches Princip  der  Metaphysik  die  Aufgabe  der  Deduktion  ihrer 
Urteile  durch  die  aus  einer  Theorie  der  Vernunft  geführte  Nach- 
weisung ihres  Ursprungs  in  der  unmittelbaren  Erkenntnis  der 
reinen  Vernunft. 

Man  sieht   ohne  weiteres,    daß  der  Nerv   unserer   methodolo- 
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gischfu  Nachweisungen  in  unserer  Bestimmung  des  konstitutiven 
Princips  der  Metaphysik  liegt.  So  einfach  und  einleuchtend  nun 
auch  diese  Bestimmung  erscheinen  mag,  sobald  man  einmal  den 
Gesichtspunkt  der  richtigen  Stellung  der  Frage  nach  diesem  Princip 
gewonnen  hat,  so  mannigfachen  Mißdeutungen  und  Verwechslungen 
ist  doch,  wie  die  Geschichte  der  Philosophie  lehrt,  dies  Princip 
ausgesetzt.  Alle  methodologischen  Fehler  im  Gebiete  der  Meta- 
physik und  infolgedessen  das  Fehlschlagen  aller  bisherigen  Ver- 
suche, die  Metaphysik  zum  Range  einer  Wissenschaft  zu  erheben, 
lassen  sich  auf  das  Verkennen  ihres  konstitutiven  Princips  zu- 
rückführen. Es  wird  daher  gut  sein,  die  zuletzt  behandelte  me- 
thodologische Streitfrage,  in  der  wir  es  bisher  nur  mit  den  Folgen 
dieses  Verkennens  zu  tun  gehabt  haben,  bis  auf  ihre  Quelle  zu- 
rückzuverfolgen  und  die  Abhängigkeit  der  möglichen  Arten  ihrer 
Beantwortung  von  der  richtigen  oder  unrichtigen  Bestimmung  des 
konstitutiven  Princips  der  Metaphysik  ins  Auge  zu  fassen. 

30.  Wir  haben  bisher  das  Vorurteil  des  logischen  Dogmatis- 
mus von  der  Allgenugsamkeit  des  Beweisverfahrens  vornehmlich 
dadurch  bekämpft,  daß  wir  auf  den  Widerspruch  hinwiesen,  den 
es  einschließt.  Dieser  Widerspruch  liegt  aber  eigentlich  so  offen 
am  Tage,  daß  sich  die  Frage  erhebt,  welches  Motiv  so  tief  wurzeln 
könne,  daß  es ,  ungeachtet  des  offenbaren  Widerspruchs ,  auf  den 
es  führt,  seine  unbeschränkte  Herrschaft  behauptet.  Wir  müssen 
daher  noch  weiter  gehen ,  und  den  Grund  jenes  Vorurteils  auf- 
suchen, um  es  an  der  Wurzel  bekämpfen  zu  können. 

Dieser  Grund  liegt  nun  in  nichts  anderem  als  in  jener  aus 
einem  Zeitalter  geringer  wissenschaftlicher  Ausbildung  kritiklos 
vererbten  und  zum  Dogma  erstarrten  Irrlehre,   alle   unmittelbare 
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Erkenntnis  sei  Anschauung,  alles  Nicht  -  Anschauliche  in  unserer 
Erkenntnis  gehöre  der  mittelbaren  Erkenntnis  der  Reflexion  an. 
Ist  nämlich  alle  unmittelbare  Erkenntnis  anschaulich,  so  muß 
offenbar  die  metaphysische  Erkenntnis,  da  sie  nicht  anschaulich 
ist,  ihren  Grund  in  der  Reflexion  haben,  d.  h.  sie  beruht  auf  dem 
Beweise. 

31.    Anschauung  ist   diejenige  Erkenntnis,  deren  wir  uns  un- 
mittelbar  (nämlich    ohne  Vermittlung    von  Begriffen,    d.h.    unab- 
hängig von  der  Reflexion)   bewußt  werden.     Da  erscheint   e.s   nun 
freilich  leicht   paradox,   von    einer  nicht -anschaulichen    und   doch 
unmittelbaren  Erkenntnis   zu   sprechen.     Allein,    die  Unmittelbar- 
keit, die  den  Begriff  der  Anschauung  ausmacht,    ist  nicht  die  der 
Erkenntnis ,    sondern    des    Bewußtseins    um    die   Erkenntnis.     Die 
scheinbare  Paradoxie    des  Begriffs    einer    nicht  -  anschaulichen    un- 
mittelbaren Erkenntnis  verschwindet  daher,  sobald  man  den  Unter- 
schied des  unmittelbaren  Bewußtseins   von   der   unmittelbaren  Er- 
kenntnis beachtet.     "Was  hier   meist  irreführt ,    ist   dies  :    Die  an- 
schauliche  Erkenntnis  steht   offenbar   früher  vor  dem  Bewußtsein 
als  diejenige,    die  ihm  nur  durch  Reflexion  angehört.      Aus  dieser 
zeitlichen  Priorität  der  anschaulichen  vor  der  gedachten  Erkenntnis 
folgt    aber    nicht,    daß    die  Anschauung    der    alleinige  Grund    der 
Möglichkeit  der  gedachten  Erkenntnis  sei.     Denn   die  Frage    nach 
dem  Ursprung  der  Erkenntnis  ist  von  der  genetischen  Frage  nach 
der   zeitlichen    Ausbildung    des    Bewußtseins    streng    zu   scheiden. 
Die  Bedeutung   des    Unterschiedes   dieser    beiden    Fragestellungen 
ist  bis  auf  den   heutigen  Tag   von    psychologischer  Seite    auf    das 
Härteste  verkannt  worden.     Die  Vernachlässigung   dieses   elemen- 
taren Unterschiedes   ist   fast  noch    der    einzige  Fehler,    der    dem 
allgemeinen    Verständnis    der    psychologischen    Grundlagen    der 
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Kritik  im  Wege  stellt  und  um  dessen  willen  das  konstitutive- 
Piincip  der  ]\[etaphysik  und  selbst  der  Logik  noch  so  streitend 
beurteilt  wird. 

Die  Erörterung  dieser  Angelegenheit  gehört  zwar  selbst  durch- 
aus in  die  Psychologie ,  aber  wir  können  sie  doch  —  bei  dem 
heutigen  Stande  dieser  AVissenschaft  —  für  unseren  logischen  Zweck 
nicht  umgehen.  Wie,  bei  aller  sonstigen  Uneinigkeit  und  Vielge- 
staltigkeit in  der  neuesten  Entwicklung  der  Logik,  doch  insofern 
Einigkeit  herrscht,  als  man  keine  andere  Begründung  der  Urteile 
kennt  als  die  Demonstration  und  den  Beweis,  so  erscheint  es  ge- 
radezAi  als  eine  ausgemachte  psychologische  Tatsache,  daß  wir 
keine  andere  unmittelbare  Erkenntnis  besitzen  als  die  Anschauung. 
Und  so  gilt  es  bei  fast  allen  neueren  Bearbeitern  der  psycholo- 
gischen Disciplinen  geradezu  als  ein  Axiom,  es  sei  die  Aufgabe 
der  Psychologie,  allein  aus  dem  Sinn  und  aus  der  Association 
unsere  gesamte  Erkenntnis  zu  erklären.  Was  nicht  in  den  Rahmen 
der  genetischen  Betrachtungsweise  gehört,  das  pflegt  man  als 
überhaupt  nicht  dem  Bereiche  der  Psychologie  angehörig  zu  be- 
trachten und  in  eine  andere,  angeblich  nicht  psychologische  Dis- 
ciplin ,  in  die  sogenannte  Erkenntnistheorie,  zu  verweisen. 
Natürlich,  daß  man  sich  von  einer  solchen  Bearbeitung  der 
Psychologie  keine  Aufklärungen  für  die  Philosophie  verspricht. 
Und  ebenso  natürlich ,  daß ,  wer  sich  dennoch  dieser  Hoffnung 
hingiebt,  schließlich  nur  an  der  Möglichkeit  aller  philosophischen 
Erkenntnis  irre  werden  muß. 

32.  Dem  gegenüber  wird  es  unsere  Aufgabe,  zu  zeigen,  daß, 
wofern  überhaupt  die  Psychologie  den  Tatsachen  der  inneren  Er- 
fahrung gerecht  werden  und  nicht  ihnen  aus  dem  Wege  gehen 
will,  die  Frage  nach  dem  Grunde  der  Möglichkeit  metaphysischer 


—    53    — 

Urteile,  d.h.  eben  jene  Frage  nach  einem  eigenen,  weder  an- 
schaulichen noch  logischen  Ursprung  des  Metaphysischen  in 
unserer  Erkenntnis,  zu  einem  unvermeidlichen  psychologischen 
Problem  wird,  und  daß  nur  durch  eine  gründliche  empirisch -psy- 
chologische Bearbeitung  dieses  Problems  die  immer  wiederkehrenden 
Irrtümer  vermieden  werden  können,  die  bisher  eine  einhellige  und 
planvolle  wissenschaftliche  Arbeit  im  Gebiete  der  Metaphysik 
unmöglich  gemacht  haben. 

Wir  behaupten  somit,  daß  ohne  die  Anerkennung  des  Fak- 
tums einer  nicht  -  anschaulichen  unmittelbaren  Erkenntnis  nicht 
allein  eine  psychologische  Erklärung  der  Tatsachen  des  Erkennens 
in  alle  Wege  unmöglich  bleiben  muß,  sondern  auch  eine  Einigung 
in  metaphysischen  Fragen  sich  nimmermehr  erhoffen  läßt.  Ja, 
wir  behaupten,  daß,  so  wenig  wir  sonst  auf  einen  dauernden  Be- 
stand unserer  Bemühungen  um  die  Ausbildung  der  Metaphysik 
hoffen  dürfen,  die  allgemeine  Anerkennung  jener  psychologischen 
Entdeckung  allein  hinlänglich  sein  wird,  die  philosophische  Anarchie 
zu  brechen  und  den  Zwist  der  Schulen  für  alle  Zeit  zu  schlichten. 

Es  läßt  sich  ohne  Mühe  zeigen,  daß  fast  jeder  selbständige 
spekulative  Kopf  in  der  Geschichte  der  Philosophie  dieser  Ent- 
deckung mit  größerer  oder  geringerer  DeutKchkeit  auf  der  Spur 
war,  sich  aber  durch  das  seine  Zeit  beherrschende  dogmatische 
Vorurteil  hindern  ließ ,  dieser  Entdeckung  nachzugehen.  Piatons 
göttliche  Anschauung  der  Ideen,  der  vovg  des  Aristoteles,  bei  den 
Neueren  Jacobis  „Offenbarung"',  Kants  „transcendentale  Appcr- 
ception",  Reinholds  „unmittelbares  Bewußtsein",  Fichtes  „reines 
Ich'"',  Schellings  „intellektuelle  Anschauung"  und  so  fort  bis  auf 
Windelbands  „Normalbewußtsein"  und  Rickerts  „Sollen  als  trans- 
cendentes  Minimum"^  das  alles  sind  nur  mehr  oder  weniger  unbe- 
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holfene  Versuche,  von  der  bloßen  Reflexion  zur  unmittelbaren  Er- 
kenntnis der  reinen  Vernunft  herüberzukommen. 

33.  So  allgemein  also  auch  bisher  diese  unmittelbare  Er- 
kenntnis verkannt  worden  ist,  so  bildet  doch  ihre  Aufklärung  das 
Hauptziel  und  das  Ende  aller  Bemühungen  in  der  Geschichte 
der  Philosophie.  Eine  einfache  Überlegung  wird  uns  hierüber 
orientieren. 

In  einer  Auffassung,  die  die  unmittelbare  Erkenntnis  der 
reinen  Vernunft  nicht  kennt,  die  aus  der  Anschauung  und  der 
Reflexion  allein  alle  Erkenntnis  hervorfließen  lassen  will,  ist  kein 
Raum  für  andere  Erkenntnis  als  die  Anschauung  und  solche,  die 
sich  durch  die  Methoden  der  Reflexion,  d.  h.  durch  die  logischen 
Formen  der  Definition  und  des  Beweises  aus  der  Anschauung  her- 
leiten läßt.  Eine  solche  Aufl'assung  kann  also  zwar  der  reinen 
]\Iathematik  und  Empirie  gerecht  werden,  nicht  aber  dem  Meta- 
physischen in  unserer  Erkenntnis.  Daher  der  immer  wieder- 
kehrende Streit  in  allen  Grebieten,  an  die  Metaphysik  ein  Anrecht 
hat:  der  Streit  über  die  Principien  der  theoretischen  Physik, 
über  die  Grundlagen  der  Ethik  und  Politik  und  über  die  Begrün- 
dung der  Religionslehre.  Daher  ist  —  neben  der  hohen  Ausbil- 
dung unserer  mathematischen  und  empirischen  Wissenschaften  — 
die  Metaphysik  bis  heute  der  Tummeli)latz  der  Hypothesen  ge- 
blieben. Und  so  ist  jenes  Vorurteil  der  alleinige  Grund  alles 
Dogmatismus  und  eben  damit  auch  alles  Skepticismus  in  der  Phi- 
losophie. Denn,  wo  man  eine  Begründung  metaphysischer  Wahr- 
heiten versuchte,  da  folgte  man  der  dogmatischen  Methode  des 
Beweises.  Die  Einsicht  aber,  daß,  wo  keine  andere  unmittelbare 
Erkenntnis  zu  Grunde  liegt  als  die  Anschauung,  man  auch  durch 
kein  Beweisverfahren    zu  Erkenntnissen  gelangen  könne,    die    die 
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Anschauung  übersteigen,  daß,  mit  andern  Worten,  bei  der  Leerheit 
und  Mittelbarkeit  der  Reflexion,  aus  bloßer  Logik  keine  Meta- 
physik zu  schaffen  sei,  —  diese  Einsicht  in  die  nur  analytische 
Natur  der  Reflexion  mußte  notwendig  zur  Leugnung  der  Möglich- 
keit aller  metaphysischen  Erkenntnis  und  damit  zum  Empirismus 
führen.  Wer  aber  dennoch,  ohne  sich  den  Methoden  der  Reflexion 
anzuvertrauen,  eine  metaphysische  Erkenntnis  behaupten  wollte, 
der  mußte  bei  der  mystischen  Fiktion  einer  nicht-sinnlichen,  einer 
intellektuellen  Anschauung  seine  Zuflucht  suchen. 

So  führt  jenes  Vorurteil  unausbleiblich  auf  den  die  ganze 
Geschichte  der  Philosophie  beherrschenden  Streit  der  Platoniker 
und  Aristoteliker '. 


1  Kant  wirft  einmal  die  Frage  auf:  „Ob  sich  ein  Schema  zu  der  Geschichte 
der  Philosophie   a   priori   entwerfen  lasse,   mit   welchem    die  Epochen   der  Mei- 
nungen  der  Philosophen   aus   den    vorhandenen  Nachrichten    so   zusammentreffen, 
als  oh  sie  dieses  Schema  selbst    vor  Augen   gehabt   und  danach   in   der  Kenntnis 
derselben  fortgeschritten  wären."     Und  er  antwortet :  „Ja;  wenn  nämlich  die  Idee 
einer  Metaphysik    der   menschlichen  Vernunft   unvermeidlich    aufstößt   und   diese 
ein  Bedürfnis  fühlt,  sie  zu  entwickeln;  diese  Wissenschaft  aber  ganz  in  der  Seele, 
obgleich    embryonisch   vorgezeichnet    liegt  ...     Die    Geschichte    der   Philosophie 
ist  nicht   die  Geschichte   der    Meinungen,    die    zufällig  hier   oder   da   aufstoige^n, 
sondern  der  sich  aus  Begriffen  entwickelnden  Vernunft  .  .  .    Eine  philosophische 
Geschichte  der  Philosophie  ist  selber    nicht   historisch   oder    empirisch,   sondern 
rational,  d.  i.  a  priori  möglich.     Denn,  ob  sie  gleich  Fakta  der  Vernunft  aufstellt, 
so  entlehnt  sie  solche  nicht  von   der  Geschichtserzählung,   sondern    sie    zieht   sie 
aus  der  Natur  der  menschlichen  Vernunft  als  philosophische  Archäologie,     (l^osc 

Blätter.  Heft  IL  S.  286,  278.)  . 

Unsere  obigen  Erörterungen  bewähren  sich  daran ,  daß  sie  uns  unmit  e  bar 
instand    setzen,    das    Schema    dieser    „phUosophischen   Archäologie»    aufzustellen 

Das  wissenschaftliche  Interesse  an  der  Geschichte  der  Philosophie  richtet 
sich  allein  auf  den  Fortschritt  in  der  Entwicklung  der  Methoden,  -^h  a.xf  che 
Kesultate  der  einzelnen  Forscher,  oder  doch  nur  so  weit  als  diese  Resultate  von 
der  befolgten  Methode  abhängig  sind.  Nur  für  die  Methode  läßt  sich  ein  Gesetz 
der  Gedankenentwicklung  angeben.  Dies  Gesetz  wird  durch  unser  Schema  v- 
anschaulicht.    Dies  Schema  ist  der  Organisation  der  Vernunft  selbst  nachgelnldet. 
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34.  Der  Grundfehler  aller  bisherigen  dogmatischen  Logik, 
das  Vorurteil,  alle  Urteile  seien  entweder  demonstrierbar  oder 
beweisbar,  beruht  also  auf  einer  Unkenntnis  der  Tatsachen 
des  Erkonnens.  Dieses  Vorurteil  der  traditionellen  Logik  haben 
wir  von  den  Griechen  übernommen.  Bei  diesen  erklärt  sich  diese 
Unkenntnis  aus  der  mangelhaften  Ausbildung  ihrer  Naturwissen- 
schaft. Das  geistige  Leben  und  die  Wissenschaft  der  Griechen 
bewegt  sich  allein  in  der  "Welt  der  Anschauung  und  des  Schönen. 
Theoretische  Naturwissenschaft  war  ihnen  fremd.  Die  nur  ethi- 
schen Motive,  die  den  Sokratcs  zur  Anerkennung  ;, unge- 
schriebener Gesetze"  zwangen,  in  denen  Pia  ton  ein  von  der 
TCt'öng  (Empirie)  und  diävoia  (Mathematik)  verschiedenes  ävvnd^sTov 
(Unbeweisbares)  erkannte,  dessen  Grund  er  in  intellektueller  (wenn 
auch  bei  der  Geburt  verlorener)  Anschauung  suchte,  —  diese  nur 
ethi.schen  Motive  waren  nicht  stark  genug,  um  den  wissenschaft- 
lichen Sinn  des  Aristoteles  zu  verhindern,  mit  der  mythischen 
Begründung  die  Sokratischc  Entdeckung  selbst  zu  verwerfen. 

Das  Mystische  der  Platonischen  Auffassungsweise  einerseits 
und  die  Evidenz  der  Sinnesanschauung  andererseits  mußte  den 
Aristotelikern  das  Übergewicht  in  der  Wissenschaft  verleihen. 
Aber  bei  einer  hinlänglichen  Ausbildung  der  theoretischen  Natur- 


Der  psychologische  Gesichtspunkt,  nach  dem  es  entworfen  ist,  verbürgt  einerseits 
seine  Vollständigkeit  rücksichtlich  der  Mannigfaltigkeit  aller  möglichen  historischen 
Formen ,  andererseits  die  Unabhängigkeit  aller  Momente  seiner  Einteilung  von 
historisch  gegebenen  oder  willkürlich  erdachten  Maßstäben.  Es  giebt  uns  daher 
einen  sicheren  Leitfaden  an  die  Hand,  an  dem  sich  alle  methodologisch  bedeut- 
samen Fortschritte  und  Irrtümer  in  der  Geschichte  der  philosophischen  Wissen- 
schaften nach  Principien  übersehen  und  bis  auf  ihre  Quelle  in  der  Vernunft  selbst 
zurückführen  lassen. 

Gebrauch  und  Anwendung   der  Tafel    ergeben   sich   leicht  durch   eine  Ver- 
gleichung  mit  unseren  folgenden  Ausführungen. 
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Wissenschaften  mußte  eine  nur  einigermaßen  gründliche  Selbstbe- 
obachtung wieder  zur  Anerkennung  der  unvermeidlichen  Wirk- 
lichkeit metaphj^sischer  Voraussetzungen  führen  und  damit  die 
Frage  nach  dem  Grrunde  ihrer  Möglichkeit  erneuern. 

So  zeigt  es  die  Entwicklung  der  neueren  Philosophie. 


Bogmmtisclie  Primisse ; 
AQe  Erlm&t&is  ist  «ntwcdex  AfiscbaiuiAf  oder  Reflexion. 


Falcllsäie  Priaisse  : 


Faktiiche  Pilmine  : 
Oasen  Aoechairang  Ut  liaillck. 


Falsche  Konsequenz  : 

Also  besitzen  wir  InteUektaeDe  Anschaacog. 

XonstitDtiTes  Ptincip:  Intellektuelle  AnschanDIie. 

Kethodisches  Pzindp  :  Demonstration. 

tKjäticismns) 


Falsche  Konsequent  r 

Also  ■besitzen  wir  keiae  MeUphyiiL 

Konstitotirei  Piineis:    - 

Methodisches  Prinap  :  UDOefröiiiilJai. 

(EmfuisBiia) 


Richtige  KojiseqncM :  t  i.      .-^ 

Die  KeUphvsik  catsptingt  ans  nicht-anschanlicher  ninnittelkiret  trlieBiitiiu. 

KoastitiiÜTes  Piincip  :   Unmittelbare  Erkenntnis  der  idnon  Vemnnlt 

Hethodisctaes  Princip :  üednittion. 

(KiilicUmos) 
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35.  Unter  Yoniussctzung  der  fehlerhaften  psychologischen 
Disjunktion:  alle  Erkenntnis  beruhe  entweder  auf  Anschauung 
oder  auf  Rellexion,  bleibt  indessen  —  in  Anbetracht  der  tat- 
sächlich sinnlichen  Natur  unserer  Anschauung  und  der  tatsächlich 
analytischen  Natur  der  Reflexion  —  die  Wirklichkeit  metaphy- 
sischer Urteile  ein  unauflösliches  Paradoxon.  Unter  jener  Vor- 
aussetzung ist  diese  Tatsache  unerklärlich,  ja  unmöglich.  Denn, 
wenn  man  nicht  entweder  die  sinnliche  Natur  unserer  Anschauung 
oder  die  nur  analytische  Natur  der  Reflexion  leugnen  will,  so 
sind  jene  Voraussetzung  und  diese  Tatsache  schlechterdings  un- 
vereinbar. 

Die    Paradoxie    dieses    Verhältnisses    wurde    der    Grund    des 
Streits  zwischen  den  Rationalisten    und  Empiristen.     Die  notwen- 
digen Wahrheiten  der   Metaphysik  lassen  sich  nicht  auf  Sinnesan- 
schauung gründen,    so    lehrt  mit  Recht  der  Rationalismus.     Aber, 
lehrt    ebenso   richtig  der  Empirismus,    aus    der  Reflexion    können 
sie  unmöglich  entspringen;    denn   diese   ist  für  sich  leer  und  ohne 
Gehalt  und  kann  nur  aus  gegebenen  Wahrheiten  Konsequenzen 
ableiten  oder  beweisen,  gemäß  den  analytischen  Regeln  der  Logik. 
Dies  Dilemma  bildet  das  Thema  des  Hu m eschen  Zweifels.    Hume 
ging    unbefangen    von    demselben  Vorurteil    aus.      Er    wies    nach, 
daß  jeder  Schluß  von  der  Wirkung   auf  die  Ursache   und  von  der 
Ursache  auf  die  Wirkung   das  Kausalitätsgesetz    bereits    a   priori 
voraussetze,    und   zeigte   mit   großer  Klarheit  an  diesem  Beispiel, 
daß  die  apodiktische  Erkenntnis    nicht    aus    dem  Sinn  entspringen 
könne,  denn  sonst  wäre  sie  nicht  apodiktisch.    Aber  die  Reflexion 
kann    wiederum     nur    analytisch    Begriffe    zergliedern.      Bei    der 
Kausalität  gehe  ich  aber  über  den  betreffenden  Begriff  hinaus  und 
behaupte  seine  notwendige  Verknüpfung    mit    einem  anderen,    der 
nicht   in    ihm    enthalten   ist.     Also   kann    sie    auch  nicht   aus    der 


—    59    — 

Reflexion  entspringen.  Folglich  ist  —  auf  Grund  jenes  Vorur- 
teils —  apodiktische  Erkenntnis  unmöglich  und,  sofern  die  Sinne 
die  einzige  Erkenntnisquelle  sind,  eine  Täuschung  aus  empirischen 
Grr  linden. 

Humes  Zweifel  bezog  sich  also  garnicht  unmittelbar  auf  die 
objektive  Gültigkeit  der  metaphysischen  Erkenntnis,  sondern 
zunächst  nur  auf  ihren  Ursprung,  d.  h.  auf  den  subjektiven  Grund 
ihrer  Möglichkeit.  Es  mußte  ihre  psychologische  Möglichkeit  be- 
greiflich gemacht  werden,  ehe  man  über  ihre  objektive  Gültigkeit 
füglich  verhandeln  konntet  Beruht  also  der  Humesche  Zweifel 
auf  einem  nicht  nur  berechtigten,  sondern  auch  unvermeidlichen 
psychologischen  Problem,  so  folgt,  daß  er  auch  nur  auf  dem  Boden 
der  Psychologie  seine  Auflösung  finden  kann. 

36.  Kant  widerlegte  nun  de  facto  Humes  Resultat,  ohne 
freilich  bestimmt  genug  das  zu  Grunde  liegende  Vorurteil  anzu- 
greifen, am  Beispiel  der  Mathematik.  Die  mathematischen  Urteile 
sind,  wie  Hume  sah,  apodiktisch,  aber,  wie  er  nicht  sah,  syn- 
thetisch.    Also  giebt  es  apodiktische  Synthesis  ^. 


1  So  sagt  Kant  selbst :  „Es  war  nicht  die  Frage ,  ob  der  Begriff  der  Ur- 
sache richtig,  brauchbar  und  in  Ansehung  der  ganzen  Naturerkcnntnis  unent- 
behrlich sei,  denn  dieses  hatte  Hume  niemals  in  Zweifel  gezogen ;  sondern  oli  er 
durch  die  Vernunft  a  priori  gedacht  werde,  und,  auf  solche  Weise,  eine  von  aller 
Erfahrung  unabhängige  innere  ^Yahrheit  habe.  Es  war  ja  nur  die  Rede  von  dem 
Ursprünge  dieses  Begrilfs,  nicht  von  der  Unentbehrlichkeit  desselben  im  Gebrauche  : 
wäre  jener  nur  ausgemittelt ,  so  würde  es  sich  wegen  der  Bedingungen  seines 
Gebrauches,  und  des  Umfangs,  in  welchem  er  gültig  sein  kann,  schon  von  .selbst 
gegeben  haben."     (Prolegomena.     Einleitung). 

■■^  Diese  von  vielen  Philosophen  noch  heute  umstrittene  Frage  nach  der  ana- 
lytischen oder  synthetischen  Natur  der  mathematischen  Urteile  ist  —  wenn  niclit 
schon  durch  Kant  selbst  —  auf  Grund  der  kritischen  Untersucliungcn  der  neueren 
Mathematik>ls  erledigt    zu  betrachten,    indem    durch   diese  Untersuchungen    fui- 


-     60    — 

Die  Mi')glichkeit  synthetischer  Urteile  a  priori  wird  also  durch 
das  Faktum  howiesen.  Die  Frage  kann  also  nur  noch  die  sein, 
wie  sie  möglich  sind. 

ETume  selbst,  wenn  er  der  Voraussetzung  der  Kausalität  die 
Allgomeingiiltigkeit  absprach,  indem  er  ihren  Ursprung  aus  der 
gewohnheitsmäßigen  Erwartung  ähnlicher  Fälle  ableiten  wollte, 
verwickelte  sich  in  Widersprüche  mit  seiner  eigenen  klaren  Nach- 
weisung, daß  die  Kausalität  Voraussetzung  jeder  Erklärung  sei. 
Denn  indem  er  sie  aus  der  Gewohnheit  erklären  will ,  macht  er 
die  Gewohnheit  zu  ihrer  Ursache,  setzt  also  bereits  die  Gültigkeit 
des  Kausalgesetzes  voraus. 

Sehen  wir  aber  von  diesem  Widerspruch  ab ,  so  ist  diese 
noch  heute  in  der  Psychologie  populäre  Erklärung  auch  psycho- 
logisch unzulänglich.  Denn  die  Erwartung  ähnlicher  Fälle 
beruht  nicht  allein  auf  Association,  sondern  setzt  selbst  bereits, 
wenn  auch  ursprünglich  dunkel,  zu  ihrer  Möglichkeit  die  Vor- 
stellung eines  Kausalverhältnisses  voraus.  Die  Association  vermag 
nämlich  wohl  zu  erklären,  wie  mit  dem  Eintreten  eines  Sinnes- 
eindrucks die  Erinnerung  an  einen  früher  darauf  eingetretenen 
Eindruck  entsteht,  nicht  aber  die  Erwartung,  daß  dieser  Eindruck 
wiederum  tatsächlich  eintreten  werde.  Die  Association  kann  für 
sich  allein  stets  nur  die  Verbindung  der  Vorstellungen  von  Ob- 
jekten, niemals  aber  die  Vorstellung  von  der  Verbindung  der  Ob- 
jekte erklären. 


die  Richtigkeit  der  Kantischen  Entdeckung  des  nicht  -  logischen  Ursprungs  der 
mathematischen  Axiome  ein  endgültiger  Beweis  erbracht  worden  ist.  Ich  verweise 
hierfür,  sowie  auch  für  die  Aprioritätsfrage ,  auf  die  oben  erwähnte  Abhandlung 
von  G.  llessenberg. 


—     61    — 

Eine  unparteiische ,  alle  voreiligen  Erklärnngsversuche  aus 
den  Augen  setzende  Beobachtung  der  Tatsachen  zeigt  also  die 
Unrichtigkeit  von  Humes  empiristischem  Resultat.  Der  Grund 
seines  Zweifels  aber  ist  dadurch  noch  keineswegs  gehoben.  Viel- 
mehr erhebt  sich  dieser  Zweifel  nun  nur  umso  eindringliclier  von 
neuem,  in  der  Frage:  Wie  kann  Metaphysik  wirklich  sein,  wenn 
weder  der  Sinn  noch  die  Reflexion  einen  Grund  ihrer  M()gliclikcit 
darbietet?  In  dieser  Frage  vereinigt  sich  das  Interesse  aller  auf 
den  Namen  einer  Wissenschaft  Anspruch  machenden  Metaphysik 
mit  demjenigen  echter ,  von  aller  Sucht  voreiligen  Theoretisierens 
freier,  empirischer  Psychologie. 

37.  So  richtig  nun  auch  Kant  in  der  Einleitung  zur  Kritik 
der  reinen  Vernunft  und  in  den  „allgemeinen  Fragen"  der  Prolc- 
gomena  das  Humesche  Problem  verallgemeinert  und  auf  seinen 
klassischen  Ausdruck  gebracht  hat,  so  verliert  er  doch  in  der 
Ausführung  mehr  und  mehr  den  psychologischen  Gesichtspunkt 
der  Fragestellung  aus  dem  Auge  und  gleitet  allmählich  wieder 
von  dem  Wege  empirisch-psychologischer  Kritik  in  einen  logischen 
Formalismus  hinüber.  Er  zeigte  zwar  negativ  die  Unzulänglich- 
keit der  logischen  Formen  der  Reflexion  zur  Metaphysik,  durch 
den  Beweis  der  Unmöglichkeit  eines  logischen  Kriteriums  materialer 
Wahrheit,  blieb  aber  selbst  ganz  bei  der  Reflexion  stehen  und 
versuchte  sogar  selbst  wieder  einen  Beweis  der  metaphysischen 
Grundsätze,  den  er  den  transcendentalen  nannte.  Sodaß,  als  man 
dann  nach  den  Principien  dieser  transcendentalen  Beweise  fragte, 
man  sich  nur  wieder  auf  die  Anschauung  zurückgewiesen  sah. 
Und  so  kam  es,  daß  seine  Nachfolger  sich  wieder  trennten  und  in 
eine  Schule  des  Empirismus  und  eine  Schule  der  intellektuellen 
Anschauung  teilten. 


1 
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Kan  ts  sogenannte  transcenclentale  Beweise  der  metaph^^sischen 
(Jruiidsätze  aus  dem  IVincip  der  Möglichkeit  der  Erfahruno-  sind 
indessen  in  Wahrheit  gar  k(M*ne  Beweise,  sondern  nur  regressive 
Aufweisungen.  Wir  weisen  so  durch  logische  Zergliederung  der 
gegebenen  Erfahrung  die  Katcgorieen  und  Grundsätze  als  Be- 
dingungen ihrer  MC)glichkeit  auf.    Gründet  sich  also  die  Erfahruno- 

o 

auf  die  metaphysischen  Principien  als  auf  die  logischen  Bedingungen 
ihrer  Möglichkeit,  so  wäre  es  ein  Cirkel,  diese  Principien  aus  dem 
Princip  der  Möglichkeit  der  Erfahrung  als  „oberstem  Grundsatz" 
beweisen  zu  wollen.  Der  Gebrauch  und  die  Anwendung  der 
metaphysischen  Principien  in  der  Erfahrung  kann  uns  also  wohl 
dazu  dienen,  diese  Principien  als  Tatsache  in  unserer  Erkenntnis 
aufzuweisen,  nicht  aber,  sie  als  solche  allererst  möglich  zu  machen 
und  ihrer  Gültigkeit  nach  zu  beweisen. 

Kant  überschätzt  die  Selbständigkeit  der  Reflexion.  Es  ist 
logisch  und  psychologisch  gleich  unmöglich ,  daß  sich  das  Denken 
seine  synthetischen  Principien  selbst  erzeugen  könnte.  So  wenig 
wie  seinen  Gehalt,  kann  sich  das  Urteil  die  Regel  selbst  geben, 
um  diesen  Gehalt  zur  Einheit  zu  verknüpfen.  Die  Norm,  nach 
der  die  Reflexion  den  Gehalt,  den  ihr  die  Sinne  liefern,  verknüpfen 
muß,  um  nicht  nur  zu  denken,  sondern  zu  erkennen,  muß  ihr  von 
der  Vernunft  ursprünglich  vorgeschrieben  sein.  Die  Reflexion 
kann  uns  also  nur  das  wiederholende  Bewußtsein  um  die  Einheit 
und  Notwendigkeit  unserer  Erkenntnis,  nicht  aber  die  Erkenntnis 
der  Einheit  und  Notwendigkeit  selbst  geben.  Diese  ursprüngliche, 
von  der  mittelbaren  Erkenntnis  der  Reflexion  schon  vorausge- 
setzte Erkenntnis  der  Vernunft  ist  aber  keine  Anschauung;  denn 
sie  kommt  uns  nur  mittelbar,  nur  durch  Reflexion  zum  Bewußt- 
sein.    Es  giebt  also  eine  für  sich  dunkle,  nur  durch  die  Reflexion 
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aufzuklärende  unmittelbare  Erkenntnis  der  Vernunft,  die  der 
Grund  der  Apodikticität  in  unseren  Urteilen  ist.  Sie  ist  jenes 
verborgene  „X,  worauf  sich  der  Verstand  stützt",  und  das  den 
Grund  der  Möglichkeit  synthetischer  Urteile  a  priori  aus  bloßen 
Begriffen  bildet. 

Der  erste  Grund  der  Wahrheit  in  unserer  Erkenntnis  fehlt 
also  bei  Kant.  Der  Grund  der  Möo:lichkeit  der  Erfahrunir  liccrt 
in  den  metaphysischen  Grundsätzen,  und  diese  sollen  ihre  Gewähr 
wieder  in  der  Ermöglichung  der  Erfahrung  finden.  Er  hat  die 
unmittelbare  Erkenntnis  der  reinen  Vernunft  nicht  finden  können 
und  versucht  stattdessen,  die  Reflexion  sich  selbst  ihre  Wahr- 
haftigkeit verbürgen  zu  lassen  durch  die  analytische  Beziehung 
zwischen  der  Erfahrung  und  ihren  Grundsätzen.  Im  Faktum 
der  Erfahrung  hatte  er  den  festen  Widerhalt  gegen  den  Skepti- 
cismus  gefunden;  durch  Beziehung  auf  die  gegebene  Erfah- 
rung konnte  er  dem  a  priori  die  Realität  wiedergeben,  die 
Hume  ihm  als  Beziehung  auf  die  Dinge  genommen  hatte.  Wie 
er  ebenso  die  Wahrheit  des  Glaubens  als  Bedingung  der  Realität 
gebotener  Sittlichkeit  aufwies,  die  er  ihm  als  selbständiger 
Überzeugung  absprach.  Wie  er  dagegen  ein  objektives  Princip 
des  Geschmacks  nicht  finden  konnte,  in  der  Reflexion  nämlich,  in 
der  allein  er  es  suchte.  —  Diese  Darstellung  ist  aber  offenbar 
nur  ein  Notbehelf  gegen  den  Empirismus,  dessen  Forderung,  alle 
Wahrheit,  die  ihren  Gegenstand  nicht  in  der  Erfahrung  aufzeigen 
kann,  zu  beweisen,  er  noch  nicht  überwunden  hatte.  Es  ist  nur 
ein  vorläufiger  Standpunkt,  wie  er  sich  aus  seiner  einerseits  pole- 
mischen ,  andererseits  durchaus  abhängigen  Stellung  zu  Hume 
erklärt.  Er  zeigt  damit  nur,  daß  die  Möglichkeit  des  Faktums 
der  gegebenen  Erfahrung  und  der  gebotenen  Sittlichkeit  ein  System 
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nirtaphysiscber  Grunrlsätze  postuliert,  das  er  zwar  auch  voll- 
ständig aufgewiesen  bat,  aber  ohne  sich  zu  dem  eigentlichen 
Grunde  ihrer  Möglichkeit  hindurcbHnden  zu  können.  Angeborene 
Ideen  sollten  es  nicht  sein.  Aber  was  denn  sonst?  Das  hat  er 
nicht  tiefer  erforscht.  Obgleich  er  auch  hierzu  einen  gewissen 
Anfang  gemacht  liat,  mit  seiner  Nacliweisung,  daß  alle  analytische 
Einheit  des  Bewußtseins  bereits  irgend  eine  synthetische  voraus- 
setze, in  seiner  Lehre  von  der  Identität  der  Apperceptionen.  So 
sehr  er  sich  aber  auch  bemüht,  diese  „subjektive  Deduktion^'  von 
der  „objektiven"  zu  unterscheiden,  so  hat  er  doch,  infolge  des 
Mißverständnisses  des  Transcendentalen,  ihre  psychologische  Natur 
verkannt  und  ihr,  aus  Furcht  in  die  „physiologische  Ableitung" 
zu  geraten,  eine  irreführende  objektive  Wendung  gegeben.  —  So 
hat  er  uns  mit  seiner  Arbeit  gleichsam  nur  ein  Problem ,  ein 
Rätsel  in  die  Geschichte  der  Philosophie  geworfen,  dessen  Auf- 
lösung ihm  selbst  verborgen  geblieben  ist. 

38.  Dieser  Mangel  mußte  sich  bald  fühlbar  machen.  Man  be- 
merkte auch,  daß  man  zur  Auflösung  dieses  Rätsels  über  die  für 
sich  gehaltlose  Reflexion  hinausgehen  und  nach  einem  von  ihrer 
Mittelbarkeit  unabhängigen  Grunde  der  Apodikticität  suchen  müsse. 
Bei  dem  zu  Grunde  liegenden  Vorurteil,  alle  unmittelbare  Er- 
kenntnis sei  Anschauung,  mußte  sich  aber  diese  an  sich  richtige 
Forderung  zu  der  fehlerhaften  Aufgabe  gestalten:  man  müsse  die 
Reflexion,  als  zur  Philosophie  untauglich,  aufgeben,  um  durch  An- 
schauung, die  dann  freilich  nicht  sinnlich  sein  durfte,  zur  Philo- 
sophie zu  gelangen.  Da  wir  indessen  eine  solche  intellektuelle 
Anschauung  nicht  besitzen,  so  mußte  man  sich  insgeheim  zu  diesem 
Unternehmen  doch  der  logischen  Formen  der  Reflexion  bedienen ; 
man  nahm  diese  Formen  nur   für  mehr   als   sie  sind,    und    so   ge- 
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schah  es,  daß  man  unvermerkt  nur  wieder  in  den  Fehler  zurückfiel, 
aus  den  leeren  logischen  Formen  metaphysischen  Grehalt  erzwingen 
zu  wollen,  und  dadurch  gerade  den  Fehler,  den  man  vermeiden 
wollte,  auf  die  Spitze  trieb. 

Auf  der  anderen  Seite  machte  sich  im  Gegensatz  zu  diesem 
Rückfall  in  den  Piatonismus  naturgemäß  wieder  das  von  Kant 
unüberwundene  —  oder  doch  nur  ad  hominem  widerlegte  — 
Humesche  Vorurteil  geltend.  Aus  der  tatsächlich  sinnlichen  Natur 
unserer  Anschauung  und  aus  der  tatsächlichen  Leerheit  und  Mittel- 
barkeit der  Reflexion  zog  man  den  Schluß  auf  die  Unmöglichkeit 
metaphysischer  Erkenntnis.  So  ist  es  gekommen,  daß  man  in  der 
Psychologie  bei  dem  Humeschen  Empirismus  stehen  geblieben  ist 
und,  die  Belehrung  der  Tatsachen  verschmähend,  an  dem  funda- 
mentalen dogmatischen  Vorurteil  festgehalten  hat.  Man  hat  diese 
Hypothese  zu  einem  Axiom  umgestellt,  und  so  hat  sich  das  Faktum 
der  metaphysischen  Erkenntnis  ,  das  zu  dem  Humeschen  Problem 
herausgefordert  hatte,  ganz  aus  dem  psychologischen  Gesichtskreis 
verschoben.  Indem  aber  die  moderne  Psychologie  vor  diesem 
Faktum  die  Augen  verschließt,  hat  sie  zugleich  die  vornehmste 
Aufgabe,    die  ihr  Begründer  ihr  stellte,   aus  den  Augen  verloren. 

So  führte  die  Konsequenz  des  gemeinsamen  Vorurteils  zur 
Erneuerung  des  Streits  der  Platoniker  und  AristoteKker. 

Wo  aber  die  wissenschaftlichen  Interessen  überwogen,  da 
mußte  naturgemäß  wieder  der  Empirismus  über  den  Piatonismus 
die  Oberhand  gewinnen.  Wer  daher  heute  noch  das  Recht  der 
Philosophie  aufrecht  erhalten  will ,  der  sieht  sich  wieder  auf  die 
bloße  Reflexion  zurückgedrängt.  Das  tätige  Princip  der  Reflexion 
ist  aber    der  Wille.      Indem   man   daher   die  Willkürlichkeit   der 
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Reflexion  mit  der  Spontaneität  des  Erkennens  selbst  verwechselt, 
wird  man  darauf  geführt,  sich  auf  den  "Willen  als  höchstes 
Prineip  zu  berufen.  Die  Bestimmungsgründe  des  Willens  aber 
sind  Zwecke.  So  gelangt  man  zu  dem  Versuch,  die  philosophischen 
Principien  als  Mittel  zur  Erreichung  des  Zwecks  der  Wissenschaft 
oder  als  „Postulate  des  Strebens  nach  vollkommener  Erkenntnis" 
—  teleologisch  —  zu  begründen.  Wobei  aber  immer  die  Frage 
unbeantwortbar  bleibt,  woher  die  für  sich  gehaltlose  Reflexion 
diesen  Zweck  erhält  und  woher  sie ,  wenn  er  ihr  selbst  gegeben 
wäre,  die  Mittel  zu  seiner  Erfüllung  hernimmt  ^ 

39.  Darin  stimmt  also  das  Resultat,  das  Hume  aus  den 
Voraussetzungen  der  Aristotelischen  Logik  zog,  daß  auf  Grund 
dieser  Voraussetzungen  metaphysische  Urteile  unmöglich  sind. 
Anstatt  also  dieselben  mit  Kant  beweisen  zu  wollen ,  schließen 
wir  vielmehr  umgekehrt:  Ihre  Wirklichkeit  beweist  ihre  Möglich- 
keit.    Folglich  muß   die  Voraussetzung  der  Aristotelischen  Logik 


*  Unbeantwortbar  — ,  wenn  man  nicht  den  kritiscben  "Weg  der  Vorgleicliuug 
von  Erkenntnissen  unter  einander  verlassen  und  sich  auf  eine  Theorie  des  Ver- 
hältnisses der  Erkenntnis  zum  Gegenstande  einlassen  will.  So  drängt  also  auch 
diese  Ansicht  über  die  bloße  ReHexion  hinaus,  aber  ihr  Vorurteil  erlaubt  ihr  ein 
Hinausgehen  über  die  Reflexion  nur  durch  ein  Hinausgehen  über  die  Erkenntnis 
überhaupt.  Eine  Theorie  der  Möglichkeit  der  Erkenntnis  aber  liegt  jenseits 
möglicher  "Wissenschaft,  und  so  weist  denn  auch  diese  Ansicht  nur  wieder  an  den 
Mysticismus  zurück.  Die  Vertreter  dieser  Telcologik  tun  daher  sehr  Unrecht, 
sich  auf  Kant  zu  berufen.  Denn  sie  sind  dem  obersten  Gesetz  der  Sokratisch- 
Kantisclien  Forschungsweise  untreu  geworden,  welches  gebietet,  das  Gesetz  der 
Wahrheit  nicht  jenseits  der  Erkenntnis,  sondern  in  der  Erkenntnis  selbst  zu  suchen. 
Es  zeugt  vielmehr  von  besserem  historischen  Verständnis,  Avenn  neuere  Schüler 
dieser  Lehre  auf  Piaton  und  Fichte  zurückgehen.  Denn  der  Kriticismu.s  hat 
seinen  Ursprung  allein  bei  Sokrates  und  bei  Kant.  Piaton  und  Fichte  dagegen 
sind  bereits  von  dem  strengen  Grundgedanken  kiütischer  Wissenschaft  abgewichen. 
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falsch  sein.  Es  giebt  eine  unmittelbare  Erkenntnis 
nicht-sinnlicher   Natur. 

Wenngleich  wir  aber  dies  dem  Piatonismus  zugestehen,  so 
müssen  wir  doch  mit  den  Aristotelikern  gegen  ihn  sagen:  Intel- 
lektuelle Anschauung  besitzen  wir  aber  nicht;  wir  können  die 
Reflexion  nicht  entbehren.  Die  unmittelbare  Erkenntnis  der  reinen 
Vernunft  ist  keine  Anschauung,  sondern  sie  kommt  uns  einzig 
durch  Reflexion  zum  Bewußtsein. 

So  allein  gelingt  es,  den  Fehler  des  Aristoteles  zu  ver- 
bessern, ohne  in  den  des  Pia  ton  zurückzufallen.  Ihr  sonst  un- 
versöhnlicher Streit  erledigt  sich,  sobald  wir  ihr  gemeinsames 
Vorurteil  fallen  lassen,  das  Vorurteil,  daß  wir  keine  andere  un- 
mittelbare Erkenntnis  besitzen  als  die  Anschauung.  Die  Ent- 
deckung dieser  nicht-anschaulichen  unmittelbaren  Erkenntnis  der 
reinen  Vernunft  ist  der  Leitstern,  der  allein  die  Wissenschaft  be- 
wahren kann  vor  den  Klippen  des  Empirismus  einerseits  und  des 
neoplatonischen  Mysticismus  andererseits. 

Metaphysik  als  Wissenschaft  kann  nichts  anderes  sein  als  die 
Aufklärung  dieser  unmittelbaren  Erkenntnis  der  reinen  Vernunft. 
Kritik  der  Vernunft  ist  das  Werkzeug  zu  dieser  Aufklärung. 
Ihr  Geschäft  ist  die  Deduktion  der  Grundsätze,  d.  h.  ihre  Be- 
gründung durch  die  Aufweisung  des  Grundes  ihrer  Möglichkeit  in 
der  unmittelbaren  Erkenntnis  der  reinen  Vernunft. 

In  der  dogmatischen  Voraussetzung,  alle  unmittelbare  Er- 
kenntnis sei  Anschauung,  finden  wir  also  zugleich  den  tiefsten 
Grund  des  alle  Philosophie  zerstörenden  Empirismus.  Durch  alle 
Beweise  kann  die  Reflexion  nie  neue  Erkenntnis  schaffen,  sondern 
nur  die  gegebene  aufklären.  Also  können  wir  uns  durch  sie  keine 
Erkenntnis  erwerben,  die  nicht  schon  in  der  unmittelbaren  Er- 
kenntnis,   von  der   wir  ausgingen,   enthalten  war.     Ist  aber  diese 
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nrimittelbare  Erkenntnis  Anschauung,    so  folgt  unwiderspreclilich. 
daß  uns  metaphysische  Erkenntnis  unmöglich  sein  muß. 

Die  Ohnmacht  unserer  gesamten  Philosophie  gegenüber  der 
zerstörenden  l^Iacht  des  Empirismus  hat  also  ihren  Grund  darin 
und  nur  darin,  daß  ihr  eigenes  Gebäude  zuletzt  auch  auf  jenem 
fundamentalen  Dogma  des  Empirismus  erbaut  ist.  Dies  ist  der 
Grund,  weshalb  sich  der  Empirismus  allen  noch  so  treffenden 
Gegenargumenten  zum  Trotz  behauptet.  Denn  ehe  ihm  nicht  jene  - 
Fundament  entzogen  ist,  hat  man  ihm  nichts  entgegenzusetzen 
als  Inkonsequenz.  Aller  Kampf  gegen  den  Empirismus  bleibt 
daher  aussichtslos  und  aller  Erfolg  in  diesem  Kampfe  trügerisch, 
solange  man  dieses  Fundament  bestehen  läßt.  Soll  es  zu  einer 
ernsthaften  Überwindung  des  Empirismus  kommen ,  so  wird  man 
sich  entschließen  müssen,  sein  Grunddogma  selbst  aufzugeben. 

40.  Wir  kommen  also  zu  folgendem  Resultat.  Unter  Vor- 
aussetzung des  Dogmas,  alle  Erkenntnis  sei  entweder  Anschauung 
oder  Reflexion,  muß  unvermeidlich  die  an  sich  richtige  Maxime  der 
Aufklärung ,  durch  Reflexion  zur  Metaphysik  zu  kommen ,  die 
fehlerhafte  Form  des  logischen  Dogmatismus  annehmen,  durch  die 
Reflexion  die  metaphysische  Erkenntnis  selbst  zu  erzeugen  und 
demgemäß  sie  zu  beweisen.  Als  ob  sich  durch  das  Vermögen  der 
Aufklärung  die  aufzuklärende  Wahrheit  selbst  entwickeln  ließe. 
Ein  Verfahren,  das  an  der  eigenen  Inkonsequenz  notwendig  scheitern 
und  die  gesamte  metaphysische  Gesetzgebung  dem  Skepticismua 
preisgeben  muß.  Das  Fehlschlagen  dieses  Unternehmens  führt 
daher  zu  der  Alternative,  entweder  (mit  dem  Empirismus)  auf 
alle  metaphysische  Wahrheit  zu  verzichten,  oder  (mit  dem  Mysti- 
cismus)  den  wissenschaftlichen  Weg  der  Aufklärung  zu  verlassen 
und,   unter  Verwerfung   der  Reflexion,    als   eines  zur  Metaphysik 
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untauglichen  Mittels,  auf  dem  Wege  intellektueller  Anschauung 
die  Wahrheit  zu  suchen.  So  erzeugt  das  Scheitern  des  logischen 
Dogmatismus  den  Streit  des  empiristischen  Skepticismus  und  des 
neoplatonischen  ]\tysticismus. 

Auf  Grund  des  —  infolge  der  Unkenntnis  des  konstitutiven 
Princips  der  Metaphysik  —  noch  heute  die  Logik  beherrschenden 
Vorurteils,  die  Methode  der  Begründung  der  Urteile  sei  entweder 
die  Demonstration  oder  der  Beweis,  ist  also  Aufklärung  undurch- 
führbar und  Metaphysik  als  Wissenschaft  bleibt  ein  konsequenter 
Weise  unauflösliches  Problem. 

Die  Auflösung  dieses  Problems  besteht  in  der  Entdeckuncr 
der  nicht-anschaulichen  unmittelbaren  Erkenntnis  der  reinen  Ver- 
nunft. Diese  Entdeckung  und  die  durch  sie  erreichte  endgültige 
Auflösung  des  Humeschen  Problems  verdanken  wir  Fries.  Durch 
diese  Entdeckung  wurde  zuerst  der  Grrund  und  die  Möglichkeit 
der  Sokratischen  Verbindung  des  Mißtrauens  gegen  das  eigene 
Wissen  mit  dem  Vertrauen  zur  Wahrheit  klar  und  verständlich. 
Der  Besitz  der  Wahrheit ,  den  der  Dogmatiker  fordert ,  gehört 
der  Vernunft,  damit  jedoch  noch  nicht  dem  Bewußtsein,  das,  wie 
der  Skeptiker  einsieht,  für  sich  leer  ist.  Aber  dieses  hat  die  Mög- 
lichkeit, sich  durch  Reflexion  der  Vernunfterkenntnis  zu  be- 
mächtigen und  sie  im  Urteil  auszusprechen.  Diese  Entdeckung 
allein  ist  im  stände,  die  Philosophie  zu  einer  evidenten  Wissen- 
schaft zu  erheben  und  den  ewigen  Frieden  in  ihr  herbeizuführen. 
Das  ist  die  Leistung  der  kritischen  Methode,  daß  sie  die  Auf- 
klärung vollendet  und  eben  damit  zugleich  überwindet.  Denn  sie 
zeigt,  daß  die  Reflexion  zwar  nicht  die  notwendigen  Wahrheiten 
verbürgen  könne,  zeigt  aber  zugleich  den  Weg,  wie  durch  Re- 
flexion die  Reflexion  zu  überwinden  sei. 
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Anhang. 

Über  das  Verhältnis  des  sogenannten  Neukantianismus  zu 
Fries'  Neuer  Kritik  der  Vernunft. 

Fassen  wir,  um  unsern  Standpunkt  historisch  zu  fixieren,  die 
Ecsultate  unserer  Untersuchungen  zusammen,  so  hat  sich  uns  als 
das  allein  richtige  Verfahren  zu  philosophieren  die  von  Kant 
entdockte  Kritik  der  Vernunft  herausgestellt.  Die  Kritik  der 
Vernunft  aber  muß,  so  fanden  wir,  nach  psychologischer  Methode 
bearbeitet  werden.  Damit  kommen  wir  auf  die  Wendung  zurück, 
die  Fries  dem  wissenschaftlichen  Philosophieren  gegeben  hat. 
Wir  kommen  zurück,  sage  ich.  Denn  mit  der  Forderung  psycho- 
logischer Kritik  treten  wir  in  schärfsten  Gegensatz  zu  der  herr- 
schenden Ansicht,  wie  sie  am  nachdrücklichsten  gerade  von  denen 
vertreten  wird,  die  ihre  Lehre  an  den  Namen  Kants  anknüpfen. 
Wenn  auch  heute  von  einer  angesehenen  Schule  die  Rückkehr  zu 
Kant  gefordert  und  versucht  wird,  so  hören  wir  doch  nichts  von 
einer  Anknüpfung  an  Fries.  Und  doch  war  es  gerade  Fries, 
der  schon  vor  hundert  Jahren  die  Methode  der  Vernunftkritik 
wieder  aufnahm  und  mit  ihrer  Hülfe  die  Fortbildung  der  Philo- 
sophie unternahm.     Wie  erklärt   es  sich   da,   daß   wir  bei  denen, 
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die    eine  Erneuerung   des   Kantianismus    zu    erstreben    behaupten, 
keiner   wissenscbaftlicben   Prüfung    —  weder    einer    Anerkennung 
noch  Widerlegung ,   ja  meist  nicht  einmal  einer  historischen 
Beachtung  des  Philosophen  begegnen,  der  zuerst  und  bis  auf  den 
heutigen    Tag    allein    durch    Erneuerung    des  Unternehmens    der 
Vernunftkritik   der  Kantischen    Philosophie   eine   neue   Grundlage 
geschaffen  hat  ?    Offenbar  eben  daraus ,   daß  sie ,   wie  sich  uns  ge- 
zeigt hat,  die  psychologische  Natur   der  Kritik    verkennen.      Den 
letzten  Grund  aber  dieses  Verkennens  hatten  wir  in  dem  Mißver- 
ständnis   des  Begriffs   des   Transcendentalen   gefunden.     Nun    hat 
aber  gerade  Fries   seine  Reform  der  Kritik  auf  die  Prüfung  eben 
dieses  Begriffs  und  auf  die  Berichtigung  des  Mißverständlichen  in 
ihm  gegründet.     Wie  kommt  es  nun,  daß  die  „Neukantianer"  sich 
nicht  von  Fries    über  dieses  Mißverständnis  haben  belehren  lassen  ? 
Nur  daher,    daß  sie,  wie  eine  Vergleichung   ihrer  Schriften  zeigt, 
es  vorgezogen  haben,  statt  seine  Kritik  der  Vernunft  zu  studieren, 
die  traditionelle  Fabel  von  F  ries'  Psychologismus  nachzusprechen. 
In    der  Tat    ist   diese  Fabel,    seit  Fischer^    sie   erfunden   hat, 
ganz  allgemein  treuherzig  weiter  erzählt  worden. 


*  K.  Fischer.  Die  beiden  Kantischen  Schulen  in  Jena.  Rede  zum  Antritt 
des  Prorektorats.  1862. 

Nur  hier  nebenbei  möchte  ich  auf  eine  ebenso  wenig  bekannte  wie  für  die 
Geschichte  der  Philosophie  in  der  zweiten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts  folgenreiche 
Tatsache  aufmerksam  machen.  In  der  eben  genannten  Schrift  tindet  sich  neben 
der  oben  beleuchteten  groben  sachlichen  Mißdeutung  auch  ein  schwerwiegender 
historischer  Irrtum.  Es  heißt  nämlich  daselbst  S.  G:  „Ich  kehre  zurück  zu 
den  jenaischen  Professoren,  die  auf  dem  hiesigen  Katheder  die  Kantische  Philo- 
sophie entwickelt  und  fortgebildet  haben.  Diese  Entwicklungsgeschichte  umfaßt 
einen  Zeitraum  von  56  Jahren,  der  mit  dem  Auftreten  des  älteren  Reinhold  be- 
ginnt und  mit  dem  Tode  von  Fries  endet."  -  Die  Reihe  der  Professoren  ,  die 
auf  dem  Katheder  von  Jena  die  Kantische  Philosophie  entwickelt  und  fortgebildet 
haben,   endet   aber   keineswegs  mit   Fries,   sondern  vielmehr  erst   mit  Ernst 
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So  lesen  wir  bei  einem  unserer  geachtctsten  Forscher  im  Ge- 
biete  der   Geschichte   der  Philosophie:  „Der  Psychologismus,    wie 
ihn  etwa  die  Fries   und  Beneke  darstellen,    oder    wie    er   sich   in 
der  völkerpsychologischen  Richtung  neu  entwickelt  hat,    verdankt 
die    große    Überlegenheit,    die    er    den    entsprechenden    früheren 
Theorieen   gegenüber   zweifellos    besitzt,   ledigUch   dem  Anschluß 
an  die  kritische  Philosophie.    Das  ist  die  Größe  des  Kantianismus, 
daß  er  alle  seine  Gegner  veredelt  hat."  ^   Dem  gelehrten  Geschichts- 
schreiber  der  Philosophie    scheint    bei   dieser    seiner    Gegenüber- 
stellung kritischer  und  genetischer  Methode  ein  kurzer,  aber  lehr- 
reicher Aussprach   von  Fries  entfallen   zu  sein:    „Aber  das  ver- 
steht  Herr   Beneke   wieder  nicht,    weil   ihn   seine   unglückliche 
genetische  Psychologie  irre  macht.     So  versteht  er   Kants   Aus- 
druck ,  Erkenntnis    rein    a    priori'    gar    nicht.      Er    hält    ihn    für 
einen  genetischen  Begriff  ..."  2 


Friedrich  Apelt,  der,  bis  zu  seinem  frühzeitigen  Tode  im  Jahre  1859  also 
noch  zu  eben  der  Zeit,  in  der  Fischer  dort  seine  Lehrtätigkeit  begann  in'  Jena 
die  kritische  Philosophie  lehrte.  Die  Verdienste  dieses  Mannes  um  die  Fortbildung 
der  Kantischen  Philosophie  verschweigt  Fischer  iu  seiner  Rede.  In  seiner  Ge- 
schichte der  Philosophie  findet  sich  auch  nicht  einmal  mehr  Apelts  Name  Nur 
durch  diese,  die  gebührende  Beurteihmg  von  selten  des  unparteiischen  Geschichts- 
schreibers noch  erwartende  Handlungsweise  ist  es  ihm  gelupgen,  das  Wirken  und 
die  Verdienste  des  letzten  rechtmäßigen  Vertreters  der  Kantischen  Schule  aus  der 
geschichtlichen   l  berlieferung  zu  streichen. 

Es  ist  das  Verdienst  Ernst  Ilalliers,  das  von  Apelt  hinterlassene 
wissenschaftliche  Besitztum  gegenüber  der  allgemeinen  Nichtachtung  von  selten 
der  zeitgenössischen  Philosophen  in  Schutz  genommen  und  der  Nachwelt  über- 
mittelt zu  haben.  (Namentlich :  Kulturgeschichte  des  19.  Jahrhunderts.  12  Ab- 
schnitt. Die  mathematisch -naturwissenschaftliche  Schule.  §2.  Ernst  Friedrich 
Apelt  und  die  Theorie  der  Induktion.)  Erst  eine  Zeit,  die  den  Wert  dieses  Be- 
sitztums zu  schätzen  wissen  wird,  wird  auch  die  Verdienste  des  Mannes  zu  ehren 
wissen,  dem  sie  die  Erhaltung  des  ihr  überkommenen  Erbes  verdankt. 

^  Windelband.   Präludien.  1884.    Kritische  oder  genetische  Methode?  S.  248 
J.  !•.  I-rics.    Die  Geschichte  der  Philosophie.   Bd.  2.  1840.  S.  5U. 
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Mit  derselben  Unkenntnis  des  Gegenstandes  ausgerüstet,  unter- 
nimmt es  Riehl  die  Fries  sehe  Methode  anzugreifen  \  So  führt 
er  denn  seine  Streiche  überall  nur  gegen  ein  Phantom,  das  außer 
in  seiner  Einbildung  nie  und  nirgend  existiert  hat.  Das  Folgende 
dürfte  hinlänglich  sein,  um  diese  Behauptung  zu  beweisen. 

Riehl  sagt  (S.  294): 

„Ich  verstehe  unter  psychologischem  Vorurteil,  kein 
Vorurteil  Kants ,  sondern  ein  Vorurteil  seiner  Ausleger  und  Kri- 
tiker ;  die  Behauptung ,  die  kritische  Philosophie  sei  auf  Psycho- 
logie gegründet,  oder  die  Forderung,  sie  solle  es  sein ,  obschon 
sich  Kant  selbst  des  anthropologischen  Charakters  seiner  kritischen 
Untersuchungen  nicht  deutlich  bewußt  gewesen  sei.  Die  letztere 
Forderung  wird  von  Fries  und  seiner  Schule  erhoben,  die  erstere 
Behauptung  hat  besonders  Herbart  zu  ihrem  Vertreter.  Vorerst 
muß  gegen  Fries  erklärt  werden,  daß  eine  psychologische  Grund- 
legung der  Kritik  ganz  und  'gar  ihrem  eigenen  Vorhaben  wider- 
streite." 

Vorerst  muß  Fries  gelesen  werden,  ehe  man  daran  geht, 
ihn  zu  widerlegen.  Derartig  vage  und  unbestimmte  Forderungen 
hat  Fries  nicht  erhoben.  Vielmehr  fordert  er,  daß  der  Auf- 
stellung des  Systems  der  Philosophie  eine  Kritik  der  Vernunft 
vorhergehe,  und  beweist,  daß  diese  Kritik  eine  psychologische 
Wissenschaft  sei.  Eine  Philosophie,  die  dieser  Forderung  genügt, 
heißt  eben  darum  kritische  Philosophie.  Die  Kritik  aber,  lehrt 
er,  sei  nicht  selbst  Philosophie,  sondern  das  Philosophieren,  um 
zur  Philosophie  zu  gelangend  Fries  hat  also  allerdings  die 
„psychologische   Grundlegung   der   Kritik"   behauptet;     die   Be- 


^  A.  Riehl.    Der  philosophische  Kriticismus.    Bd.  1.  1876. 
*  J.  F.  Fries.    System  der  Metaphysik.   §  27.  S.  155. 
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hauptung  aber,  daß  durch  ein  solches  Verfahren  die  Philosophie 
auf  Psychologie  gegründet  werde,  ist  irreführend  und,  wie  Riehl 
sie  in  Anspruch  nimmt,  falsch. 

Riehl  erklärt  nämlich,  daß  eine  psychologische  Grundlegung 
der  Kritik  ganz  und  gar  ihrem  eigenen  Vorhaben  widerstreite, 
und  begründet  diese  Erklärung  folgendermaßen: 

„Wäre  die  Kritik  auf  Psychologie  oder  Anthropologie  ge- 
gründet, so  würde  sie  sich  auf  einen  Teil  der  Erfahrung 
stützen."  —  Ganz  zweifellos  würde  die  Kritik  das  tun.  Warum 
sollte  sie  auch  wohl  nicht  ?  —  „Sie  würde  nicht  die  Prüfung  der 
Bedeutung  und  Tragweite  der  allgemeinen  Erfahrungsbegriffe  sein 
können.  Sie  würde  vielmehr  die  Gültigkeit  dieser  Begriffe  für 
den  Umkreis  der  persönlichen  und  überhaupt  der  psychologischen 
Empirie  voraussetzen." 

Gewiß  werden  wir  die  Gültigkeit  dieser  Begriffe  voraussetzen. 
Dabei  begehen  wir  aber  durchaus  keinen  Cirkel.  Denn  die  Kritik 
will  ja  garnicht  die  Gültigkeit  dieser  Begriffe  beweisen,  sondern 
sie  nur  als  solche  aufweisen,  nämlich  als  Begriffe,  die  wir  für  alle 
Erfahrung  voraussetzen  müssen,  die  Bedingungen  der  Möglichkeit 
der  Erfahrung  sind.  Versteht  Herr  Riehl  unter  der  „Prüfung 
der  Bedeutung  und  Tragweite  der  allgemeinen  Erfahrungsbegriffe" 
etwas  anderes,  so  ist  es  seine  Schuld,  wenn  eine  solche  Prüfung 
in  einen  Cirkel  gerät.  Die  Kritik  der  Vernunft  von  Kant  und 
Fries    hat  mit  einer  derartigen  Prüfung  keine  Gemeinschaft. 

;,Die  innere  Erfahrung  hat  vor  der  äußeren  in  Bezug  auf 
die  Festigkeit  und  die  Evidenz  ihrer  Grundlagen  Nichts  voraus, 
wohl  aber  steht  sie  derselben  in  Bezug  auf  die  Anwendbarkeit 
der  logischen  Erfahrungsgrundsätze  bei  weitem  nach." 

Eben  dieser  vermeintliche  Mangel  ist  einer  der  Hauptvor- 
züge, durch  die  sich  die  innere  Erfahrung  als  einen  Leitfaden  der 
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Spekulation  empfiehlt.  Denn  wir  umgehen  dadurch  den  Streit  um 
die  philosophischen  Principien  und  setzen  an  seine  Stelle  den  viel 
sichereren  Weg  der  Beobachtung, 

„Subjektiv  notwendig  ist  die  Hallucination  so  gut  wie  die 
Wahrnehmung  eines  wirklichen  Gegenstandes."     (S.  297.) 

Fries'  Kritik  behandelt  aber  garnicht  die  Frage,  welche 
Vorstellungen  „subjektiv  notwendig"  sind,  sondern  die  Frage, 
welche  Vorstellungen  in  der  reinen  Vernunft  entspringen. 

„Der  Begriff  der  Erfahrung  ist  der  feste  Grund,  die  ein- 
zige   Voraussetzung    der    Kantischen    Erkenntnistheorie." 

(S.  303.) 

Also  aus  einem  einzigen  Begriff  hätte  Kant  seine  ganze 
Erkenntnistheorie  entwickelt?  Derselbe  Kant,  der  nachgewiesen 
hat,  daß  aus  einem  Begriff  nur  analytische  Urteile  entspringen 
und  daß  aus  bloßer  Logik  keine  Wissenschaft  möglich  ist? 

„Die  beiden  Fragen:  wie  entstehen  Vorstellungen  und:  sind 
Vorstellungen  giltig,  mit  dem  Objekte  übereinstimmend,  d.  i.  ent- 
halten sie  gegenständliches  Wissen,  sind  ganz  verschiedene  Fragen. 
Die  letztere  läßt  sich  durch  keine  Psychologie  jemals  entscheiden." 

In  der  Tat,  das  sind  zwei  verschiedene  Fragen.  Und  auch 
darin  hat  Riehl  Recht,  daß  sich  letztere  durch  keine  Psycho- 
logie jemals  entscheiden  läßt.  Aber  die  Frage,  ob  unsere  Vor- 
stellungen mit  dem  Gegenstande  übereinstimmen,  läßt  sich  eben- 
sowenig durch  irgend  eine  andere  menschliche  Wissenschaft  ent- 
scheiden. Denn  es  ist  uns  nicht  mögHch,  aus  unserer  Erkenntnis 
herauszutreten  und  sie  mit  dem  Gegenstande  zu  vergleichen; 
sondern  darüber  bleibt  ein  jeder  dem  Vertrauen  zu  seiner  Ver- 
nunft überlassen.  Suchen  wir  indessen  nicht  diese  objektive 
Wahrheit  der  Übereinstimmung  mit  dem  Gegenstande,  sondern 
die    innere  Wahrheit   der  Übereinstimmung  unserer    Erkenntnisse 
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nnter  einander,  so  wird  uns,  was  die  philosophische  Erkenntnis 
betrifft,  die  Psychologie  sehr  gute  Dienste  leisten,  um  die  mittel- 
bare Erkenntnis  der  Reflexion  mit  der  unmittelbaren  Erkenntnis 
der  Vernunft  zu  vergleichen  und  dadurch  über  die  Gültigkeit  der 
erstcren  zu  entscheiden. 

„Die  Formel  des  Problems  der  Vernunftkritik  lautet :  wie  sind 
synthetische  Urteile  a  priori  mfJglich?  Die  Aufgabe,  die  in  dieser 
Frage  ausgedrückt  wird,  ist  eine  allgemein  philosophische,  oder 
in  Kants  Sprache  eine  metaphysische  ;  demnach  kann  ihre  Lösung 
nur  aus  Begriffen  erfolgen."  (S.  315.) 

Diese  Aufgabe  ist  aber  durchaus  keine  philosophische,  sondern 
eine  kritische;  wie  Riehl  selbst  sagt,  ein  Problem  der  Vernunft- 
kritik. Mit  demselben  Recht  hätte  Riehl  sie  eine  mathematische 
nennen  können,  da  sie  sich  auf  die  synthetischen  Urteile  a  priori 
der  Mathematik  ebenso  bezieht  wie  auf  diejenigen  der  Philosophie. 
Am  allerwenigsten  hat  Kant  selbst  die  Torheit  begangen,  sie 
;,eine  metaphysische"  zu  nennen.  Wie  sollte  auch  die  Aufgabe 
eine  metaphysische  sein  und  ihre  Lösung  aus  bloßen  Begriffen  er- 
folgen, da  sie  selbst  erst  entscheiden  soll ,  ob  Metaphysik,  d.  h. 
Wissenschaft  aus  bloßen  Begriffen  überhaupt  möglich  ist.  Man 
sollte  doch  etwas  genauer  zusehen,  ehe  man  einen  Kant  solcher 
Unbesonnenheit  verdächtigt. 

Auch  H.  Cohen  hat  sich  durch  den  oben  nachgewiesenen 
logischen  Fehler  zu  einem  Streite  gegen  den  angeblichen  „anthro- 
pologischen Irrtum"  '  der  Vertreter  der  psychologischen  Auffassung 
der  Kritik  verleiten  lassen.  Ehe  wir  uns  aber  auf  diesen  Streit 
einlassen,  können  wir  Folgendes  feststellen. 


'  II.  Cohen.    Kants  Theorie  der  Erfahrung.    2.  AuH.  1885.  S.  298. 
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Wir  haben  bereits  oben  allgemein  gezeigt,  daß  jeder  andere 
als  empiriseb-psycbologiscbe  Versuch  einer  Begründung  der  meta- 
physischen Principien  auf  das  unmögliche  Unternehmen  hinausläuft, 
aus  bloßer  Logik  Metaphysik  zu  machen.  Dies  können  wir  an 
dem  von  Cohen  selbst  gegebenen  Beispiel  einer  vermeintlich 
nicht  psychologischen  Behandlung  des  kritischen  oder  —  wie  er 
es  mit  Vorliebe  bezeichnet  —  transcendentalen  Problems  demon- 
strieren. Wir  können  zeigen ,  daß  die  Antworten ,  die  wir  hier 
auf  diese  Frage  erhalten,  nur  entweder  als  leere  analytische  Sätze 
oder  als  verkannte  psychologische  Erklärungen  aus  innerer  Er- 
fahrung aufgefaßt  werden  können  ^ 

Wie  lautet  nämlich  der  „oberste  Grundsatz",  aus  dem  die 
Grundsätze  „entspringen  müssen"  (S.  140)?  —  „Daß  wir  Nut- 
wendigkeit  anerkennen  wollen  in  demjenigen  Gebiete  unseres  Be- 
wußtseins, welches  als  Wissenschaft,  als  mathematische  Natur- 
wissenschaft ausgezeichnet  ist."  (S.  139.)  —  Dies  ist  ein  ana- 
lytischer Satz;  oder  wäre  es  nicht  der  Begriff  der  mathe- 
matischen Naturwissenschaft,  die  Verknüpfung  der  Wahrnehmungen 
nach  notwendigen  Gesetzen  zu  sein?  Aus  diesem  analytischen 
Satz    sollen  die  metaphysischen   Grundsätze   entspringen   und   ab- 


1  Schon  Stumpf  hat  auf  den  tautologischen  Charakter  der  Cohenschen 
Erklärungen  hingewiesen.  (Psychologie  und  Erkenntnistheorie.  Abhandl.  der 
phil.  hist.  Kl.  der  Kgl.  Bayr.  Akad.  der  Wiss.  XIX.  Bd.  S.  465—516.)  Anderer- 
seits sind  die  logischen  Irrtümer  der  von  Cohen  gegen  Fries  gerichteten  Polemik 
—  soweit  diese  überhaupt  auf  logischen  Fehlern  und  nicht  auf  falschem 
Referat  beruht  —  bereits  von  Grapengießer  für  jeden  Denkenden  zur  Genüge 
nachgewiesen  worden.  (Die  transcendentale  Deduktion.  Zeitschr.  für  PhUosophie 
und  phil.  Kritik.  65.  Bd.  Heft  1  u.  2,  66.  Bd.  Heft  1.)  Da  indessen  die  Aus- 
führungen beider  unbeachtet  geblieben  zu  sein  scheinen,  habe  ich  hier  versucht, 
von  einem  anderen,  allgemeineren  Gesichtspunkte  aus,  die  Nichtigkeit  der  Cohen- 
schen Argumentations weise  darzulegen. 
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geleitet  werden  ?  Oder  sollte  es  anders  gemeint  sein,  nämlich  so : 
wir  wollen  Notwendigkeit  anerkennen  in  einem  Gebiete  unseres 
Bewußtseins,  und  dadurch ,  daß  wir  sie  anerkennen,  machen  wir 
es  zur  mathematischen  Naturwissenschaft?  Das  aber  wäre  eine 
psychologische  Tatsache ,  eine  Erkenntnis  aus  innerer  Selbstbeob- 
achtung. Wir  haben  das  Bedürfnis ,  notwendige  Gesetze  anzu- 
nehmen und  ihnen  gemäß  den  Gehalt  unserer  Sinnesanschauung  zu 
verknüpfen;  das  wäre  eine  Tatsache,  von  der  wir  sehr  wohl  aus- 
gehen könnten.  Aber  die  obersten  Naturgesetze  werden  nie  und 
nimmer  aus  einer  psychologischen  Tatsache  entspringen  können. 
Das  wäre  ja  gerade,  was  Cohen  am  meisten  verabscheut,  eine 
Verquickung  der  höchsten  philosophischen  Grundgesetze  mit  psy- 
chologischen Tatsachen.  Und  doch  sehen  wir  hier  deutlich,  wie 
Cohen  blindlings  dieser  Verquickung  anheimfällt,  so  sehr  er  auch 
dagegen  protestiert.  Wie  er  auch  die  terminologische  Fassung 
seines  „obersten  Grundsatzes"  variiert,  immer  bleibt  nur  die 
Wahl,  ob  man  ihn  als  einen  leeren  analytischen  Satz  oder  als  den 
verkappten  Ausspruch  einer  psychologischen  Selbstbeobachtung 
auffassen  will.  So  gleich  darauf:  „Nur  das  allein  kann  Leitstern  des 
Gesetzes  sein :  daß  ein  Gesetz  walten  solle  in  dem  Gebiete  der  Er- 
fahrung" oder  „daß  wir  Gesetze  haben  müssen,  sofern  wir  Wissen- 
schaft haben  wollen".  (S.  591.)  Natürlich  ließe  sich  auch  nicht 
einmal  psychologisch  irgend  etwas  daraus  herleiten.  Denn  wenn 
ich  die  Gesetze  nicht  schon  in  meiner  Vernunft  besitze,  so  kann 
mir  kein  Wollen  dazu  verhelfen,  sie  mir  auszudenken.  Denn  ich 
schaffe  sie  nicht  durch  meinen  Willen ,  sondern  mein  Bewußtsein 
findet  sie  vor ,  allerdings  nur ,  wenn  es  willkürlich  reflektiert. 
Aber  Willkürlichkeit  der  Reflexion  ist  von  der  Selbsttätigkeit  der 
Vernunft  grundverschieden.  Man  sieht  auch  hier  wieder ,  wie 
nahe   Cohen    bei   Fichte    steht ,    ohne    es   selbst   zu    bemerken 
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oder  bemerken  zn  wollen.  Und  von  seinem  Standpunkt  aus  sind 
seine  Einwürfe  gegen  Fichte  in  der  Tat  recht  schwach  und 
inkonsequent. 

„"Woher  nehmen  ,  wir  selbst'  dasjenige,  was  wir  in  die  Dinge 
legen  müssen,  um  etwas  a  priori  an  ihnen  zu  erkennen?  \\'euu 
jetzt  die  Antwort  lautet:  aus  dem  Bewußtsein,  so  denken  wir  das 
Bewußtsein  als  den  Inbegriff  der  Mittel  und  Methoden,  die  jenes 
,  Hineinlegen '  ausmachen."  (S.  142.)  —  Diese  „Antwort"  giebt 
uns,  in  einem  anderen  Wort,  die  Frage  rein  zurück:  Wir  nehmen 
dasjenige,  was  wir  in  die  Dinge  hineinlegen,  aus  dem  Inbegriti' 
der  Mittel  und  Methoden,  die  das  Hineinlegen  ausmachen.  Indem 
wir  aber  diesem  Inbegriff,  dessen  Herkunft  erklärt  werden  sollte, 
den  zweideutigen  Namen  „Bewußtsein '^  geben,  täuschen  wir  den 
ungründlichen  Leser  über  die  nichts  besagende  Leerheit  dieser 
logischen  Formel  hinweg. 

Nicht  stichhaltiger  sind  die  historischen  Argumente,  die  dem 
Texte  der  Kantischen  Kritik  entlehnt  werden. 

„Der  oberste  Grundsatz  heißt . . .  vorzugsweise  der  der  ,  Einheit 
der  Apperception'.  Und  auf  daß  der  Ausdruck  nicht  psychologisch 
oder  metaphysisch  gefaßt  werde,  so  lautet  die  Fassung:  , Synthe- 
tische Einheit  der  Apperception '  "  (S.  142.)  —  Also  der  „syste- 
matische Gegensatz  zur  Materie"  (S.  141)  soll  nicht  psychologisch 
gefaßt  werden?  Wenn  Herr  Cohen  uns  wenigstens  darüber  be- 
lehren wollte,  welcher  Gegensatz  zwischen  psychologisch  und 
synthetisch  bestände.  Das  ganze  Raisonnement  reiht  nur  eine 
willkürliche  Behauptung  an  die  andere. 

Zum  Beweise,  daß  in  der  Kantischen  Kritik  der  reinen  Ver- 
nunft „Sinnlichkeit  kein  Seelenvermögen"  bedeute,  citiert 
Cohen  Kants  Satz :  „Diese  Fähigkeit  (Receptivität), . . .  VorsteUungen 
zu  bekommen,    heißt  Sinnlichkeit"  und  bemerkt   dazu:    „Es  steht 
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Nichts  von  Kraft  oder  Vermögen  in  dieser  Bestimmung."  (S.  108.) 
—  Aber  leider  hat  Cohen  versäumt,  uns  über  den  Unterschied 
von  Fähigkeit  und  Vermögen  aufzuklären.  Vielmehr  gebraucht 
er  selbst  (mit  Kant)  beide  Worte  als  gleichbedeutend.  So  S.  301 : 
„Solcher  ursprünglicher  Quellen,  Fähigkeiten  oder  Ver- 
mögen der  Seele  nimmt  Kant  drei  an :  Sinn,  Einbildungskraft 
und  Apperception." 

„Von  wirklichen  Dingen,  denen  eine  die  Eindrücke  derselben 
aufnehmende  Subjektivität  begegnete,  ist  nirgend  die  Rede." 
(S.  154.)  — Auch  nicht  im  folgenden,  von  Cohen  selbst  citierten 
Satze:  „Die  Wirkung  eines  Gegenstandes  auf  die  Sinnlichkeit, 
sofern  wir  von  demselben  afficiert  werden,  ist  Empfindung"? 
(S.  109.)  —  „Man  hat  Kant  nicht  zu  lesen,  sondern  sich  in  ihn 
zu  versenken";  so  gebietet  Herr  Cohen  seinen  Schülern ^  Ich 
dächte  aber  doch,  dass  derjenige,  der  andere  über  Kant  zu  be- 
lehren oder  gar  ihn  selbst  weiterzubilden  beansprucht,  besser 
täte,  ihn  zuvor  zu  lesen. 

Nicht  anders  steht  es  mit  folgender  Interpretation :  „  ,Von 
Objekten  afficiert  werden '  .  .  .  bedeutet  nichts  anderes  als  die 
Anschauung  .  .  .  Auf  ,  afficiert  zu  werden '  folgt :  ,  und  dadurch 
unmittelbare  Vorstellung  derselben,  d.  i.  Anschauung  zu  be- 
kommen.'" (S.  165.)  —  Demnach  lehrt  also  Kant,  daß  wir  durch 
Anschauung  Anschauung  bekommen.  Dies  sind,  dem  „Genius" 
Kant  gegenüber,  die  Früchte  jener  „vollen  Hingabe,  ohne  die  sich 
kein  Geist  begreifen  läßt,  dem  man  nicht  gleicht."     (S.  IX.) 


'  H.  Cohen,  Rede  bei  der  Gedenkfeier  der  Universität  Marburg  zur 
hundertsten  Wiederkehr  des  Todestages  von  Immanuel  Kant,  Marburger  aka- 
demische Heden.     1904.    Nr.  10.   S.  30. 
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Wenden  wir  uns  nun  zu  dem  Angriff  Cohens  gegen  den 
;, anthropologischen  Irrtum"  (S.  298)  der  Vertreter  der  psycholo- 
gischen Kritik.  Es  „scheint"  ihm  „z weckdienlich''  (S.  373),  die 
Ansichten  von  Fries  und  Apelt  zu  „würdigen",  und  zwar  in 
folgender  Weise. 

„Die  metaphysische  Deduktion,  wenn  man  sie  nicht  als  Vor- 
bereitung der  transcendentalen  einhält,  läßt  in  der  Tat  der  Ver- 
mutung und  der  Ansicht  Eaum,  daß  sie  die  psychologische  Er- 
klärung nicht  nur,  was  ihre  Aufgabe  ist,  einschränke,  sondern 
daß  sie  dieselbe  vielmehr  fortführe  und  erfülle.  Wenn  sie  die 
formalen  Bedingungen  der  Erfahrung  als  die  Formen  des  Bewußt- 
seins nachweist,  so  liegt  es  freilich  sehr  nahe,  hierbei  an  die  des 
menschlichen,  persönlichen  zu  denken,  und  nicht  ausschließlich  an 
die  des  wissenschaftlichen."  (S.  374.)  —  Ohne  mich  hier  auf 
einen  Streit  über  die  Mythologie  vom  unmenschlichen  und  unper- 
sönlichen Bewußtsein  einlassen  zu  wollen,  frage  ich  vielmehr  nur: 
Wo  wäre  es  Fries  eingefallen,  daß  die  metaphysische  Deduktion 
es  mit  einer  „Erklärung"  zu  tun  habe?  Das  Phantom  der  Gefahr, 
die  Cohen  wittert,  existiert  überhaupt  garnicht. 

„Wenn  man  das  , bewirkt  werden*  .  .  .  anthropologisch  ver- 
steht, so  ist  schon  die  Frage  nach  dem  Bewirken  dieser  Analogie 
zwischen  logischen  und  metaphysischen  Formen  unstatthaft  und 
unverständlich." 

Die  Behauptung  der  Unstatthaftigkeit  dieser  Frage  hätte 
Cohen  begründen  sollen.  Der  Umstand,  daß  die  Frage  ihm 
unverständlich  ist,  braucht  seinen  Grund  nicht  in  der  Frage  zu 
haben.  Uns  ist  sie  nicht  nur  verständlich,  sondern  wir  haben 
auch  begrilFen,  daß  sie  vielmehr  einzig  und  allein  ^anthropologisch" 
statthaft  und  verständlich  ist. 


—    82     — 

„Fries  dagegen  will  anthropologisch  diese  Analogie  nur  als 
solche  begreifen ;  daher  sucht  und  setzt  er  ein  Drittes,  in  und  an 
welchem  jene  beiden  Formen  analog  werden."     (S.  375.) 

Fries  setzt  vielmehr  überhaupt  nichts ;  —  die  Abenteuer 
des  transcendentalen  Setzergeschäfts  hat  er  seinem  Kollegen 
Fichte  überlassen  —  sondern  er  hat  Tatsachen  beobachtet  und 
die  Resultate  seiner  Beobachtung  aufgeschrieben. 

Es  folgt  dann  eine  Reihe  von  Citaten,  ohne  irgend  einen 
Versuch  einer  ernsthaften  Widerlegung,  bis  Seite  377,  wo  sich 
der  Einwurf  erhebt:  „So  zeigt  diese  Auffassung  der  transcenden- 
talen Apperception  selbst  ihre  Unzulänglichkeit,  indem  Fries  zu 
ihrer  Ergänzung  einer  ,  formalen  Apperception'  bedarf." 

Ein  eigentümliches  Kriterium  der  Unzulänglichkeit.  Zeigt 
vielleicht  auch  die  Kritik  der  reinen  Vernunft  selbst  ihre  Unzu- 
länglichkeit, indem  Kant  zu  ihrer  Ergänzung  einer  Kritik  der 
praktischen  Vernunft  bedarf?  Aber  überdies  ist  die  Behauptung 
völlig  unwahr ,  daß  Fries  die  formale  Apperception  zur  Er- 
gänzung der  transcendentalen  eingeführt  habe,  da  vielmehr  bei 
Fries  die  formale  Apperception  nichts  anderes  bedeutet  als  das, 
was  Kant  unbestimmter  die  Einheit  der  transcendentalen  Apper- 
ception nennt  ^  Daß  in  Fries'  Vernunftkritik  außer  dem  Buch- 
stabencomplex  t-r-a-n-s-c-e-n-d-e-n-t-a-1-e-A-p-p-e-r-c-e-p-t-i-o-n  noch 
der  andere  f-o-r-m-a-l-e-A-p-p-e-r-c-e-p-t-i-o-n  vorkommt ,  kann 
Herrn  Cohen   doch  wohl  nicht  zu  seiner  Behauptung  berechtigen. 

„Als  ,Gedächtnis*  wird  die  unmittelbare  Erkenntnis  bezeichnet." 
(S.  378.)  —  Es  ist  zu  bedauern,  daß  Herr  Cohen  es  unterlassen 
hat,  die  Stelle  anzugeben,   an  der  Fries  einen  so  groben  Fehler 


*  J.  F.  Fries.    Neue  Kritik  der  Vernunft.    §  93. 
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begett,    da  diese  Stelle    seinen  Lesern    bisher    nicht    bekannt    ge- 
worden ist. 

„Wäre  es  nicht  klarer  und  tiefer,  die  Einheit  nicht  als  Grund- 
Vorstellung,  sondern  als  die  Grundbedingung  des  Bewußtseins  und 
somit  der  Erfahrung  zum  obersten  Grundsatz  derselben  zu  machen?" 
—  Nicht  klarer  und  tiefer  wäre  es,  sondern  Vermengung  der 
Philosophie  mit  Psychologie,  die  Cohen  um  so  ärger  betreibt,  je 
lebhafter  er  gegen  sie  prostestiert. 

„Fries  geht  jedoch  soweit  in  seiner  anthropologischen  Ver- 
blendung, daß  er  in  die  unmittelbare  Erkenntnis  auch  das  höchste 
Wertzeichen  der  Vorstellung  setzt:    die  objektive  Gültigkeit.*" 

Tri  der  Tat ;  in  der  Unmittelbarkeit  der  Erkenntnis  hat  Fries 
ein  Kriterium  ihrer  objektiven  Gültigkeit  entdeckt.  Daß  dies 
aber  Verblendung  sei,  ist  ein  unbegründeter  Vorwurf.  Was  haben 
derartige  Behauptungen  für  einen  wissenschaftlichen  Wert  ?  Un- 
kundige mögen  sich  durch  eine  solche  Behauptung  blenden  lassen; 
uns  wird  sie  solange  bedeutungslos  erscheinen,  bis  man  uns  die 
Hinfälligkeit  der  Friesschen  Entdeckung  nachweisen  wird.  Zu 
diesem  Nachweis  hätte  sich  Herr  Cohen  freilich  auf  die  Begrün- 
dung einlassen  müssen,  die  Fries  der  Sache  gegeben  hat.  Das 
aber  hat  ihm  nicht  „zweckdienlich'^  geschienen. 

Das  sei  der  „Grundfehler  dieser  gesamten  Ansicht,  daß  Fries 
...  die  empirisch  -  anthropologische  Natur  des  unmittelbaren  Be- 
wußtseins zum  Eckstein  gemacht  hat."     (S.  379.) 

Wenn  Herr  Cohen  der  Friesschen  Unterscheidung  der 
unmittelbaren  Erkenntnis  vom  Bewußtsein  nicht  folgen 
kann  oder  will,  so  hätte  er  nichtsdestoweniger  richtig  referieren 
können  und  sollen.  Freilich,  wenn  er  seine  „volle  Hingabe"  be- 
reits an  den  „Genius"  Kant  verausgabt  hat,    was  sollte  ihn  dann 
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noch  veranlassen,   dem  „anthropologisch  verblendeten"  Fries  diese 
schuldige  Achtung  zu  erweisen '. 

Nach  Vollziehung  dieser  Exekution  wird  der  unglückliche 
A  p  c  1 1  auf  das  Prokrustesbett  der  Cohen  sehen  Interpretations- 
logik gespannt.  „Apelt  macht  diese  transcendentale  und  formale 
Apperception  zur  ,  spekulativen  Grundform  aller  metaphysischen 
Erkenntnis''^.  —  Wo  hätte  Apelt  solche  Tollheit  begangen? 
Anders  kann  ich  die  von  Cohen  Apelt  untergeschobene  BegrifFs- 
verdrehung  nicht  bezeichnen ;  denn  sie  ist  für  jeden,  der  auch  nur 
eine  halbwegs  deutliche  Vorstellung  davon  hat,  was  Apelt  unter 
den  Worten  „transcendentale  Apperception",  „formale  Apper- 
ception" und  ,,spekulative  Grundform"  versteht,  schlechterdings 
sinnlos.  Im  übrigen  wird  Cohens  Behauptung  durch  den  ersten 
besten  Satz  aus  Apelts  äußerst  klarer  Darstellung  der  Apper- 
ceptionenlehre  Lügen  gestraft:  „Die  transcendentale  Apperception 
ist  das  unmittelbare  Ganze  der  Erkenntnis  meiner  Vernunft.  Die 
ursprüngliche  formale  Apperception  aber  ist  die  unmittelbare 
Form  jenes  Ganzen."  „Der  ursprünglichen  notwendigen  Grundvor- 
stellung unserer  Vernunft  d.  i.  der  formalen  Apperception  können 


'  Eine  ähnliche  „Probe  eines  Urteils,  das  vor  der  Untersuchung  vorhergeht," 
findet  man  bei  K.  Falckenberg.  Geschichte  der  neueren  Philosophie.  3.  Aufl. 
1898.  S.  417  f.,  420.  Dasselbe  gilt  von  Dr.  Max  Scheler.  Die  transcendentale 
und  die  psychologische  Methode  1900.  S.  34.  Desgleichen  von  Dr.  Hermann  Leser. 
Zur  Methode  der  kritischen  Erkenntnistheorie  mit  besonderer  Berücksichtigung 
des  Kant  -  Fries'schen  Problems.  19U0.  Sowie  von  A.  Ilägcrström.  Kants  Ethik. 
Upsala  1902.     S.  191  f. 

Einen  gewissen  Fortschritt  dem  gegenüber  bietet  schon  das  allerdings 
auch  erstaunlich  flüchtige  Elaborat  von  Dr.  Theodor  Elscnhans :  Das  Kant- 
Friesische  Problem  (1902)  ,  in  welchem  allen  Ernstes  Fries'  Unterscheidung 
mittelbarer  und  unmittelbarer  Erkenntnis  als  „mit  dem  psychologischen  Tatbe- 
stand nicht  vereinbar"  abgefertigt  wird,  welche  Unvereinbarkeit  freilich  „keines 
weitereu  Nachweises  bedarf."    (S.  42.) 
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wir  uns  nur  stufenweis  nach  verschiedenen  Verhältnissen  bewußt 
werden :  teils  unmittelbar  (durch  den  innern  Sinn :  Raum  und  Zeit), 
teils  nur  mittelbar  (durch  Reflexion:  die  Kategorieen).  Raum 
und  Zeit  ist  das  klare  d.  i.  anschauliche,  die  Verhältnisform  der 
Kategorieen  (d.  i.  die  spekulative  Grundform)  das  dunkle  Stück 
der   formalen  Apperception. "  * 

„So  ist  auch  bei  diesem  Manne  .  .  .  infolge  des  anthropolo- 
gischen Irrtums  das  Transcendentale  zum  Metaphysischen  verblaßt." 
(S.  380.)  —  Verblaßt?  Nein,  nicht  verblaßt,  sondern  ein  für 
allemal  abgetan  ist  das  Vorurteil  des  Transcendentalen,  und  Psy- 
chologie  und  Philosophie  sind  endgültig  geschieden. 

Und  während  die  Einheit  des  Bewußtseins  zeitlos  gilt,  weil 
sie  der  Zeit  übergeordnet  ist,  erscheint  die  Apperception  hier  in 
den  Raum  eingefügt,  als  , hinter'  dem  Bewußtsein.  Und  diese 
lokalen  und  optischen  Bestimmungen  wiederholen  sich  durchgängig. 
,  Im  dunkeln  Innern  unsrer  Erkenntnis  '  liegt  die  ursprüngliche 
formale  Apperception  .hinter  dem  Bewußtsein  .  .  .'" 

Man  müßte  annehmen,  daß  Herr  Cohen  zu  scherzen  beliebt 
—  wenn  dies  nicht  durch  den  Ernst  dieser  wissenschaftlichen  An- 
gelegenheit ausgeschlossen  wäre.  Es  wäre  dies  einer  der  „Spaße", 
von  denen  Cohen  urteilt,  daß  sie  „bei  so  wichtigen  Fragen  nicht 
bloß  schlecht  angebracht  sind,  sondern  auch  bei  der  groben  Natur 
dieser  Scherze  kein  Zeichen  von  geistiger  Freiheit  sein  dürften. '^^ 


»  E.  F.  Apelt.     Metaphysik.    §  45. 

2  H.  Cohen.     Logik  der  reinen  Erkenntnis.     S.  74. 

Apelt  sagt  ausdrückUch:  „Weil  es  keine  anschauliche  Form  der  Nebenord- 
nung in  innerer  Erfahrung ,  kein  Analogen  des  Raumes  giebt ,  so  giebt  es  auch 
keine  anschauliche  Stellengebung  der  gleichzeitig  vorhandenen  Tätigkeiten  meines 
Innern  und  mithin  auch  keine  leeren  Stellen  für  die  dunkeln  Tätigkeiten  meines 
Vorstellens  und  Erkennens.  Hierin  liegt  die  UnmögUchkeit  einen  0  r  t  der  Dunkel- 
heit in  meinem  Innern  anzugeben."     (Metaphysik.    §  45.) 
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—  Aber  gleichviel;  die  „lokalen  und  optischen  Bestimmungen" 
sind  verwerflich?  Warum  redet  dann  wohl  Herr  Cohen  so  viel 
von  „logischen  Örtern"  (S.  467) ,  von  „Ausstrahlungen  des  Ichs" 
(S.  373),  von  „Entfaltungen  der  Apperception'^  (S.  373),  von  der 
„Gesichts weite  des  a  priori"  (S.  352),  und  warum  läßt  er  seine 
Grundsätze  „die  Wege  der  Erfahrung  beleuchten"  (S.  474)?  Ja, 
noch  mehr,  warum  „erscheint"  bei  ihm  das  „transcendcntal-a 
priori"  ^eingefügt"  in  den  „Älutterleib"  (S.  352)  und  „in  der 
transcendentalen  Apperception  geboren"  (S.  307)? 

So  verfährt  Herr  Cohen,  wo  es  sich  um  rein  historische 
Fragen  handelt  und  wo  er  bestimmt  zu  kontrollierende  Tatsachen 
referiert.  Zur  Charakteristik  seiner  Behandlung  rein  sachlicher 
Fragen  wird  neben  dem  oben  Besprochenen  folgendes  Beispiel  ge- 
niigen. 

„Im  Geiste  der  transcendentalen  Ästhetik  könnte  man  dem 
Beispiele  für  das  analytische  Urteil  entgegenhalten :  daß  ein 
Körper  ausgedehnt  sei,  sei  vielmehr  ein  synthetisches  Urteil. 
Denn  woher  nähme  ich  dasselbe ,  wenn  nicht  aus  der  apriorischen 
Raumesanschauung.  Nun  ist  aber  daran  gar  kein  Zweifel,  daß  in 
diesem  Sinne  das  Urteil  durchaus  als  synthetisch  gelten  muß." 
(S.  400.) 

Den  Begriff  des  Körpers  nehme  ich  allerdings  aus  der 
Raumanschauung,  aber  nie  und  nimmer  das  Urteil,  daß  der 
Körper  —  d.  h.  das  Ausgedehnte  —  ausgedehnt  sei.  Und  darum 
ist  und  bleibt  das  Urteil  ein  analytisches.  Die  Kenntnis  des 
Unterschiedes  von  Urteil  und  Begriff  hat  Kant  freiUch  bei  seinen 
Lesern  vorausgesetzt. 

Cohen  selbst  nennt  es  zwar  beachtenswert  (S.  401),  wenn 
Kant  zu  dem  analytischen  Beispiele  „Gold  ist  ein  gelbes  Metall" 
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sagt:    „Um  dieses  zu  wissen,    brauche  ich  keiner  weiteren  Erfah- 
rung außer  meinem  Begriffe  vom  Golde",    läßt   sich  aber  dadurch 
keineswegs    hindern,    gleich    darauf  zu   schreiben:    ,Alle    Sätze 
welche  von  Gegenständen  der  Erfahrung  gelten  wollen,  sind  syn- 
thetische."    (S.  404.) 

Welche  Aufklärungen  und  welche  Fortbildung  der  Kantischen 
Philosophie  kann  man  von  demjenigen  erwarten,  der  noch  nicht 
einmal  den  Unterschied  der  analytischen  und  synthetischen  Ur- 
teile, dies  ABC  Kantischer  Philosophie,  gefaßt  hat? 

Doch  hat  sich  Herr  Cohen  neuerdings  selbst  mit  hinlänglicher 
Deutlichkeit  über  sein  Verhältnis  zur  Logik  erklärt:  „Wir  be- 
kämpfen nicht  nur  ihr  [der  „sogenannten  formalen  Logik"]  sach- 
liches Recht;  wir  bestreiten  auch  ihre  reale  Existenz."^  —  Es 
ist  zu  hoffen ,  daß  diese  Erklärung  recht  bald  die  verdiente  Be- 
rücksichtigung finden  möge. 


Schließlich  stelle  ich  allen  diesen  Angriffen,  die  —  wie  ich 
nunmehr  zu  behaupten  berechtigt  und  genötigt  bin  —  lediglich 
aus  unverzeihlicher  Mißdeutung  und  Entstellung  der  von  Fries 
mit  größter  Klarheit  und  Gründlichkeit  entwickelten  Lehre  von 
der  Deduktion  hervorgegangen  sind,  noch  eine  Stelle  aus  Fries' 
Metaphysik  —  1824  —  entgegen  '^ : 

„Das  Eigentümliche  meiner  Forderung  der  Deduktionen  und 
die  Berufung  auf  psychische  Anthropologie,  um  diese  Deduktionen 
zu  geben,  ist  wiederholt  auch  von  scharfsinnigen  Männern  miß- 
verstanden   und    mein  Philosophem    darum  widerrechtlich    zu    den 


*  H.  Cohen.     Logik  der  reinen  Erkenntnis.     1902.    S.  430. 

*  J.  F.  Fries.    System  der  Metaphysik.    §  23.    S.  117  f. 
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empirischen  gerechnet  worden.  Der  Grund  dieses  Mißverständ- 
nisses scheint  mir  darin  zu  liegen ,  daß  in  der  Logik  der  Schule 
die  Lehre  von  der  Begründung  der  Urteile  nicht  gründlich  genug 
behandelt  war  und  daher  meine  Begründung  der  philosophischen 
Principien  mit  Beweisen  derselben  verwechselt  wurde.  "Wer 
jetzt  meine  ausführlichem  Erläuterungen  der 
Sache  ansieht,  wird  diesen  Fehler  nicht  mehr  be- 
gehen   können." 


IL 

Über 

Begriff  und  Aufgabe  der  Naturphilosophie. 

Von 
Ernst  Friedrich  Apelt. 


Diese  Abhandlung  bildet  den  ersten  Abschnitt  der  von  Apelt  im  Winter- 
semester 1842—43  gehalteneu  „Vorlesungen  über  Natuiphilosophie",  wie  sie  uns 
in  der  Nachschrift  von  M.  J.  Schieiden  vorliegen.  Bisher  ist  nur  die  Ein- 
leitung gedruckt  worden.  Sie  wurde  von  Ernst  Ilallier  in  seine  „Kulturge- 
schiclite  des  neunzelinten  Jahrhunderts"  (Stuttgart  1889.  S.  167  f.)  aufgenommen. 
Ihm  verdanken  wir  auch  das  Schleidensche  Kollegienheft. 


I. 

Einleitung. 

Ich  habe  für  diesen  Winter  Vorträge  über  eine  Wissenschaft 
angekündigt,  welche  vor  ungefähr  40  Jahren  plijtzlich  als  ein 
glänzendes  Meteor  am  literarischen  Horizonte  erschien,  welche 
von  den  Kathedern  von  Jena  aus  einen  durch  Deutschland  weit- 
hin schallenden  Namen  erlangte,  dann  aber  eben  so  plötzlich 
wieder  verschwand  und  seit  längerer  Zeit  schon  als  verschollen 
betrachtet  wird.  So  anmaßend  und  vielverheißcnd  jene  neue 
literarische  Erscheinung  aufgetreten  war,  so  verächtlich  sank  sie 
in  ihr  Nichts  zurück.  Keine  ihrer  Verheißungen  konnte  sie  er- 
füllen, keinen  ihrer  Lehrsätze  rechtfertigen,  und  die  Fortschritte 
der  Wissenschaft  dienten  nur  dazu,  die  traurige  Verirrung  auf- 
zudecken, in  welche  sich  ein  ansehnlicher  Teil  der  deutschen  Ge- 
lehrtenrepublik verloren  hatte.  Dem  ohnerachtet  wage  ich  es, 
eine  Wissenschaft  aus  ihrem  Dunkel  wieder  hervorzuziehen,  an 
welcher  seitdem  ein  Makel  haftete  und  welche  gewissermaßen 
durch  eine  stillschweigende  Übereinkunft  von  den  Kathedern 
verbannt  war.  Die  Aufgaben  dieser  Wissenschaft  wurden  indessen 
keineswegs  damals  zum  ersten  Male  gestellt,  sondern  sie  sind  so 
alt,  als  die  ersten  Anfänge  der  griechischen  Spekulation.  Sie 
liegen  auf  einem  Gebiet  der  menschlichen  Erkenntnis,  an  welches 
Philosophie,  Mathematik  und  Erfahrung  gleiche  und  gemeinschaft- 
liche Ansprüche  haben  und  sich  wechselseitig  öfters  zu  verdrängen 
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gesucht  haben.  Bald  hat  die  eine,  bald  die  andere  dieser  Er- 
kenntnisweisen ausschließlich  die  Oberherrschaft  und  Gesetzgebung 
in  der  Naturphilosophie  an  sich  zu  reißen  gesucht.  Daher  die 
Yiolo-estaltigkeit  dieser  Wissenschaft  in  den  verschiedenen  Peri- 
oden ihrer  Ausbildung,  daher  der  Streit  um  die  Quellen  und 
Principien  derselben,  der  gegenwärtig  noch  nicht  geschlichtet  ist. 
Wir  sehen  vor  uns  zwei  entgegengesetzte  Versuche,  die  Natur- 
philosophie zu  bearbeiten  und  sie  zum  Range  einer  exakten 
Wissenschaft  zu  erheben.  Von  diesen  kann  der  eine  die  strengste 
Prüfung  an  der  Erfahrung  bestehen,  der  andere  ist  durch  sie  für 
immer  widerlegt  und  abgewiesen  worden.  Die  Erfahrungen  von 
40  Jahren,  welche  zur  Belehrung  hinter  uns  liegen,  können  uns 
darauf  aufmerksam  machen,  daß  kein  anderer  Weg  zur  Wahrheit 
führt,  als  der  der  strengen  systematischen  Wissenschaft,  und  daß 
die  Wahrheit  sich  an  denen  rächt,  die  frevelnd  oder  unbesonnen 
die  Belehrungen  der  Vorzeit  verschmähen  und  im  Rausche  der 
Gedanken  dasjenige  zu  erhaschen  meinen,  was  nur  auf  dem  be- 
dächtigen und  mühsamen  Wege  der  Forschung  erreicht  werden 
kann.  Ich  spreche  aber  hier  von  Schelling  und  seiner  Schule. 
Diese  Schule  suchte  in  stolzer  Selbstvermessenheit  sich  über 
die  Schranken  der  menschlichen  Erkenntnis  zu  erheben  und  durch 
intellektuelle  Anschauung  das  Absolute  selbst  zu  erfassen.  Ohne 
Mathematik  und  ohne  Erfahrung  wollte  sie  die  Natur  der  Dinge 
aus  bloßen  Begriffen  ergründen;  die  ganze  Physik  sollte  in  eine 
spekulative  Wissenschaft  verwandelt  werden.  Sie  verachtete  die 
Astronomie ,  die  Mechanik  und  alle  Erfahrungswissenschaft  und 
setzte  an  die  Stelle  der  Naturgesetze  die  sogenannten  Kategorieen 
der  Physik ,  die  in  der  Tat  nichts  sind  als  Überschriften  zu 
leeren  Kapiteln.  Fragt  man ,  was  dieselbe  für  das  Leben  getan 
hat,  so  kann  man  getrost  antworten,   daß  sie  nicht  nur  kein  Ver- 
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dienst  um  die  Förderung  der  menschliclien  Kultur  sich  erworben, 
sondern  die  Fortschritte  der  Wissenschaften  längere  Zeit  aufge- 
halten hat.  Ganz  anders  als  mit  dieser  sogenannten  spekulativen 
Physik  verhält  es  sich  mit  der  mathematischen  Physik. 

Seit    Newton    die    Gesetze    der     in     der    Natur    wirkenden 
Kräfte  entdeckte,   haben  in  einer   unübersehbaren  Reihe  von  Ent- 
deckungen  und  Erweiterungen   die  größten  Geometer  und  Mecha- 
niker aller  Nationen   eine  Wissenschaft   gegründet,    welche  durch 
ihre  Wahrheit  und  durch  die  Aufschlüsse,  die  sie  über  die  Geheim- 
nisse   der    Natur    giebt,    ein    ewiges    Denkmal    der    Geistesgröße 
unserer  Jahrhunderte  bleiben  wird.     Mit  bewundernswürdiger  Ge- 
nauigkeit   haben    diese    fortbildenden    Geister    die    Erscheinimgen 
der  Natur  dem  Kalkül  unterworfen,  haben  mit  Hilfe  der  Analysis 
des  Unendlichen,  diesem  erstaunenswürdigen  Werkzeug  des  mensch- 
lichen Geistes  in  Ergründung  neuer  AVahrheiten,  in  den  himmlischen 
und  irdischen   Erscheinungen    den    unwandelbaren   Gang   eherner 
Gesetze  erforscht  und  die  Natur  am  Morgentore  ihrer  Schöpfungen 
belauscht.     Alle  Vorgänge  am  Himmel,    den  Bau  der  Welt,  sowie 
die    verschlungenen    Wanderungen   der   himmlischen   Körper    fand 
man  durch  ein  einziges  Naturgesetz   mit  der  größten  Genauigkeit 
an  die  Regeln  der  Mechanik  gebunden.     Aus   diesem   ist  man   im 
Stande,    mit  mathematischer  Gewißheit  die  vergangenen  •  und  künf- 
tigen  Zustände   des  Weltsystems    zu    bestimmen.      Auf   die    nach 
diesem  Gesetz   geführten  Berechnungen   basieren  sich  die  Vorher- 
sagungen   der    Astronomen.      Wie    der    Lauf     der    Gestirne    die 
Zeiten  teilt,    wann   und   wie  des  Mondes  Sichel   sich   füllen  wird, 
wie  die  Sterne  ihre  Örter  wechseln,   wann   und  wo    die  Kometen 
sichtbar   werden   —    alles    das    vermag   die  auf  die  Mechanik  des 
Himmels    gegründete    Astronomie     mit    wahrsagendem    Blick    mi 
Voraus  zu  bestimmen.     Die  Verdienste,  welche  sich  diese  Wissen- 
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Schaft  dadurch  um  die  OrdnuTig  des  bürgerlichen  Lebens,  um  die 
Beförderung  der  intellektuellen  Kultur  erworben  hat,  sind  in  die 
Augen  fallend  und  brauchen  nicht  erst  besonders  hervorgehoben 
zu  werden.  Und  doch  sind  dieses  bei  weitem  noch  nicht  die 
größten  Vorteile,  welche  die  von  der  Schell ingischen  Schule 
so  sehr  verachtete  Mechanik  des  Himmels  dem  Menschengeschlecht 
gewährt  hat.  In  der  Tat  beruht  die  Verbindung  der  durch  Meere 
geschiedenen  Nationen  sowie  die  Sicherheit  des  überseeischen 
Handels  nur  auf  dieser  tiefsten  und  ausgebildetsten  aller  mensch- 
lichen Wissenschaften,  und  ein  einziges  Blatt  der  „Mond-Distanzen" 
in  Enckes  astronomischem  Jahrbuch  hat  einen  ungleich  grösseren 
Wert  als  alle  Philosopheme,  welche,  unfähig  einen  solchen  Gegen- 
stand in  seiner  hohen  Wichtigkeit  zu  fassen,  mit  stolzer  Ver- 
achtung auf  ihn  herabsehen.  Daß  jemand  bloß  durch  die  Messung 
der  scheinbaren  Entfernung  des  Mondes  von  einem  Sterne  ver- 
mittelst eines  kleinen  tragbaren  Instruments  auf  dem  schwankenden 
Boden  eines  Schiffes  bis  auf  eine  deutsche  Meile  genau  anzugeben 
vermag,  wo  er  sich  auf  einem  grenzenlosen  Ozean  befindet,  muß 
Personen,  die  mit  der  phy.sischen  Astronomie  unbekannt  sind,  als 
etwas  Wunderbares  erscheinen.  Und  doch  wagt  man  täglich  und 
stündlich  Leben  und  Wohlstand  mit  vollkommenem  Vertrauen 
auf  diese  wunderbaren  Berechnungen,  welche,  wie  nichts  anderes 
wieder ,  zeigen ,  wie  nahe  die  Extreme  der  höchsten  Theorie  und 
des  praktischen  Nutzens  aneinander  grenzen.  Sie  könnten  viel- 
leicht glauben ,  daß  ich  in  blinder  Bewunderung  für  das  Princip 
der  Anwendung  desselben  eine  Genauigkeit  zuschreibe,  welche  in 
der  Tat  nur  der  Theorie  zukomme.  Allein  ich  kann  meine  Be- 
hauptung mit  Tatsachen  belegen.  Der  Kapitain  Basil  Hall 
erzählt  von  sich  selbst  ein  auffallendes  Beispiel  von  der  Genauig- 
keit und  Wichtigkeit  solcher  astronomischer  Längenbestimmungen. 
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Er  segelte  von  San  Blas    auf   der  Westküste   von  Mexiko  ab  und 
legte   binnen  89  Tagen  8000    englische  Meilen   zurück.     Nachdem 
er   in   diesem  Zeiträume    den  Stillen  Ozean   durchschifft,   das  Cap 
Hörn  dubliert   und   den   südatlantischen  Ozean  durchkreuzt  hatte, 
kam  er  auf  der  Höhe   von  Rio  Janeiro   an,    ohne    irgend   wo    ge- 
landet oder  auch  nur  ein  einziges  Segel  gesehen  zu  haben ,    außer 
einem    amerikanischen    Walfischfänger    abwärts     vom    Cap    Hörn, 
Als  er  sich  noch  acht  Tage  von  Rio  entfernt  glaubte,   bestimmte 
er  seinen  Ort  nach  dem  Princip  der  Monddistanzen.     ^^Wir  steuer- 
ten",   erzählt    er   selbst,    „einige  Tage   gegen  Rio   de  Janeiro  zu, 
nachdem  die  erwähnten  Mondbeobachtungen  gemacht  worden,    und 
als  wir  uns  der  Küste  auf  15  bis  20  Meilen  genähert  hatten,  ließ 
ich  um  4  Uhr  Morgens  bis  gegen  Tagesanbruch  die  Segel  beilegen, 
und  dann  aufziehen;    denn    obgleich   es   sehr  trübe    war,    konnten 
wir  doch  einige  Meilen   vor    uns    sehen.     Um  8  Uhr   wurde  es  so 
neblicht,  daß  ich  nicht  weiter  segeln  wollte   und  schon  im  Begriff 
war,  das  Schiff  gegen  den  Wind  beizudrehen,  bevor  ich  das  Schiffs- 
volk zum  Frühstück    gehen    ließ,    als    es    sich   plötzlich  aufhellte 
und    ich    die  Befriedigung    hatte,    den    großen   Zuckerhut  -  Felsen, 
welcher  an  der  einen  Seite  der  Hafenmündung  steht,  so  nahe  uns 
gegenüber  zu  sehen,    daß   wir   unsern  Lauf  nicht  um  einen  Punkt 
zu  verändern  brauchten,  um  die  Einfahrt  in  Rio  zu  bewerkstelligen. 
Hier  sahen  wir  nach  drei  Monaten   zum  ersten  Male  Land,   nach- 
dem wir  so  viele  Meere  durchkreuzt  hatten,   und  durch  unzählige 
Ströme    und    falsche  Winde    bald    vorwärts,    bald    rückwärts    ge- 
trieben waren."      Das  Beispiel,   welches   ich   hier  angeführt  habe, 
zeigt,    ein   wie    sicherer  Führer    der  Mond   dem  Schiffer   auf  der 
einsamen  Meeresfläche  ist  und  bis  zu  welchem  Grade  der  Genauig- 
keit  man    das  Problem    der  Längenbestimmung   gelöst   hat.     Die 
tiefste    Geometrie,     die     feinsten    astronomischen    Beobachtungen 
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waren  erforderlich,  um  die  Schwierigkeiten  zu  überwinden  und 
sich  durch  die  Verwickelungen  hindurchzufinden ,  welche  die  Auf- 
lösung dieses  Problems  umgaben.  Die  Entdeckung  des  wahren 
Weltsystems ,  die  Erforschung  der  wahren  Bewegungen  der 
Himmelskörper  mußte  vorangehen.  Man  mußte  die  Kräfte  erkannt 
haben ,  welche  diese  Bewegungen  hervorrufen  und  regeln ,  man 
mußte  die  Gesetze  ihrer  Wirksamkeit  mathematisch  zu  bestimmen 
im  stände  sein,  man  mußte  sogar  ihren  störenden  Einfluß  angeben 
können,  mit  einem  Worte,  die  Astronomie  mußte  als  vollendete 
Wissenschaft  dastehen,  wenn  jenes  Problem  gelöst  werden  sollte. 
Drei  Jahrhunderte,  die  Vereinigung  ausgezeichneter  Talente  waren 
nötig,  um  dieser  Wissenschaft  ihre  hohe  Ausbildung  zu  geben. 

Die  Untersuchungen  der  Naturforscher  haben  sich  indessen 
keineswegs  auf  die  Steruenwelt  beschränkt.  Mit  demselben  rast- 
losen Eifer,  nach  demselben  Princip  der  Teilung  der  Arbeit,  mit 
derselben  Vereinigung  verschiedenartiger  Talente  hat  man  die 
Natur  in  allen  ihren  Tiefen  zu  durchforschen  gesucht.  Durch 
höchst  sinnreiche  Kunstgriffe  und  Experimente  hat  man  die  ver- 
schiedenen Zustände  und  Bewegungen  des  Lichts  entdeckt,  jenes 
geheimnisvollen  Wesens,  welches  alle  Körper  sichtbar  macht, 
selbst  aber  unsichtbar  ist.  Man  hat  gefunden,  daß  in  einer  Zeit- 
sekunde, während  eines  Pendelschlages  ein  Lichtstrahl  42U00 
Meilen  durchfliegt.  Man  hat  gefunden ,  daß  ein  solcher  Strahl  in 
ausserordentlich  kleinen  Wellen  durch  den  Raum  fließt  und  daß 
in  einer  Sekunde  nicht  weniger  als  500  Billionen  solcher  Wellen, 
welche  alle  einem  einzigen  Lichtstrahl  angehören,  das  menschliche 
Auge  treffen.  Solche  Resultate  können  unglaublich  erscheinen, 
und  dennoch  stehen  sie  unwiderleglich  fest.  Man  hat  die  Gresetze 
der  Luftschwingungen  erforscht,  auf  welche  sich  die  Harmonie 
der   Töne   gründet.      Man   hat   dem   geheimnisvollen  Wirken   des 
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Erdmagnetismus,  dem  gespenstischen  Wesen  der  Wärme  nach'>-e- 
spürt.  Die  Strombewegungen  des  Ozeans  und  der  Atmosphäre, 
der  Lauf  und  die  anomale  Beugung  der  isothermischen  Linien, 
die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  der  irdischen  Temperaturen 
sowie  der  Verteilung  der  Klimate,  die  Herde  des  unterirdischen 
Feuers  —  von  allen  diesen  Gregenständen  hat  man  die  Ursachen 
und  die  Gesetze  zu  ergründen  gesucht.  Ja  selbst  die  irdischen 
Gestaltungen  hat  man  in  denselben  Kreis  der  Untersuchungen 
gezogen.  Man  hat  gefunden,  daß  die  Krystalll)iklungen  nach 
strengen  geometrischen  Gesetzen  erfolgen  und  daß  die  Elementar- 
teile des  Pflanzen-  und  Tierlebens  nach  ganz  analogen  Gesetzen 
sich  formen.  Für  die  Physiologie,  für  die  Pathologie,  selbst  für 
die  Therapie  eröffnen  sich  neue,  noch  nie  geahnte  Aussichten,  und 
man  steht  gegenwärtig  auf  dem  Punkte,  die  physikalischen  Ge- 
setze des  Lebens  zu  entdecken. 

Ich  habe  hier  mit  wenigen  und  schwachen  Pinselzügen  die 
Lineamente  eines  Gemäldes  anzudeuten  versucht,  das  die  großen 
Meister  der  letzten  Jahrhunderte  von  der  Natur  entworfen  haben, 
so  wahr  und  treu  in  seinen  Zügen ,  wie  die  ewige  Mutter  selbst. 
Sie  hat  uns  auf  einen  Standpunkt  gestellt ,  von  dem  aus  die  Be- 
obachtung große  Parallaxen  giebt,  aber  sie  selbst  hat  uns  zugleich 
einen  Kompaß  gegeben,  dessen  Nadel  ewig  ohne  Abweichung  auf 
Gesetz  und  Ordnung  weist.  Mit  dieser  Gabe  der  Natur  hat  der 
Mensch  sich  selbst  gebändigt  und  erzogen.  Hilflos  fand  er  sich 
unter  den  Schrecknissen  eines  gewaltigen  und  oft  feindlichen 
Schicksals.  Jetzt  ist  die  Furcht  seiner  kühnen  Forschung  ge- 
wichen, tiefe  Einsicht  hat  das  dumpfe  Staunen  verdrängt,  und 
der  Reichtum  seiner  Erfindungen  hat  ihn  selbst  gegen  die  Gewalt 
der  Elemente  bewaffnet.  Er  hat  die  Natur  gezwungen,  auf  seine 
Fragen  zu    antworten,    ihm    ihre   Geheimnisse   zu   verraten   und 

7 


—    98    — 

einen  friedlichen  Band  mit  ihm  zn  schließen.  Noch  arbeiten  die 
erfindungsreichsten  Geister  der  gebildetsten  Nationen  an  einem 
A\"t'rke ,  das  so  sichere  Grundlagen  und  schon  so  vollendete  Teile 
hat.  und  wenn  die  Geisteskraft  der  Völker  sich  noch  einige  Jahr- 
hunderte auf  ihrer  jetzigen  Höhe  erhält,  so  steht  zu  erwarten, 
daß  dann  die  verborgensten  Werkstätten  der  Natur  dem  Menschen- 
auge oifen  stehen.  Dann  aber,  wenn  diese  Wissenschaft  wird  ihre 
Kreise  vollendet  haben,  wird  es  auch  klar  werden,  wie  sie  nicht 
reiche  mit  ihren  Erklärungen  an  die  Würde  des  Geistes  und  wie 
des  Geistes  eigenstes  Wesen  und  Leben  bestehe  jenseits  aller 
Körperwandelungen  unfaßbar  unseren  Begriffen. 

Ich  habe  vorhin  gesagt,  daß  der  Mensch  die  Regel,  nach 
welcher  er  die  Ordnung  der  Natur  erforschen  müsse,  in  sich  selbst 
finde  und  nicht  von  der  Natur  erlerne.  Diese  Behauptung  kann 
auffallend  und  paradox  klingen,  wenn  man  erwägt,  daß  der  Gegen- 
stand der  Untersuchung  gänzlich  außer  uns  liegt,  und  dennoch 
hoffe  ich  sie  durch  den  Verlauf  der  folgenden  Betrachtungen  voll- 
ständig zu  rechtfertigen.  Dieser  Umstand  hat  jedoch  die  Ver- 
irrungen  veranlaßt,  in  welche  sich  die  Schell ingsche  Natur- 
philosophie verloren  hat.  An  dieser  Stelle  ist  der  Punkt,  in 
welchem  Philosophie  und  Naturforschung  zusammenhängen.  Hierin 
liegt  der  Grund,  daß  eine  Naturphilosophie  der  Physik  zu  Grunde 
liegt  und  für  dieselbe  unentbehrlich  ist.  Aber  unrichtige  Philo- 
sopheme,  sowie  eine  falsche  Anwendung  an  sich  richtiger  philo- 
sophischer Principien  haben  der  Naturforschung  ebenso  oft  Abbruch 
getan,  als  eine  richtigere  Philosophie  die  Fortschritte  derselben 
befördert  hat.  Einzig  durch  eine  aufgeklärte  und  richtige  Philo- 
sophie gelangte  man  zu  der  Einsicht,  daß  die  astronomischen 
Aufgaben  mechanisch  gefaßt  werden  müßten ,  und  diesem  philoso- 
phischen  Postulat   an   eine   ihr   anscheinend   fremde   Wissenschaft 
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verdanken  wir  die  vollendete  Ausbildung  der  letzteren.  Dieser 
eine  Umstand,  welcher  leicht  durch  eine  Menge  anderer  Beispiele 
noch  unterstützt  werden  könnte,  kann  schon  beweisen,  wie  wichtig, 
ja  wie  unentbehrlich  die  Naturphilosophie  für  alle  Naturwissen- 
schaft ist. 

Wegen  des  Widerstreits  aber,  mit  welchem  diese  Wissenschaft 
bisher  in  den  Schulen  behandelt  worden  ist,  wegen  der  Ver- 
mengung wissenschaftlicher  Ansichten  mit  neoplatonischen  Phanta- 
sieen,  wird  es  für  uns  eine  Sache  von  großer  Wichtigkeit,  uns  ge- 
schichtlich zu  orientieren  und  den  Standpunkt  aufzusuchen,  von 
dem  aus  wir  unsere  Aufgabe  fassen  müssen.  Als  ein  Schüler  von 
Fries  versteht  es  sich  für  mich  von  selbst,  daß  ich  die  Ansichten 
meines  Lehrers  verteidigen  werde.  Demgemäß  will  ich  gleich  im 
Voraus  die  Hauptpunkte  bezeichnen,  die  ich  bei  der  Ausführung 
unseres  Gegenstandes  besonders  berücksichtigen  zu  müssen  glaube. 

1.  Die  Aufgabe,  welche  wir  uns  für  diese  Untersuchungen 
stellen,  ist,  daß  ich  Sie  über  den  Zusammenhang  der  Philosophie 
mit  der  Naturforschung  zu  verständigen  suche.  Die  Abhängigkeit 
der  letzteren  von  der  ersteren  läßt  sich  nach  drei  verschiedenen 
Seiten  hin  verfolgen : 

1)  Einmal  nämlich  hat  sich  die  ganze  Aufgabe,  der  Natur 
durch  Beobachtung  und  Experiment  ihre  Gesetze  abzufragen, 
durch  die  Umbildung  der  Abstraktionen  aus  der  philosophischen 
Spekulation  der  Griechen  entwickelt; 

2)  giebt  die  Philosophie  der  Naturforschung  ihre  methodischen 

Regeln,  und 

3)  liegt  aller  Naturwissenschaft  eine  Metaphysik  der  Natur 
zu    Grunde,     welche     die    höchsten  konstitutiven  Principien    der 

Naturlehre  selbst  bestimmt. 

7* 
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Diese  letztere  Wissenschaft  konstituiert  einen  eigenen  Zweig 
der  Philosophie ,  welcher  unter  dem  Namen  der  Naturphilo- 
sophie bekannt  ist.  Die  Naturphilosophie  ist  demnach  ein  Teil 
der  angewandten  Philosophie.  Da  nun  die  Naturforschung  selbst 
ihre  Erkenntnis  aus  zwei  verschiedenartigen  Quellen  schöpft, 
nämlich  aus  ]\Iathematik  und  Erfahrung,  so  kann  man  die  Philo- 
sophie einmal  auf  ^Mathematik  und  dann  auf  Erfahrung  anwenden. 
Mathematik  ist  aber  einerseits  eine  für  sich  bestehende  Wissen- 
schaft, andererseits  ein  Werkzeug  der  Naturforschung.  Man  kann 
daher  einerseits  über  die  mathematischen  Grundbegriffe  und  den 
systematischen  Zusammenhang  der  mathematischen  Theorieen  philo- 
sophieren, ohne  Rücksicht  darauf  zu  nehmen,  in  wiefern  dieselben 
der  Erforschung  der  Naturgesetze  dienen.  Dies  gäbe  die  soge- 
nannte Philosophie  der  Mathematik  oder  die  Metaphysik  des 
Kalküls,  wie  es  die  Franzosen  nennen,  eine  Wissenschaft,  welche 
gänzlich  außer  dem  Kreise  unserer  Betrachtungen  liegt.  Anderer- 
seits kann  man  aber  auch  der  Verbindung  der  mathematischen 
Erkenntnis  mit  den  metaphysischen  Grundgesetzen  der  Natur 
nachgehen  und  die  mathematischen  Principien  der  Naturphilosophie 
aufsuchen,  welche  unserer  ganzen  Naturerkenntnis  zu  Grunde 
liegen.  Dies  wäre  der  erste  Teil  unserer  Wissenschaft:  die  ma- 
thematische Naturphilosophie.  Neben  dieser  steht  dann  noch  die 
induktorische  Naturphilosophie,  welche  die  Regeln  für  die  Aus- 
bildung der  empirischen  Teile  der  Naturwissenschaften  enthält. 
Dieser  vorläufigen  Übersicht  gemäß  bestimmt  sich  uns  das  Eigen- 
tümliche der  Behandlungsweise  unserer  Wissenschaft  im  Gegen- 
satz gegen  andere  Schulen.     Wir  verwerfen 

1)  alle  Phantasieen  der  Kosmogenie  über  Erschaffung  der 
Welt  durch  Gott  oder  Götter,  über  Entstehung  aller  Dinge 
aus  dem  Chaos    oder  einem  Urelement  oder  dem  Absoluten.     Alle 
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Träume  der  Kosmogenie  sind  entstanden  durch  Verwechselung  der 
morphologischen  Principien  mit  den  Ideen  der  Weltschöpfung. 
Diese  Bemerkung  gilt  gegen  alle  religiösen  Träume  der  Adepten 
und  Neoplatoniker ,  gegen  die  ionische  Schule,  sowie  gegen 
Schelling,    Oken    und    Hegel. 

2)  Wir  behaupten,  daß  aUer  Naturlehre  eine  Metaphysik  der 
Natur  zu  Grunde  liege  (gegen  Bacon   von  Verulam); 

3)  daß  nur  die  mathematisch  konstruierten  metaphysischen 
Grundbegriffe  die  Principien  der  Naturphilosophie  enthalten  (gegen 
Aristoteles  und  alle  diejenigen,  welche  die  substantiellen 
Formen  oder  ähnliche  Erklärungsgründe  in  die  Naturwissenschaft 
einzuführen  suchten,  endlich  gegen  Justinus  Kerner  und  alle, 
die  an  Gespenster  glauben). 

2.  Die  Naturphilosophie  gehört  aber  nicht  bloß  in  den  Kreis 
der  philosophischen  Wissenschaften,  sondern  sie  ist,  wie  es  schon 
der  Name  ankündigt,  auch  ein  Zweig  der  Naturwissenschaften. 
Um  die  Natur  derselben  kennen  zu  lernen,  müssen  wir  also  vor 
allen  Dingen  ihre  Stellung  in  dem  Kreise  der  Naturwissenschaften 
aufsuchen.  Naturwissenschaft  aber  ist  im  allgemeinen  die  Wissen- 
schaft von  der  Natur.  Da  entsteht  nun  zuerst  die  Frage,  was 
ist  die  Natur? 

Natur,  cpv6Lg,  natura,  ist  nach  der  ältesten,  ursprünglichsten 
Bedeutung  des  Worts  die  Erzeugung  aller  Dinge.  Die  Lehre 
vom  Ursprung  aller  Dinge  war  das  erste  und  fast  ausschließliche 
Thema  der  ionischen  Philosophie.  Die  ersten  Anfänge  der  grie- 
chischen Philosophie  beschränkten  sich  also  auf  Naturphilosophie. 
Sokrates  erkannte  zuerst  die  Selbständigkeit  der  sittlichen 
Principien  und  ihre  Unabhängigkeit  von  der  Physik.  Er  stellte 
zuerst    die     ethischen   Überzeugungen   den   physikalischen   Lehren 
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entp:of]jcn.  Seit  dieser  Zeit  teilte  man  in  der  sokratischen  Schule 
die  Philosophie  in  Logik,  die  Lehre  von  den  Gesetzen  des  mensch- 
lichen Penkens ,  Ethik,  die  Lehre  von  den  menschlichen  Ange- 
legenheiten und  dem  Guten,  und  Physik,  die  Lehre  vom  Ursprung 
der  Dinge.  Diese  letztere  hatte  die  Aufgabe,  den  Ursprung  aller 
Dinge  aus  der  höchsten  Ursache,  aus  der  Gottheit,  zu  begreifen. 
Sie  vereinigte  also  die  Aufgabe  der  eigentlichen  Naturwissenschaft 
mit  der  der  Religionsphilosophie,  Sie  war  im  wesentlichen  K  o  s- 
mogenie  und  Kosmophysik.  Von  Thaies  bis  auf  Des- 
c  a  r  t  e  s  herab  hat  man  sich  vergebens  bemüht,  diese  Aufgabe  auf- 
zulösen. Das  Fehlschlagen  dieser  Unternehmung  liegt,  wie  ich 
später  zeigen  werde,  an  der  eigentümlichen  Beschaffenheit  unserer 
Erkenntnis.  Durch  die  Entdeckung  der  Naturgesetze  erkannte 
man  die  Unmöglichkeit  dieser  Aufgabe.  Die  metaphysischen  An- 
sichten erlitten  dadurch  eine  völlige  Umgestaltung.  Descartes, 
der  erste  Ordner  derselben  in  neuerer  Zeit,  war  genötigt,  das 
körperliche  Wesen  der  Dinge  von  dem  geistigen  scharf  zu  unter- 
scheiden. Man  erkannte,  daß  sich  der  Kreis  der  Erklärungen  nur 
auf  das  erstere  beschränke.  Das  Wort  Natur  erhielt  dadurch 
eine  ganz  andere  Bedeutung.  Gegenwärtig  versteht  man  unter 
Natur  (in  formaler  Bedeutung)  die  Abhängigkeit  der  Dinge  von 
notw^endigen  Gesetzen.     Hier  entstehen  gleich  neue  Fragen: 

1)  Welches  sind  diese  Dinge? 

2)  Was  ist  ihr  Gesetz  und  woher  stammt  es  ?   und 

3)  Wie  besteht  die  Abhängigkeit  der  Dinge  von  Gesetzen? 
Die  Antwort  auf  die  erste  Frage  ist  bald  gefunden.     Da  wir 

keine  andern  Dinge  kennen  lernen  als  die,  welche  uns  unsere 
Sinne  zeigen,  so  ist  es  das  Ganze  der  Sinnenwelt,  welches  unter 
notwendigen  Gesetzen  steht.     Dieses  Ganze  der  Sinnenwelt  unter 
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notwendigen  Gesetzen  ist  die  Natur  in  materialer  Rodentnn^, 
Um  die  beiden  andern  Fragen  zu  beantworten,  müssen  wir  erst 
die  Natur  und  Beschaffenheit  unserer  Erkenntnis  betrachten.  Nur 
dadurch  können  wir  übersehen,  welche  Aufgaben  uns  in  derselben 
bestimmt  sind  und  wie  sie  gelöst  werden  können. 

Das  Wort  Natur  wird  in  zweierlei  Bedeutung  gebraucht:  in 
formaler  und  materialer. 

1)  Man  spricht  von  der  Natur  eines  Dinges  und  versteht 
darunter  das  innere  Princip  der  Möglichkeit  eines  Dinges.  Jedes 
Ding  hat  nämlich  eine  bestimmte  Natur,  insofern  sein  Dasein  und 
die  Art  seines  Daseins  durch  allgemeine  und  notwendige  Gesetze 
bestimmt  ist. 

2)  Dann  spricht  man  aber  auch  von  der  ganzen  Natur 
und  versteht  darunter  das  Ganze  der  Sinnenwelt.  Dieses  Ganze 
steht  nämlich  ebenso  unter  notwendigen  Gesetzen  wie  jeder  ein- 
zelne Gegenstand  in  ihm.  Darin  liegt  die  Befugnis,  den  Begriff 
von  diesem  auf  jenes  zu  übertragen. 

Das  Charakteristische  im  Begriff  der  Natur  ist  also  die  not- 
wendige Gesetzlichkeit  und  die  Abhängigkeit  der  Dinge  von  ilii-. 
Nun  kann  aber  offenbar  nur  das  "Wesenbafte  an  sich  selbst  und 
unabhängig  von  unserer  Erkenntnis  vorhanden  sein.  Das  Gesetz 
ist  aber  an  und  für  sich  nichts  Wesenhaftes,  was  außer  unserer 
Erkenntnis  ein  für  sich  bestehendes  Dasein  hätte,  und  dennoch 
ist  in  unserer  Erkenntnis  gerade  das  Gesetz  das  Unabhängige 
und  Selbständige,  von  dem  das  Wesen  der  Dinge  abhängt.  Wir 
treffen  hier  auf  ein  seltsames  und  höchst  sonderbares  Rätsel  in 
unserer  Erkenntnis,  worüber  wir  uns  vor  allen  Dingen  verstän- 
digen müssen.  Dieses  Rätsel  ist  zwar  ganz  metaphysisch  und  die 
Verständigung  darüber  scheint  uns  von  unserm  Ziele  abzuführen. 
Wenn  wir  indeß  die  Sache  ein  wenig  anders  wenden,  werden  wir 
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uns  bald  überzeugen,  daß  die  eben  berührte  Frage  auch  unser 
Problem  in  sich  schließt.  Jenes  Rätsel  ist  offenbar  in  der  Natur 
unserer  Erkenntnis  begründet,  und  um  dasselbe  zu  lösen,  müssen 
wir  uns  an  die  Erforschung  der  Natur  unserer  Erkenntnis  wagen. 
"Wenn  wir  aber  den  Bau  der  menschlichen  Erkenntnis  auseinander- 
legen, müssen  wir  auch  die  Stelle  jeder  Aufgabe  in  derselben 
wiederfinden.  Damit  wir  uns  also  über  die  Bedeutung  und  die 
Stellung  unserer  Aufgabe  vollständig  orientieren  können,  wird  es 
nötig  sein,  die  Beschaifenheit  unserer  Erkenntnis  selbst  näher 
ins  Auge  zu  fassen. 

Für  das  Verständnis  der  ganzen  Friesischen  Lehre  ist  viel- 
leicht nichts  wichtiger,  als  jene  Lehre  von  der  Verschiedenheit 
und  dem  Unterschiede  der  Weltansichten,  jene  Lehre,  welche  ich 
mit  einem  allgemeinen  Namen  das  Gesetz  der  Spaltung  der 
Wahrheit  nennen  will.  Die  Früheren  haben,  etwa  Kant  ausge- 
nommen, allgemein  vorausgesetzt,  daß  das  Ganze  der  menschlichen 
Erkenntnis  sich  in  ein  wissenschaftliches  System  müsse  vereinigen 
lassen.  Allein  Fries  hat  gezeigt ,  daß  dies  unmöglich  sei.  Die 
verschiedenartigen  Teile  der  menschlichen  Erkenntnis  gestalten 
sich  nämlich  zu  ganz  verschiedenartigen  Systemen,  von  denen 
jedes  eine  mehr  oder  minder  vollständige  wissenschaftliche  Ent- 
wickelung  zuläßt.  Diese  Systeme  hängen  nicht  theoretisch  in 
einem  Princip  zusammen,  sondern  sie  stehen  nur  induktorisch 
nebeneinander;  sie  sind  nicht  Glieder  eines  größeren  Ganzen, 
sondern  Stufen,  von  denen  jede  eine  etwas  veränderte  Ansicht 
der  Wahrheit  gewährt. 

Die  menschliche  Erkenntnis  gleicht  nicht  einer  ebenen  Fläche, 
die  man  von  irgend  einem  hohen  Standpunkte  herab  vollständig 
und  mit  einem  Blicke  übersehen  könnte;  sondern  sie  gleicht  viel- 
mehr einem  Hügellande,    von    dem    man    sich  nur   nach  und  nach 
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ein  vollständiges  Bild  aus  teilweisen  Ansichten  zusammensetzen 
muß.  Es  giebt  mehrere  Höhen,  mehrere  Standpunkte  über  ein- 
ander, von  denen  jeder  einen  ändern  Anblick  darbietet  und  wo 
sich  bald  das  eine  zeigt  und  bald  wieder  verbirgt. 


II. 

Das  Gesetz  der  Spaltung  der  Wahrheit. 

3.  Die  menschliche  Erkenntnis  ist  keine  einfache  Tätigkeit, 
sondern  ein  äußerst  kompliziertes  und  künstlich  zusammengesetz- 
tes System  von  verschiedenartigen  Tätigkeiten  und  Fertigkeiten. 
Aus  der  Verschiedenartigkeit  dieser  Erkenntnistätigkeiten  sehen 
wir,  daß  der  menschliche  Geist  verschiedene  Vermögen  besitzt, 
welche  aber  so  organisiert  sind ,  daß  sie  in  die  Einheit  des  er- 
kennenden Geisteslebens  zusammengreifen  und  in  ihrer  zeitlichen 
Entwickeluug  an  einen  gesetzmäßigen  Verlauf  gebunden  sind. 
Daher  kommt  es,  daß  unsere  Erkenntnis  aus  getrennten  und  ver- 
schiedenartigen Quellen  entspringt,  dem  ohnerachtet  aber  ein 
Ganzes  bildet.  Xach  dem  Naturgesetz  der  zeitlichen  Entfaltung 
unseres  Geisteslebens  fängt  alle  menschliche  Erkenntnis  mit  der 
Sinnesanschauung  an ,  zu  dieser  finden  sich  dann  allmählich  die 
andern  Bestimmungsstücke  hinzu,  anfangs  nur  dunkel,  nach  und 
nach  aber  werden  sie  durch  die  reifende  Kraft  des  denkenden 
Verstandes  immer  klarer,  bis  sie  endlich  zur  völligen  Deutlichkeit 
entwickelt  werden.  Das  vollständige  Ganze  der  Erkenntnis 
schlummert  gleichsam  in  dem  dunkeln  Innern  unseres  Geisteslebens, 
nur  einzelne  Teile  davon  (die  Sinnesanschauungen)  treten  gleich 
anfänglich  mit  ursprünglicher  Klarheit  vor  das  Bewußtsein.  Die 
übrigen  Teile  müssen  erst  künstlich  in  den  Formen  der  Reflexion, 
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ypTTTiittelst  der  Begriffe  in  den  Formen  der  Urteile  und  Schlüsse, 
sowie  in  den  Systemformen  zum  Bewußtsein  gehoben  werden. 
Die  Ausbildung  unserer  Erkenntnis  geht  also  durch  die  Stufen 
des  Dunkeln.  Klaren  und  Deutlichen  hindurch.  Die  bildende 
Kraft  in  unserem  Leben  ist  aber  der  Verstand.  Die  ausgebildete 
Erkenntnis  muß  deshalb  die  Form  der  Tätigkeit  des  letzteren, 
d.h.  die  logische  Form  der  systematischen  Einheit 
an  sich  tragen.  Wissenschaftlichkeit  wird  daher  der 
Grundcharakter  der  ausgebildeten  menschlichen  Erkenntnis,  das 
formale  Grundgesetz  ihrer  Wahrheit.  Sobald  man  diese  Anfor- 
derung der  Logik  an  die  Erkenntnis  einmal  kennen  gelernt  hat, 
wird  man  ihr  leicht  ein  unbedingtes  und  so  zu  sagen  souveränes 
Recht  einräumen.  Man  wird  unbefangen  voraussetzen ,  daß  alle 
menschliche  Erkenntnis  Wissenschaft  sei ,  und  ebenso  unbefangen 
wird  man  annehmen,  daß  sie  Wissenschaft  aus  einem  Stück  sei. 
Wenn  man  dann  aber  anfängt,  diese  Wissenschaft  zu  entwickeln, 
so  wird  man  sehr  bald  von  verschiedenen  Geistern  auch  sehr  ver- 
schiedene Bearbeitungen  erhalten.  Man  fängt  an.  dieselben  unter- 
einander zu  vergleichen ;  man  wird  gewahr ,  daß  sie  sich  nicht 
vereinigen  lassen.  Der  Zweifel  erwacht  und  wendet  sich  gegen 
die  Wahrheit  der  menschlichen  Erkenntnis  selbst.  Erst  spät  wird 
die  durch  Skepsis  vorsichtig  gewordene  und  durch  Kritik  belehrte 
Vernunft  gewahr,  daß  es  getrennte  Anfänge  und  einander  entgegen- 
gesetzte Gesetzgebungen  in  unserer  Erkenntnis  giebt,  welche  in 
der  Natur  unseres  Geistes  begründet  sind  und  sich  durch  keine 
Wissenschaft  künstlich  ausgleichen  lassen. 

1.   Trennung  des  äussern  und  Innern  Sinns. 

4,    Dem  Menschen  erscheint  das  Wesen  der  Dinge  auf  zweier- 
lei Weise :  durch  die  äußeren  Sinne  als  Materie,  als  Körper,  durch 
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den  innern  Sinn  jedem  in  ihm  selbst  als  Geist.  Diese  beiden 
Quellen,  aus  denen  die  ersten  Anfänge  unserer  Erkenntnis  fließen, 
sind  so  gänzlich  von  einander  getrennt  und  abgeschieden,  daß  die 
Erkenntnis  des  äußern  Sinns  ganz  ungleichartig  ist  mit  der  des 
innern  Sinns.  Auf  dem  Wege  der  ersteren  gelangen  wir  zu  einer 
"Weltansicht,  in  welcher  die  gestalteten  Massen  die  Wesen, 
auf  dem  Wege  des  letzteren  dagegen  zu  einer  Weltansicht,  nach 
welcher  die  G- ei  st  er  die  Wesen  sind.  Diese  scharfe  Trennung 
zwischen  zwei  verschiedenen  Arten  von  Wesen,  Geist  und  Körper 
nämlich ,  konnte  erst  in  neuerer  Zeit  klar  hervortreten ,  nachdem 
man  durch  die  physikalischen  Entdeckungen  des  Galilei  und 
seiner  Schule  genötigt  war,  die  Materie  als  träge  und  leblos 
vorauszusetzen,  nachdem  man  durch  Newtons  Entdeckungen  die 
Wesenheit  der  Masse  erkannt  hatte  und  nachdem  man  zu  erkennen 
anfing,  daß  die  Körperwelt  von  einem  toten  Mechanismus  beherrscht 
werde,  welcher  mit  der  innern  freiwilligen  Tätigkeit  des  Geistes 
gar  nichts  gemein  habe.  Die  alte  griechische  Spekulation  dagegen 
wurde  durch  den  Gang  der  Ausbildung  ihrer  Abstraktionen  auf 
jene  Entelechieenlehre  des  Aristoteles  geführt,  welche  die 
Wesenheit  der  Gestalt,  die  Substantialität  der  Form 
behauptet,  die  Masse  dagegen  nur  als  Princip  der  Möglich- 
keit ansieht,  und  nach  deren  Konsequenz  die  Seele  gleichsam 
das  Princip  der  Gestaltung  ist.  Allein,  wie  ich  später  zeigen 
werde ,  ist  das  morphotische  Princip ,  der  Grund  der  Gestaltung, 
kein  Wesen,  sondern  ein  wesenloses  Gesetz,  ßacon  von 
Verulam,  der  große  Umbildner  der  Abstraktionen  der  aristote- 
lischen Naturphilosophie,  erkannte  dieses  zuerst,  und  indem  er 
die  Forderung  stellte,  induktorisch  auf  dem  Wege  der  Beobachtung 
und  des  Experiments  die  Naturgesetze  zu  suchen,  ebnete  er  der 
wahren  Naturforschung   den    Boden.      Descartes,    welcher    die 
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Metaphysik  dieser  neuen  und  veränderten  Naturansicht  ausbildete, 
wurde  dadurch  auf  seinen  scharfen  Dualismus  geführt,  welcher 
sowohl  Greist  als  Körper  als  besondere  "Wesen  voraussetzt  und 
welcher  noch  jetzt  als  die  Metaphysik  des  gemeinen  Menschen- 
verstandes gilt. 

Dabei  blieb  dann  nur  die  Schwierigkeit,  die  Vereinigung  zwei 
so  durchaus  heterogener  Arten  von  Wesen,  wie  Geist  und  Körper, 
in  der  einen  Welt  zu  erklären.  Man  erkannte  bald,  daß  der 
Dualismus  dafür  nicht  ausreiche,  und  man  versuchte  auf  entgegen- 
gesetztem "Wege ,  hier  durch  Materialismus ,  dort  durch  Spiritua- 
lismus, diese  Einheit  begreiflich  zu  machen. 

Da  uns  alles  Geistesleben  nur  an  Körperformen  gebunden 
erscheint  und  da  alle  selbständige  "Wissenschaft  des  Menschen 
von  dem  Wesen  der  Dinge  Erkenntnis  der  Körperwelt  ist,  oder 
sich  auf  diese  basiert,  so  war  es  natürlich,  zu  versuchen,  ob  sich 
nicht  aus  dem  Dasein  der  Körperwelt  das  Bestehen  aller  Dinge 
erklären  lasse.  Geistestätigkeit  wäre  dann  nur  wie  der  Blumen- 
duft an  der  Pflanzengestalt.  Allein  der  vollständige  Materialismus 
kann  wohl  Bewegungen  erklären ,  aber  keineswegs  angeben ,  wie 
sich  aus  diesen  ein  Ton  oder  eine  Farbe  oder  gar  eine  Geistes- 
tätigkeit erzeugen  könne.  Sollte  ferner  der  Materialismus  die 
einzig  wahre  und  alles  umfassende  Weltansicht  sein,  so  müßte 
offenbar  das  Wesen  der  Körperwelt,  d.h.  die  Masse,  ein  selb- 
ständiges ,  für  sich  bestehendes  Dasein  haben ,  und  allem  andern 
würde  nur  ein  an  der  Masse  adhärentes  Dasein  zukommen.  Die 
Masse  müßte  demnach  aus  letzten  einfachen  Teilen,  aus  Atomen 
bestehen,  welche  ein  für  sich  bestehendes,  selbständiges  Dasein 
hätten.  Nun  ist  aber  die  Masse  das  Zusammengesetzte  im  Räume. 
Alles  im  Räume  Zusammengesetzte  ist  aber  nach  dem  Gesetz  der 
Stetigkeit   ins  Unendliche   teilbar  und  kann  nicht  aus  letzten  ein- 
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fachen  Teilen  bestehen.  Die  Materie  (die  Masse)  hat  nur  kraft 
der  Natur  unserer  mathematischen  Anschauung,  nicht  an  und  für 
sich  selbst  ein  selbständiges  Dasein. 

Denjenigen,    die    diesen  Umstand   beachteten,    mußte  sich  die 
Bemerkung   aufdrängen,    daß    unter    allem,    was   der  Mensch  sich 
vorstellen  könne ,    der  Geist  der  einzige  Gegenstand  sei ,    welcher 
als   einfach  gedacht    werden    und   also    an  sich  dasein  könne.      So 
stellte     sich     dem    Materialismus     der    Spiritualismus    gegenüber, 
welcher  alle  Dinge  nur  in  geistigen  Wesen  bestehen  läßt.      Dabei 
wird  dann  die  Körperwelt  entweder  wie  in  Leibnizens  Monaden- 
lehre nur   für   eine   verworrene  Vorstellung  der  Sinne,    oder  wie 
in  Berkeleys    Idealismus  für  bloßen  Schein  erklärt.     Allein  die 
Monadenlehre   beruht   auf  jenem  dialektischen  Fehler  der  Amphi- 
bolie  der  ReflexionsbegrifFe,  welchen  Kant  aufdeckte  und  infolge 
dessen  Leibniz    die    scharfe    Grenzlinie    nicht    sah,    welche    die 
Anschauung  von  dem  Denken  trennt.     Der   empirische  Idealismus 
dagegen  hat  ganz    übersehen,    daß    wir    zu    gar    keiner   zeitlichen 
Erkenntnis  unseres  Geisteslebens  gelangen,   ohne  das  unabhängige 
Dasein  der  Körper  weit   vorauszusetzen.     Denn    die  Gestirne   sind 
es,  welche  die  Zeiten  messen,  die  Körper  sind  es,   welche  uns  zur 
Erkenntnis    der  Stellen    im  Räume   verhelfen.     Wir    würden    gar 
keine  Erfahrung  über  uns  machen   können,    es    würde    die   innere 
Erfahrung   gar    keinen    festen  Widerhalt   haben,    wenn   sie   nicht 
zwischen   der   äußeren  Erfahrung    aufwachsen  und    an    diese    sich 
anklammern  könnte. 

Die  Unmöglichkeit  eines  vollständig  durchgeführten  wissen- 
schaftlichen Materialismus  oder  Spiritualismus  einerseits  und  die 
Unzulänglichkeit  des  Dualismus  andererseits  zeigt  uns,  daß  keine 
dieser  Weltansichten  Anspruch  auf  die  volle  Wahrheit  machen 
könne.      Und    doch     scheinen    alle    möglichen   Vorstellungsweisen 
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(larch  diese  drei  Ansichten  erschöpft.  Auf  diesem  Standpunkte 
standen  die  philosophischen  Angelegenheiten  ohne  Ausweg  fest, 
in  H  u  m  e  ,  dessen  scharfsinniger  Geist  sorgfältig  und  unparteiisch 
das  Ge wicht  der  Gründe  und  Gegengründe  gegeneinander  abwog,  | 
gleichsam  an  sich  selbst  verzweifelnd ,  als  Immanuel  Kant 
durch  die  Entdeckung  der  Kritik  der  Vernunft  unerwartet  die 
wahre  Auflösung  des  Katsels  gab. 

5.  Die  Kritik,  welche  nicht  dogmatisch  über  die  Dinge  philo- 
sophierte, sondern  sich  an  die  Erforschung  unseres  Erkenntnis- 
vermögens wandte,  zeigte,  daß  jene  Trennung  zwischen  der  Körper- 
und  Geisterwelt  nicht  in  der  Natur  gegründet  ist ,  sondern  aus 
der  Beschaffenheit  unserer  Erkenntnis  und  deren  Stellung  zur 
Welt  entspringt.  Der  Unterschied  des  körperlichen  und  geistigen 
Daseins  der  Dinge  ist  dem  Menschen  nämlich  durch  zwei  ver- 
schiedene ihm  unvermeidliche  sinnliche  Vorstellungs- 
weisen vom  Dasein  der  Dinge  bestimmt.  Ein  und  dasselbe 
Wesen  der  Dinge  zeigt  uns  zwei  verschiedene  und  einander  ent- 
gegengesetzte Eigenschaften;  diese  sind  Tod  und  Leben,  Trägheit 
und  Tätigkeit  d.  h.  innere  Selbstbestimmung.  So  wie  uns  die 
äußeren  Sinne  die  Dinge  zeigen,  stehen  sie  nach  den  körperlichen 
Gesetzen  unter  einem  toten  Mechanismus  willenloser  Einwirkungen 
und  Gegenwirkungen.  Leblosigkeit  d.  h.  Trägheit  ist 
deshalb  der  Grundcharakter  der  Materie.  Der  geistigen  Welt- 
ansicht nach  beurteilen  wir  jedes  Wesen  der  Dinge  als  ein  leben- 
diges. Dabei  behaupten  wir  aber  nicht,  daß  jenes  körperliche 
Gesetz  des  toten  Mechanismus  dem  Wesen  der  Dinge  an  sich 
selbst  gehöre ,  sondern  wir  betrachten  es  bloß  als  ein  Hilfsmittel 
der  Zusammenfassung  unserer  beschränkten  sinnlichen  Vorstellungen 
von   den  Dingen.      Wir    sind    mit   unserer  Erkenntnis  so  in  diese 
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Kreise  gebannt,  daß  wir  die  Einheit  von  Geist  und  Körper  niemals 
wissenschaftlich  zu  erklären  hoiFen  dürfen.  Die  höchste  Höhe, 
bis  zu  welcher  wir  uns  erheben  können,  ist  die,  daß  wir  die  Un- 
vollkommenheit  und  Mangelhaftigkeit  unserer  Erkenntnis  einsehen 
lernen.  Eine  unvermeidliche  Folge  dieser  sinnlichen  Beschränkt- 
heit unserer  Erkenntnis  ist  die  Ungleichartigkeit  materialistischer 
und  spiritualistischer  Er klärungs weisen.  Diese  Bemerkung  enthält 
ein  sehr  wichtiges  Kathartikon  für  die  wissenschaftliche  Aus- 
bildung sowohl  der  Naturlehre  als  auch  der  Psychologie.  Greistiges 
kann  niemals  zum  wissenschaftlichen  Erklärungsgrund  für  körper- 
liche Erscheinungen  dienen,  und  so  auch  umgekehrt. 

6.  Es  giebt  keine  andere  unmittelbare  Erkenntnis  des  Geistes- 
lebens und  seiner  Zustände  als  unter  der  Eorm  des  Selbstbewußt- 
seins. Den  Geist  und  seine  Thätigkeiten  lernt  daher  der  Mensch 
zunächst  nur  in  ihm  selbst  kennen.  Aber  diese  unmittelbare  Er- 
fahrung über  Geistiges  in  uns  machen  wir  so,  daß  die  räumlichen 
und  zeitlichen  Erkenntnisse  unsers  geistigen  Lebens  von  den  Vor- 
stellungen der  Massen  und  ihrer  Zustände  abhängig  bleiben. 
Fremdes  Geistesleben  außer  uns  lernen  wir  nur  mittelbar,  ver- 
mittelst der  Körperformen  und  der  Sprache  kennen.  Sonach  ist 
die  Erkenntnis  des  Geistigen  in  doppelter  Rücksicht  abhängig  von 
der  Erkenntnis  der  Körperwelt.  Durch  die  getrennten  Eingänge 
in  unsere  Erkenntnis  kommen  wir  zu  ganz  entgegengesetzten 
Principien,  nämlich  einerseits  zu  denen  der  mathematischen  Not- 
wendigkeit, wie  sie  in  den  physikalischen  Wissenschaften  gelten, 
andererseits  zu  den  Principien  der  ethischen  Weltansicht,  den 
Ideen  der  persönlichen  Würde  und  der  geistigen  Selbständigkeit. 
Vermöge  dieser  doppelten  und  entgegengesetzten  Gesetzgebung  in 
seiner    Erkenntnis    entsteht   dem   Menschen    eine    unvermeidliche 
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Spaltung  der  Wahrheit,  der  zufolge  wir  die  ganze  Wahrheit  der 
menschlichen  Erkenntnis  nicht  in  ein  gleichförmiges  wissenschaft- 
liches System  einzwängen  können,  sondern  stufenweis  unter  ver- 
schiedenartigen Principien  zu  verschiedenen  zum  Teil  unvollstän- 
digen Weltansichten  ausbilden  müssen.  Wegen  der  vorhin  ge- 
schilderten Abhängigkeit  des  Geistes  vom  Körper  erhält  die 
Geisteserkenntnis  ihre  mathematische  Notwendigkeit  nur  durch 
die  Erkenntnis  der  Körperwelt,  und  da  die  mathematische  Not- 
wendigkeit die  Bedingung  aller  Wissenschaftlichkeit  ist,  so  liegt 
oiFenbar  aller  menschlichen  Wissenschaft  von  dem  Wesen  der 
Dinge  die  wissenschaftliche  Erkenntnis  der  Körperwelt  zu  Grunde. 
Diese  wissenschaftliche  Erkenntnis  der  Körperwelt  läßt  eine  voll- 
ständige Anwendung  der  metaphysischen  Grundbegriffe,  sowie 
eine  direkte  und  vollständige  mathematische  Konstruktion  aus 
diesen  zu.  Sie  isoliert  sich  dadurch  aus  dem  Ganzen  der  mensch- 
lichen Erkenntnis  und  kann  für  sich  allein  verstanden  werden. 
Die  geistige  Erkenntnis  aus  dem  Selbstbewußtsein  dagegen  gewährt 
nicht  gleiche  Vorteile  der  wissenschaftlichen  Entwickelung.  Sie 
entzieht  sich  ganz  der  mathematischen  Konstruktion,  und  die 
metaphysischen  Grundbegriffe  der  Substanz ,  der  Bewirkung  und 
der  Gemeinschaft  können  nur  einzeln  für  sich  und  auf  ungleiche 
Weise  auf  dieselbe  angewendet  werden.  Demgemäß  erhalten  wir 
drei  naturwissenschaftliche  Ansichten  des  Geisteslebens: 

1)  Der  Substanz  nach  erkennt  jeder  Mensch  nur  sich  selbst 
als  Geist  in  einer  wissenschaftlich  unvollständigen  Vorstellungs- 
weise, welche  dem  Ich  seine  Tätigkeiten  erscheinen  läßt.  Dies  ist 
die  psychisch-anthropologische  Ansicht,  welche  noch  eine  unvoll- 
ständige theoretische  Entwickelung  zuläßt,  der  zufolge  man  die 
komplizierten  Erscheinungen  des  geistigen  Lebens  aus  dem  Grund- 
gesetz   der    Einheit    des    sinnlich    vernünftigen    Lebens     und   den 
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Grundvermügen  erklären  kann.  Unvollständig  muß  diese  Vor- 
stellungsweise  deshalb  bleiben ,  weil  wir  in  ihr  nicht  zur  Er- 
kenntnis des  Wesens  hindurchdringen  können ,  sondern  bei  der 
Erkenntnis  seiner  Zustände  stehen  bleiben  müssen. 

2)  Unter  dem  Grundsatz  der  Bewirkung  erkennen  wir  die 
Wechselwirkung  von  Geist  und  Körper.  Wir  erkennen  da  wohl, 
wie  Geist  und  Körper  gegenseitig  auf  einander  wirken, 
aber  wir  können  das  eine  aus  dem  andern  nicht  erklären. 
Diese  Weltansicht  ist  nicht  mehr  theoretisch,  sondern  nur  prag- 
matisch ;  wir  können  nicht  erkennen ,  wie  körperliche  Gegenwir- 
kungen die  Ursachen  geistiger  Zustände  sein  können,  sondern  wir 
können  nur  angeben,  wie  die  Person  die  Sachen  als  Mittel  zu 
ihren  Zwecken  brauchen  kann. 

3)  Die  Geistesgemeinschaft  finden  wir  in  der  menschlichen 
Gesellschaft,  in  welcher  sie  durch  die  Verbindung  der  Gedanken 
vermittelst  der  Sprache  unter  Rechtsgesetzen  besteht.  Dies  giebt  die 
politische  Weltansicht,  welche  noch  weiter  von  der  Theorie  abliegt. 

So  entzieht  sich  die  Erkenntnis  des  geistigen  Wesens  der 
Dinge  schrittweis  immer  mehr  und  mehr  der  Naturgesetzlichkeit 
bis  zur  dritten  Stelle,  welche  die  Übergangsstufe  zur  ethischen 
Weltansicht  bildet,  in  welcher  letztern  wir  den  Geist  gar  nicht 
mehr  unter  Naturgesetzen,  sondern  unter  den  ewigen  Ideen  des 
Rechts  und  der  Gerechtigkeit  als  den  freien  Urheber  seiner  Taten 
beurteilen.  Zugleich  ersehen  wir  daraus,  daß  die  Wissenschaft- 
lichkeit der  Erkennis  von  den  Naturgesetzen  abhängt,  denn 
Wissenschaft  besteht  darin,  daß  wir  die  Dinge  nach  Regeln, 
nach  notwendigen  und  allgemeinen  Gesetzen  zu  beurteilen  vermögen. 
Dies  letztere  müssen  wir  für  die  Erkenntnis  der  Körperwelt  noch 
genauer  betrachten. 

8 
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2.    Unterschied  von  Sinnesanschauung  und 
mathematischer  Anschauung. 

7.  Alle  unsere  Erkenntnis  fängt  mit  Anregung  unseres 
geistigen  Sinns  in  der  Empfindung  an,  wobei  wir  Gegenwärtiges 
außer  uns  anschauen.  Diese  Empfindungsweisen  sind  von  mannig- 
faltigen Arten  und  als  solche  an  die  Organe  unsers  Körpers  ge- 
bunden. Demgemäß  unterscheiden  sich  die  sogenannten  fünf 
Sinne :  Betastung,  Geschmack,  Geruch,  Gehör  und  Gesicht.  Diese 
Sinne  zeigen  uns  Glätte  und  Rauheit,  Wärme  und  Kälte,  Duft, 
Ton  und  Farbe.  Aber  alles  dieses  sind  nur  verschiedene  Quali- 
täten derselben  Gegenstände  außer  uns.  Diese  Gegenstände  selbst, 
die  Körper,  stellen  wir  uns  eigentlich  in  reiner  mathematischer 
Anschauung  durch  produktive  Einbildungskraft  als  gestaltete,  be- 
wegliche Masse  im  Räume  vor.  Alle  Körper  sind  gestaltet;  alle 
Gestalten  aber  sind  Konstruktionen  im  Räume.  Nun  konstruiert 
nicht  der  Sinn,  sondern  die  Einbildungskraft.  Alle  Gestaltvor- 
stellungen sind  daher  nicht  sinnlich,  sondern  mathematisch.  Die 
Einzeichnung  in  den  Raum  ist  ein  Werk  des  mathematischen  An- 
schauungsvermögens. 

Es  bestehen  also  in  unserer  Erkenntnis  zwei  verschiedenartige 
Anschauungsweisen  nebeneinander.  Die  eine  entspringt  aus  sinn- 
licher Anregung ,  die  andere  aus  reiner  Selbsttätigkeit  d.  h.  aus 
der  Grundgestalt  der  Vernünftigkeit  des  Geistes  selbst.  Der 
einen  gehören  die  sinnlichen,  der  andern  die  mathematischen  Vor- 
stellungen. Die  eine  zeigt  uns  Qualitäten,  die  andere  entwickelt 
sich  durch  Konstruktion.  Diese  letztere  hat  daher  ein  eigenes 
selbständiges  Princip  der  Entwickelung,  welches  von  den  einfachsten 
Elementen  zu  immer  größerer  Künstlichkeit  der  Zusammensetzung 
ins  Unendliche  fortschreitet.     Diese  Eigentümlichkeit    der   mathe- 
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matischen  Vorstellnngsweise  bestimmt    die    ganze  Natur  unserer 
theoretischen  Erkenntnis. 

8.  Da  die  Tätigkeit  der  einzelnen  Sinne  an  bestimmte  Or- 
gane und  Funktionen  des  Organismus  gebunden  ist,  so  entsteht 
dadurch  eine  eigentümliche  Isolierung  derselben.  Jedem  Sinn 
dient  ein  anderes  Werkzeug,  keiner  versteht  die  Sprache  des 
andern,  jeder  hat  seine  eigene,  ihm  ausschließlich  gehörende  Welt, 
und  wir  würden  zu  gar  keiner  Erkenntnis  der  Welt-Einheit  ge- 
langen, wenn  wir  nur  eine  sinnliche  Erkenntnis  besäßen. 

Eine  zweite  Folge  davon  ist  die  Zufälligkeit  der  sinnlichen 
Vorstellungen,  ihr  steter  Wechsel  und  ihre  Wandelbarkeit.  Wir 
erkennen  nämlich  die  Natur  nicht  nach  der  ganzen  Mannigfaltig- 
keit ihrer  Kräfte,  Naturtriebe  und  Stoffe,  sondern  nur  nach  dem 
besondern  subjektiven  Verhältnis,  in  welchem  diese  zu  unserm 
Organismus  stehen.  Nur  die  Einwirkungen  derjenigen  Naturprozesse 
können  der  Empfindung  dienen,  welche  in  unmittelbarer  und  be- 
stimmter Gegenwirkung  mit  unseren  Sinneswerkzeugen  stehen. 

Sinnesanschauung  und  mathematische  Anschauung  stehen  nicht 
getrennt  und  isoliert  in  unserm  Geiste.  Beide  sind  vielmehr  in 
der  innigsten  Verbindung  mit  einander  und  bilden  nur  verschieden- 
artige Teile  ein  und  desselben  Ganzen.  Vermöge  der  mathema- 
tischen Anschauung  konstruieren  wir  alles,  was  uns  die  Sinne 
zeigen,  sofort  in  Raum  und  Zeit.  Durch  sie  erhält  alles  sinnlich 
Erkannte  seine  bestimmte  Einzeichnung  in  den  Raum,  sowie  seine 
feste  Stelle  im  Raum  und  in  der  Zeit.  So  gehört  also  alle  Er- 
kenntnis der  Gestalten  der  mathematischen  Anschauung  in  ihrer 
Verbindung  mit  der  Sinnes  anschauung.  Durch  die  matliematische 
Anschauung   besteht    demnach   die    Einheit  und    Objektivität   der 

8* 
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Woltansohauung.     Aus    ihr  entspringt   die  Notwendigkeit,    soweit 
dieselbe  auf  anschaulicher  Basis  ruht. 

9.  Diese  mathematischen  Vorstellungen  bilden  unter  sich  ein 
zusammenhängendes  und  festverbundenes  System ,  welches  wir  in 
abstracto  aus  dem  Ganzen  der  menschlichen  Erkenntnis  heraus- 
heben und  für  sich  entwickeln  können.  Auf  dieser  Absonderung 
der  reinanschaulichen  Vorstellungsweise  von  der  Wirklichkeit 
der  Gegenstände  und  ihrer  selbständigen  Entwicklung  beruht  die 
Älöglichkeit  der  Mathematik.  So  geht  die  reine  Anschauung  in 
ihrer  wissenschaftlichen  Ausbildung  ihren  gesonderten  Gang  für 
sich  und  muß  sich  dann  erst  künstlich  wieder  mit  der  sinnesan- 
schaulichen Erkenntnis  der  wirklichen  Gegenstände  zusammen- 
finden nach  den  Regeln  der  angewandten  Mathematik.  Nur  soweit 
ist  strenge  Wissenschaft  und  theoretische  Ableitung  der  Erschei- 
nungen aus  ihren  Ursachen  mr)glich,  als  die  Anwendung  der 
]\Iatliematik  auf  die  Erfahrung  langt.  Denn  nur  allein  durch  die 
mathematische  Vorstellungsweise  und  nach  deren  Gesetzen  besteht 
in  unserer  Erkenntnis  die  Unterordnung  der  Erscheinungen  unter 
die  metaphysischen  Grundbegriffe  der  Bewirkung. 

Aus  dieser  Beschreibung  unserer  Erkenntnis  können  wir 
folgende  für  unsere  nachfolgenden  Betrachtungen  höchst  wichtige 
Schlüsse  ziehen: 

1)  Einzig  und  allein  durch  die  mathematische  Anschauung 
besteht   in    unserer  Erkenntnis    die    Einheit   der  Weltanschauung. 

2)  Vermöge  derselben  ruht  die  ganze  menschliche  Erkenntnis 
auf  einem  mathematischen  Grundgestell. 

3)  Die  einzig  vollständige  wissenschaftliche  Erkenntnis  des 
Menschen  ist  die  Erkenntnis  von  der  Welt  der  Bewegungen  and 
deren  Gestalten. 
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3.  Hylologie  und  Morphologie. 

10.    Die  Verschiedenartigkeit   der   Sinnesanschauung   von  der 
reinen  Anschauung   begründet   einen   für   die   Naturlehre   äußerst 
wichtigen  Unterschied.    Wir  erhalten  nämlich  dadurch  eine  doppelte 
Ansicht  von  der  Körperwelt,  nämlich  1.  eine  subjektive  Ansicht 
dessen,   wie   die  Dinge  im  Verhältnis  zu  meinem  Geist  beschaffen 
sind;    diese    geben   uns   zunächst    die  Sinne;    2.    eine    objektive 
Ansicht  von  ihrem  Wesen  in   ihrem  Verhältnis  gegen  einander. 
Diese   entsteht    durch    die   reine  Anschauung.      Nach    der   erstem 
Ansicht  sind  Bäume,    Tiere,   Berg,  Wald  und  Flur,   also  die  ge- 
stalteten Dinge,    die  Wesen,    denen  Farbe,    Ton,    Duft   und   alle 
sinnesanschaulichen  Beschaffenheiten  als  Eigenschaften  zukommen. 
Diese  morphologische  Weltansicht  ist   die  erste  und  an- 
fängliche,  zu  der  der  Geist  erwacht,  sie  ist  diejenige,  in  welcher 
wir    beständig    leben    und    nach    der   wir    den  Zusammenhang  der 
Körperwelt  mit  der  Geisteswelt   auffassen.      Wenn   wir    aber   an- 
fangen, diese  Weltansicht  wissenschaftlich  zu  behandeln,  so  werden 
wir  gewahr,  daß  sie  für  sich  keine  Selbständigkeit  besitzt.     Denn 
bei  genauerer  Vergleichung  finden  wir,    daß    ein  gestaltetes  Ding 
kein  für  sich  bestehendes  Wesen,    sondern    nur    eine  Form   wech- 
selnder Substanzen  ist.      Wir  finden ,    daß    die  Masse    das  Wesen 
der  Körperwelt    ist   und    daß   alle  Gestaltungen   nur   durch    diese 
und   die  Wechselwirkung    ihrer  Grundkräfte   bestehen.     Es    steht 
also    hinter    der   morphologischen    noch    eine    andere    Weltansicht 
von    dem    körperlichen  Wesen   der    Dinge,    durch   die   jene    erste 
allein    wissenschaftliche    Selbständigkeit     und   Festigkeit     erhält. 
Dies    ist   jene    zweite    vorhin    genannte  Ansicht   der   Körperwelt, 
welche  wir  mit  Fries   die   hylologische   nennen.     Die  erstere 
giebt  nur  einzelne  Einleitungen  in   die  wissenschaftliche  Erkennt- 
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nis  der  Natur.  Pie  zweite  dagegen  gestaltet  sich  zum  vollstän- 
digsten wissenschaftlichen  Ganzen,  welches  der  menschliche  Geist 
besitzt,  in  der  Gesetzgebung  für  die  Welt  der  Bewegungen.  So 
kommen  wir  durch  die  Farbenlehre  zur  Optik  und  den  Gesetzen 
des  Lichts,  durch  die  Wahrnehmung  der  Töne  und  die  Harmonik 
zu  der  Akustik  und  den  Gesetzen  der  Schallschwingungen,  durch 
die  Empfindung  des  Warmen  und  Kalten  zur  Wärmelehre. 

11.  Diese  wissenschaftliche  künstliche  Zurückführung  aller 
Naturerscheinungen  auf  eine  mathematische  Grundansicht  ist  in 
der  Geschichte  der  menschlichen  Kultur  erst  sehr  spät  und  nur 
nach  und  nach  klar  geworden.  Das  Charakteristische  der  Meta- 
physik des  Aristoteles  und  der  Scholastiker  besteht  gerade 
darin,  daß  sie  die  morphologische  Weltansicht  nicht  nur  als  selb- 
ständig, sondern  auch  als  alles  umfassend  ansieht.  Dadurch  war 
sie  genötigt,  die  Form  oder  die  Gestalt  als  etwas  ebenso  Ur- 
sprüngliches wie  das  Wesen  anzusehen.  So  entstand  jene  Lehre 
von  den  Entelechieen  oder  den  substantiellen  Formen,  der  zufolge 
die  Form  oder  die  Gestalt  gleichsam  wie  ein  gespenstisches  Wesen 
ohne  Masse  und  ohne  Körperlichkeit  besteht.  Diese  Metaphysik 
unterscheidet  zugleich  vier  Arten  der  Veränderung:  Entstehen 
und  Vergehen  {xLvr]6Lg  xaxcc  ovöiav) ,  Qualitätsveränderung  [xaxä 
notov),  Vermehrung  und  Verminderung  (xaxä  jtoaov)  und  Bewegung 
(xivrjöig  xaxk  xonov).  Diese  Unterscheidung  ist  ganz  im  Sinne 
der  morphologischen  Ansicht  gemacht.  Seit  der  Epoche  der  großen 
physikalischen  Entdeckungen,  welche  mit  Galilei  beginnt,  wurde 
es  indessen  klar,  daß  diese  vier  Arten  von  Veränderung  auf  die 
eine  xaxcc  xötcov,  d.  h.  Bewegung  sich  zurückführen  lassen.  Dadurch 
erkannte  man  die  Konstruierbarkeit  aller  Veränderungen  und 
Umwandelungen  in  der  Natur.     Alles  Gestaltete   nämlich,    sowie 
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alles,  was  in  der  Körperwelt  geschieht,  steht  unter  den  geome- 
trischen Gesetzen  der  Zusammensetzung  im  Räume.  So  konstru- 
ierte Galilei  zuerst  den  freien  Fall  der  Körper  und  die  para- 
bolische Wurfbewegung.  Die  Cartesische  Schule  wurde  so  darauf 
geführt,  die  Erklärung  der  Naturerscheinungen  mechanisch  zu 
fassen.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  gelang  Newton,  dem 
größten  Manne  aus  Descartes'  Schule.  Seitdem  erkannte  man, 
daß  alles,  was  geschieht,  von  dem  Mechanismus  der  Natur 
abhängt  und  daß  selbst  die  Gestaltungen ,  welche  die  Masse 
empfängt  und  annimmt,  der  Erfolg  von  diesem  Mechanismus  sind. 
Dieser  Mechanismus  selbst  hängt  aber  von  ausnahmslosen  und 
unveränderlichen  Naturgesetzen  ab,  welche  bestimmen,  daß  alles 
so  geschieht,  wie  es  geschehen  muß,  und  welche  es  möglich  machen, 
den  Erfolg  im  Voraus  zu  berechnen ,  wenn  man  diese  Gesetze 
vollständig  kennt. 

12.  Alle  die  Dinge ,  welche  wir  nach  der  morphologischen 
Weltansicht  als  die  Wesen  voraussetzen,  Menschen-,  Tier-  und 
Pflanzengestalten,  Weltkörper  und  Wolken,  Flüsse  und  Länder 
bestehen  also  durch  den  Mechanismus  eigentümlicher  Naturtriebe. 
In  gleicher  Weise  erfolgt  der  Fall  der  Körper,  die  Bewegung 
des  Lichts,  der  Sternenlauf,  sowie  alles,  was  in  der  Natur  geschieht, 
nach  den  Gesetzen  eines  besonderen  Mechanismus.  Daher  treten 
hier  für  die  Naturforschung  die  zwei  Aufgaben  nebeneinander: 

1)  die  Konstruktion  des  Mechanismus  für  jeden  physikalischen 
Prozeß  zu  suchen; 

2)  die  Naturgesetze  zu  entdecken,  von  denen  dieser  Mecha- 
nismus a-bhängt. 

Dieses  beides:  Konstruktion  des  Mechanismus  eines  physi- 
kalischen Prozesses  und  die  Kenntnis  des  Naturgesetzes,   welches 
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den  Mechanismus  dieses  Prozesses  regelt,  geben  erst  die  vollstän- 
dige Erklärung  der  Erscheinungen.  Für  die  Astronomie  leistete 
das  erstere  K  e  p  p  1  e  r ,  das  zweite  Newton. 

Aus  diesem  hier  entwickelten  Verhältnis  der  Gestaltung  zum 
lyiechanismus  und  zum  Naturgesetz  ergeben  sich  für  uns  folgende 
Folgerungen: 

1)  Die  Naturgesetze  gehören  der  hylologischen  Weltansicht 
an.  Bilder  aus  der  Welt  der  Farben  und  Töne  können  daher 
nie  zum  Erklärungsgrund  für  Naturerscheinungen  und  Natur- 
prozesse dienen.  Darin  liegt  der  Irrtum  der  alten  Lehre  von  der 
Sphärenharmonie,  sowie  von  Goethes  Farbenlehre. 

2)  Es  giebt  kein  morphologisches  Weltprincip.  Ein  solches 
könnte  nur  die  Gestalt  sein,  auf  welcher  die  Möglichkeit  der 
morphologischen  Ansicht  beruht.  Aber  die  Gestaltung  ist  kein 
Princip ,  sondern  ein  Problem ,  welches  seine  Auflösung  in  der 
Hylologie  erwartet.  Die  Morphologie  hängt  nur  induktorisch 
mit  der  Hylologie  zusammen.  In  der  Verkennung  dessen  liegt  unter 
anderm  der  Grund  des  Irrtums  in  der  Lehre  von  der  Lebenskraft. 

3)  Die  morphologische  Weltansicht  bleibt  unselbständig  und 
wissenschaftlich  unvollständig.  Ihre  letzten  und  höchsten  Er- 
klärungsgründe muß  sie  von  der  hylologischen  borgen.  Aus 
diesen  läßt  sich  aber  nur  das  Mathematische,  nur  das  Konstru- 
ierbare, aber  nicht  die  Sinnesqualitäten  erklären.  Wir  können 
aus  dem  Mechanismus  des  Lichts  keine  Farbe ,  aus  den  Luft- 
schwingungen keinen  Ton  erklären. 

4)  Die  Naturgesetze  sind  der  letzte  Erklärungsgrund ,  das 
letzte  Princip,  auf  welches  sich  unsere  Einsicht  gründet.  Wir 
dürfen  uns  daher  nie  auf  den  Willen  Gottes  oder  eine  diesem 
gemäße  Zweckmäßigkeit  berufen.  Teleologische  Erklärungsgründe 
dürfen     in     den    Naturwissenschaften    nicht    zugelassen    werden. 
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Bacon   von  Verulam    begründete   dadurch  eine  neue   Epoche 
für  die  Naturforschung,  daß  er  die  Zweckgesetze  verwarf. 

4.  Unterschied  von  Theorie  und  Ästhetik. 

13.  Wenn  wir  bis  zur  Kenntnis  der  Naturgesetze  hindurch- 
gedrungen sind,  so  sind  wir  bei  selbständigen  und  ursprünglichen 
Principien  angelangt,  die  auf  sich  selbst  ruhen,  durch  sich  selbst 
verständlich  sind  und  über  die  hinaus  es  keine  anderen  höheren 
Erklärungsgründe  mehr  giebt.  Diese  Selbständigkeit  und  axio- 
matische  Klarheit  der  Naturgesetze  ruht,  wie  ich  später  zeigen 
werde,  auf  der  Natur  unserer  mathematischen  Erkenntnis,  in 
deren  Bereich  sie  ihren  Sitz  haben.  Eine  notwendige  Folge  davon 
ist  die  Unmöglichkeit  einer  Kosmogenie.  Vermöge  der  Selbstän- 
digkeit der  Naturgesetze  und  vermöge  der  mathematischen  Natur 
ihrer  Erkenntnisart  läßt  die  hylologische  Weltansicht  eine  voll- 
ständige wissenschaftliche  Entwickelung  zu.  Wie  wir  aber  schon 
(§  9.  3.)  gesehen  haben,  ist  dieses  auch  die  einzige  vollständige 
wissenschaftliche  Erkenntnis  des  Menschen.  Die  morphologische 
Weltansicht  bleibt  wissenschaftlich  unvollständig  und  ruht  ganz 
auf  der  hylologischen.  Noch  unvollständiger  bleiben  die  geistigen 
Weltansichten.  Von  diesen  ruht  die  politische  auf  der  pragma- 
tischen, diese  setzt  die  psychisch  -  anthropologische  voraus  und 
beide  stützen  sich  wiederum  auf  die  morphologische.  So  bildet 
also  die  Hylologie  die  feste ,  unerschütterliche  Basis  der  ganzen 
menschlichen  Wissenschaft,  und  dieses  nur  vermöge  der  Mathe- 
matik in  ihr.  Soweit  die  Mathematik  mit  ihren  Konstruktionen 
reicht,  soweit  läßt  sich  alles  natürlich  erklären.  Allein  diese 
mathematische  Naturlehre  umfaßt  nicht  das  Ganze  der  mensch- 
lichen Erkenntnis.  Das  innere  Leben  mit  dem  Wechsel  seiner 
Zustände  sowie  der  geistige  Verkehr  der  Menschen  in  der  Körper- 
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weit  läßt  sich  zwar  zum  Teil  noch  auf  dieselbe  zurückführen; 
aber  die  Würde  der  Person,  die  Magie  der  Schönheit,  der  Zauber 
des  Farbenspiels  sowie  die  Harmonie  der  Töne  läßt  sich  durch 
keine  Konstruktion  mehr  in  einfache  mathematische  Elemente 
auflösen. 

14.  Es  giebt  also  ein  Gebiet  in  unserer  Erkenntnis,  wo  alle 
theoretische  Erklärung  aus  Naturgesetzen  aufhört  und  nur  noch 
eine  ästhetische  Beurteilung  nach  Ideen  übrig  bleibt.  So  tritt 
dem  Natürlichen  das  Übernatürliche,  dem  Wissen  das 
Glauben,  dem  Naturgesetz  die  Idee,  der  Theorie  die 
Ästhetik  gegenüber.  Dieser  Gegensatz  ist  die  verborgene 
Quelle  alles  Aberglaubens  und  aller  Geheimnissucht.  Es  sind 
nämlich  die  ewigen  Hoffnungen  des  Menschen,  welche  über 
das  irdische  Verlangen  und  da,s  Erdenleben  noch  hinauslangen 
und  dasjenige  mit  dem  Scheine  des  Wunderbaren  umgeben,  was 
mit  ihnen  in  näherer  oder  fernerer  Verbindung  steht.  Von  diesen 
empfängt  auch  der  Aberglaube  sein  Interesse  und  seine  Nahrung. 
Jene  ewigen  Hoffnungen  sind  indeß  kein  leerer  Wahn.  Da  sie 
einmal  in  unserer  Brust  leben  wie  die  Kenntnis  der  Natur  in 
unserem  Geiste,  so  dürfen  wir  sie  nicht  abweisen,  sondern  wir 
müssen  uns  über  sie  zu  verständigen  suchen.  Früher  versuchte 
man  dies  dadurch,  daß  man  der  Philosophie  die  Theologie,  der 
natürlichen  Erkenntnis  die  Inspiration  oder  die  Tradition  der 
Kirche  gegenüber  stellte.  Allein  als  man  den  Geist  des  Menschen 
sowie  die  historische  Entwickelung  seiner  Kultur  zu  studieren 
begann,  bemerkte  man,  daß  der  eine  wie  die  andere  unter  Natur- 
gesetzen stehe.  Alle  Irrfahrten  der  Metaphysik,  aUe  Abenteuer 
der  Spekulation  gehen  im  letzten  Grunde  darauf  hinaus,  jene 
Gegensätze  aufzuheben  oder  wenigstens  auszusöhnen.     Erst  Kant 
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gelang  es  mit  seinem  transcendentalen  Idealismus  die  wahre 
wissenschaftliche  Auflösung  dieses  größten  Rätsels  der  Spekulation 
zu  finden.  Diese  Lehre  zeigt  nämlich,  daß  .,Xatur  und  Schicksal" 
den  Dingen,  „Wissenschaftlichkeit  oder  Gesetzlichkeit''  der  Er- 
kenntnis von  denselben  nur  zukommt,  wiefern  sie  Gegenstände 
der  Sinnenwelt  d.  h.  Dinge  sind,  die  dem  sinnlich  erkennenden 
Geiste  nur  auf  eine  beschränkte  "Weise  erscheinen,  daß  aber 
diese  sinnlich  beschränkte,  diese  wissenschaftliche  Vorstellungs- 
weise die  Dinge  nicht  ihrem  ewig  wahrenWesen  gemäß  zeige. 
Es  giebt  also  nicht  zwei  verschiedene  Welten,  eine  irdische  und 
eine  himmlische  nebeneinander,  sondern  es  leben  nur  zwei  ver- 
schiedene Gesetzgebungen  für  ein  und  dasselbe  Wesen  der  Dinge 
in  unserem  Geiste:  einmal  die  Xaturgesetzgebung  und  dann  die 
Gesetzgebung  aus  Ideen.  Daraus  geht  hervor,  daß  es  kein  Herein- 
ragen einer  höheren  Welt  in  die  unsrige  geben  kann.  Es  folgt 
aber  auch  daraus,  daß  es  keine  Wunder,  kein  Hindurchgreifen 
einer  göttlichen  Allmacht  durch  die  Fugen  gesprengter  Natur- 
gesetze geben  könne.  Denn  da  die  Katurgesetzgebung  nicht  dem 
Wesen  der  Dinge  an  sich  selbst  zukommt,  sondern  nur  das  Werk- 
zeug des  menschlichen  Geistes  ist,  um  die  Außenwelt  nach  der 
Natur  seiner  Erkenntnis  zu  fassen  und  sich  in  derselben  zu  orien- 
tieren, so  kann  eine  göttliche  Wirksamkeit  im  Wesen  der  Dinge 
selbst  von  uns  gar  nicht  wahrgenommen  und  erkannt  werden,  es 
müßte  vielmehr  unsere  ganze  Natur  umgewandelt  werden. 

Endlich  muß  noch  als  ein  sehr  wichtiger  Umstand  bemerkt 
werden,  daß  die  natürliche  und  die  ideale  Gesetzgebung  nicht  un- 
abhängig von  einander  in  unserem  Geiste  bestehen,  sondern  daß 
sich  die  ideale  durch  Negation  der  Schranken  aus  der  natürlichen 
entwickelt.  Daraus  geht  hervor,  daß  es  keine  positive  Erkennt- 
nis aus  Ideen  und  mithin  auch   keine  positive  Erkenntnis  des  Ab- 
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soluten  geben  könne.     Die  Ideen  können  also  in  keiner  Weise  als 
wissenschaftliche  Principien  betrachtet  werden. 

III. 

Einteilung  der  Naturwissenschaften  und 

Stellung  der  Naturphilosophie 

in  diesem  Ganzen. 

15.  Aus  dem  Vorigen  folgt,  daß  alle  menschliche  Wissenschaft 
Naturwissenschaft  ist.  Diese  Naturwissenschaft  zerfällt  zunächst 
in  zwei  große  Gruppen: 

A.  die  Wissenschaft  vom  Geiste,  anthropologische  Wissen- 
schaften ; 

B,  die  Wissenschaft  von  der  Körperwelt,  physikalische  Wissen- 
schaften. 

In  den  letzteren  kommen  drei  verschiedene  Dinge  in  Betracht : 

1 .  die  qualitative  Verschiedenheit  der  Stoffe  in  der  Körperwelt, 

2.  das  Gesetz  und 

3.  die  Gestaltung  der  verschiedenartigen  Stoffe  unter  dem 
Gesetz. 

Demgemäß  erhalten  wir  drei  verschiedene  Wissenschaften: 

1.  Stöchiologie,  Stofflehre,  die  Lehre  von  der  Verschieden- 
artigkeit der  materiellen  Stoffe  und  ihren  Zusammen- 
setzungen, gewöhnlich  Chemie  genannt, 

2.  P  h  y  s  i  k  in  engerer  Bedeutung,  die  Lehre  von  den  Natur- 
gesetzen, 

3.  Gestaltungskunde  oder  Morphologie,  die  Lehre 
von  den  verschiedenen  Gestaltungen  der  Körper. 
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In  Rücksicht  des  letzteren  beobachten  wir  drei  geschlossene 
Kreise  der  Wechselwirkung:  1.  im  Sonnensystem,  2.  im  Leben 
der  Erde,  3.  in  jedem  irdischen  Gebilde.  Dadurch  zerfällt  uns 
die  Morphologie  wieder  in  drei  Teile: 

a.  Astronomie,  die  Wissenschaft  vom  Weltgebäude; 

b.  Greologie,   die  Wissenschaft  von   der  Bildung  der  Erde, 
und 

c.  irdische   Morphologie,    welche  ferner  aus  der  Mine- 
ralogie,   der   Botanik   und    der    Zoologie     besteht. 

16.  Die  hier  nach  Fries  gegebene  Einteilung  ist  aus  den 
ersten  Gründen  unserer  Erkenntnis  genommen.  In  unserer  Er- 
kenntnis stehen  nämlich  Gesetz  und  Tatsache,  Einsicht  und 
Kenntnis  getrennt  neben  einander  und  müssen  erst  künstlich  durch 
die  Theorie  vereinigt  werden.  Eine  durchgreifende  Einteilung 
kann  daher  nur  vom  Standpunkte  der  Theorie  aus  gegeben  werden 
Dnd  nicht  nach  dem  Unterschied  der  Gegenstände,  mit  denen  sich 
die  einzelnen  Disciplinen  beschäftigen.  Diese  Bemerkung  steht 
polemisch  hauptsächlich  gegen  den  scharfsinnigen  E.  G.  Fischer, 
welcher  vor  seinen  Untersuchungen  über  den  Sinn  der  höheren 
Analysis  eine  idealische  Übersicht  der  Naturkunde  mitgeteilt 
hat,  worin  er  philosophisch  die  systematische  Gliederung  aller 
physikalischen  Wissenschaften  und  die  wesentlichen  Merkmale  zu 
bestimmen  versucht,  welche  die  einzelnen  Zweige  von  einander 
unterscheiden.  Er  definiert  die  Naturkunde  als  die  wissenschaft- 
liche Erkenntnis  des  ganzen  Umfangs  aller  Katurwesen  und  ihrer 
Veränderung.  Dieser  Definition  gemäß  teilt  er  die  Naturkunde 
in  zwei  große  Gruppen:  in  die  Kenntnis  der  Naturwesen  selbst 
und  in  die  Kenntnis  ihrer  Veränderungen.  Jene  nennt  er  Natar- 
beschreibung,  diese  Naturlehre.    Die  Veränderungen  in  der  Natur 
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bringt  er  dann  weiter  in  zwei  Klassen:  1.  in  ränmliche  und 
2.  in  materielle.  Dies  bestimmt  ihm  den  Unterschied  von  Physik 
und  Clicmie.  Dieser  Disposition  liegen  indeß  mehrere  Fehler  in 
der  Bestimmung  der  Grundbegriffe  zum  Grunde.  Denn  seine  erste 
Unterscheidung  in  Naturbeschreibung  oder  Kenntnis  der  Natur- 
wesen und  Naturlehre  oder  Kenntnis  ihrer  Veränderungen  setzt 
die  Gleichartigkeit  der  Erkenntnis  in  beiden  Wissenschaften 
voraus.  Dann  nennt  seine  Erklärung  der  Naturlchre  gerade  das 
wesentliche  und  charakteristische  Merkmal  derselben,  nämlich  die 
Naturgesetzlichkeit,  nicht  mit.  Wir  wollen  nämlich  in  der  Physik 
die  Veränderungen  in  der  Kürperwelt  nicht  kennen  lernen,  sondern 
wir  suchen  eine  Einsicht  in  die  Gesetze,  von  denen  diese  Verän- 
derungen abhängen.  Endlich  ist  seine  Unterscheidung  zwischen 
materieller  und  räumlicher  Veränderung  unrichtig  und  schließt 
für  die  Chemie  die  Möglichkeit  der  mathematischen  Konstruktion 
aus.  Dieser  Unterschied  gilt  nämlich  nur  auf  dem  Standpunkt 
der  morphologischen  Weltansicht.  Der  hyloiogischen  Weltansicht 
nach  ist  dagegen  jede  Veränderung  in  dem  Zustand  der  Materie 
Bewegung  d.  h.  räumliche  Veränderung.  Alle  materiellen  Ver- 
änderungen müssen  demnach  auf  räumliche  zurückgeführt  und  wie 
diese  phoronomisch  und  mechanisch  konstruiert  werden. 

17,  In  dem  Ganzen  der  Naturwissenschaften  müssen  wir  nun  die 
Stelle  der  Naturphilosophie  und  die  Bedeutung  ihrer  Aufgabe  suchen. 

Die  Naturwissenschaft  fordert  Erklärung  des  Zusammenhangs 
der  Dinge  und  des  Verlaufs  der  Begebenheiten  nach  notwendigen 
Gesetzen.     Es  gehören  demnach  drei  Dinge  dazu: 

1)  Entwickelung  der  Gesetze, 

2)  Konstatierung  des  Tatbestandes  und 

3)  Unterordnung  des  letztern  unter  die  erstem. 
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Der  Tatbestand  wird  festgestellt  durch  Experiment  und  Be- 
obachtung, nach  Regeln,  welche  den  sogenannten  empirischen 
Naturwissenschaften  angehören. 

Gesetze  dagegen  sind  allgemeine  und  notwendige  Wahrheiten. 
Allgemeine  und  notwendige  Wahrheiten  werden  aber  a  priori 
erkannt.  Die  ganze  wissenschaftliche  Katurerkenntnis  ruht  also 
auf  einer  Vorstellungsweise  a  priori,  und  nicht  auf  einer 
durch  sinnliche  Wahrnehmung  bestimmten.  So  finden  wir  uns 
von  der  Empfindung  des  Drucks,  welchen  ein  Körper  auf  unsere 
Hand  ausübt,  zu  dem  Gesetze  der  Schwere,  von  der  Farbe,  welche 
das  Auge  an  den  Körpern  vermittelst  des  Lichts  wahrnimmt,  zu 
der  Bewegung  der  Lichtstrahlen  hinüber.  Die  Schwerkraft  sowie 
die  Bewegung  der  Lichtstrahlen  sind  aber  Vorstellungen,  welche 
in  reiner  Anschauung  nach  einem  Princip  a  priori  und  nicht  aus 
der  Empfindung  bestimmt  werden. 

Wie  können  wir  nun  aber  die  Tatsachen  unter  das  Gesetz 
ordnen?  Tatsache  und  Gesetz  sind  für  sich  ungleichartig,  da  sie 
aus  ganz  verschiedenen  Quellen  entspringen.  Soll  eine  solche 
Unterordnung  zu  stände  kommen,  so  muß  es  ein  Drittes  geben, 
was  mit  beiden  gleichartig  ist;  an  welchem  einerseits  die  Zufäl- 
ligkeit der  Tatsache  und  andererseits  die  Notwendigkeit 
des  Gesetzes  angetroffen  wird.  Den  Charakter  der  Notwendigkeit 
können  aber  nur  Gesetze  an  sich  tragen,  denn  alles  Tatsächliche 
bleibt  für  sich  zufällig.  Jenes  Dritte  mixß  also  selbst  ein  Gesetz 
sein  und  doch  einen  empirischen  Ursprung  haben.  Diese  Gesetze 
sind  es,  welche  man  in  prägnanterer  Bedeutung  gewöhnlich 
„Naturgesetze"  zu  nennen  pflegt.  Sie  müssen  nach  bestimmten 
methodischen  Vorschriften  aus  dem  Tatbestande  erforscht  werden. 
Die  methodischen  Eegeln,  nach  denen  dies  geschieht  und  die  wir 
später  genauer  betrachten  werden,  begreift  man  unter  dem  allge- 
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meinen    Namen    der    Induktion    oder    des    induktiven    Ver- 
fahrens. 

18.  Die  systematische  Form  eines  wissenschaftlichen  Ganzen, 
in  welchem  die  Tatsachen  in  ihrer  Unterordnung  unter  die  allge- 
meinen Gesetze  erkannt  und  ihre  Verbindung  aus  diesen  erklärt 
werden,  heißt  Theorie.  Die  Physik  ist  also  eine  theoretische 
Wissenschaft.  Die  Logik  belehrt  uns,  daß  jede  vollständige  theo- 
retische Wissenschaft  aus  drei  verschiedenartigen  Erkenntnisweisen 
zusammengesetzt  ist:  aus  Erfahrung,  Mathematik  und  Philosophie. 
Die  Hegel  der  Vereinigung  dieser  drei  zu  einem  Ganzen  giebt 
die  Form  des  Vernunft  Schlusses,  Der  Philosophie  gehört 
die  Allgemeinheit  der  Gesetzgebung  an  der  Stelle  des  Obersatzes, 
der  Erfahrung  die  Mannigfaltigkeit  der  Tatsachen  an  der  Stelle 
des  Schlußsatzes,  und  der  Mathematik  an  der  Stelle  des  Unter- 
satzes die  Regel  der  Subsumtion.  Die  mathematische  Anschauung 
bringt  nämlich  einerseits  (vermöge  ihrer  Notwendigkeit)  die  Regel 
zur  historischen  Tatsache ,  andererseits  (vermöge  ihrer  Anschau- 
lichkeit) den  Fall  zur  philosophischen  Regel  hinzu.  Die  Mathe- 
matik bildet  also  in  der  Theorie  das  verbindende  Mittelglied 
zwischen  Philosophie  und  Erfahrung.  Demgemäß  giebt  es  auch 
zwei  entgegengesetzte  Eingänge  in  das  mathematische  Element 
einer  theoretischen  Erkenntnis:  den  einen  von  selten  der  Philo- 
sophie, den  andern  von  selten  der  Erfahrung  her. 

Um  dies  vollständig  deutlich  zu  machen,  müssen  wir  auf  das- 
jenige zurücksehen,  was  wir  schon  (§  12)  gefunden  haben.  Dort 
sahen  wir,  daß  der  Physik  zwei  Aufgaben  nebeneinander  gehören : 
einmal  den  Mechanismus  eines  Naturprozesses  geometrisch  zu  kon- 
struieren, und  dann  den  geometrisch  konstruierten  Mechanismus 
aus  Naturgesetzen  zu  erklären.     Für  einen  bestimmten  Kreis  von 
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Erscheinungen  muß  beides  induktorisch  geschehen,  d.  h.  man 
muß  beides  der  Erfahrung  abfragen,  von  dieser  aus  den  Eingang 
in  die  mathematische  Konstruktion  suchen.  So  rechnete  Keppler 
die  elliptische  Gestalt  der  Himmelsbahnen  und  die  wahren  Gesetze 
des  Sternenlaufs  aus  den  Tychonischen  Beobachtungen  heraus. 
Newton  aber  entdeckte  aus  den  Keppler  sehen  Gesetzen  das 
Naturgesetz,  von  welchem  die  Ellipsengestalt  der  Bahnen  sowie 
der  Mechanismus  der  Planetenbewegung  abhängt. 

Nun  haben  wir  (§  17)  gesehen,  daß  unserer  ganzen  Naturer- 
kenntnis eine  allgemeine  und  notwendige  Naturgesetz- 
gebung a  priori  zu  Grunde  liegt.  Diese  muß  demnach,  wie  sich 
jetzt  ergiebt,  den  allgemeinen  Mechanismus  der  Natur  betreffen, 
d.h.  sie  muß  philosophische  Grundgesetze  der  Mecha- 
n  i  k  enthalten,  welche  mithin  durch  bloßes  Denken  a  priori  erkannt 
werden  können.     Daraus  geht  zweierlei  hervor: 

1)  daß  das ,  was  wir  vorhin  in  prägnanterer  Bedeutung  das 
Naturgesetz  genannt  und  von  welchem  wir  gesehen  haben,  daß 
es  für  einen  bestimmten  Kreis  von  Erscheinungen  durch  Induktion 
entdeckt  werden  müsse,  auch  a  priori  gefunden  werden  könne ; 

2)  daß  dieses  Naturgesetz  das  wahre  Princip  der  Unterordnung 
eines  bestimmten  Kreises  von  Erscheinungen  unter  die  Grundge- 
setze der  Mechanik  sei. 

Ferner  die  Konstruktion  des  Mechanismus,  welche  für  jeden 
bestimmten  Naturprozeß  gleichfalls  induktorisch  gesucht  werden 
muß,  ist  selbst  eine  Erkenntnisweise  a  priori.  Es  muß  mithin 
auch  möglich  sein,  unter  jenen  Grundgesetzen  der  Mechanik  die 
verschiedenen  Formen  der  Mechanismen  möglicher  Naturprozesse 
a  priori  und  zwar  mathematisch  zu  entwickeln.  So  begegnen 
sich  Mathematik  und  Induktion  sowohl  auf  dem  Gebiete  der  Me- 
chanik wie  auf  dem  der  Morphologie. 
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II).  An.*^  dorn  im  vorigen  Paragraphen  Erörterten  geht 
hervor,  dali  jene  Vorstellungsweise  a  priori,  auf  welcher 
(nach  ij  17)  unsere  ganze  Naturerkenntnis  ruht,  eine  mathematisch- 
philosophische ist.  Wir  erhalten  also  als  Resultat  aus  unseren 
bisherigen  Betrachtungen  dieses: 

Unserer  ganzen  Erkenntnis  der  Körperwelt 
liegt  nach  dem  Gesetz  der  hy lologischen  Weltan- 
sicht eine  mathematisch -philosophische  Erkennt- 
nis a  priori  zu  Grunde,  und  deren  wissenschaft- 
liche Entwickelung  soll  die  mathematische  Natur- 
philosophie   geben. 

Neben  dieser  mathematischen  Naturphilosophie  steht  dann 
noch  eine  andere  Aufgabe,  welche  gleichfalls  naturphilosophisch 
ist.  Sehen  wir  nämlich  auf  die  beiden  Aufgaben  der  theoretischen 
Naturforschung:  Konstruktion  des  Mechanismus  eines  Naturpro- 
zesses und  Kenntnis  des  Naturgesetzes  zurück,  so  muß  es  auch 
noch  eine  Philosophie  über  die  Regeln  geben,  nach  denen  wir 
durch  Experiment  und  Beobachtung  d.  h.  induktorisch  diese  beiden 
Aufgaben  für  die  verschiedenen  Gebiete  der  Erfahrung  lösen 
können.  Dies  ist  die  naturphilosophische  Methoden- 
lehre oder  die  induktive  Naturphilosophie,  wie  ich  sie 
nennen  will.  Diese  Regeln  können  nur  aus  der  besonderen  Natur 
jeder  Aufgabe  abgeleitet  werden.  Daher  lassen  sich  dem  Er- 
fahrungsgehalt nach  alle  induktorischen  Aufgaben  der  theoretischen 
Naturlehre  philosophisch  besprechen.  Das  Verhältnis  dieser 
induktiven  Naturphilosophie  zur  Physik  ist  für  sich  selbst  klar. 
Sie  ist  eine  Propädeutik  zu  derselben,  eine  philosophische  Methoden- 
lehre zur  Physik. 
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20.     Ganz    anders     ist    das    Verhältnis    der    mathematischen 
Naturphilosophie    zur  Physik,      Denn    diese   verhalten    sich    nicht 
wie  Methode  und  Inhalt  zu  einander,    vielmehr  ist  die  erstere  ein 
integrierender  Teil  der  letzteren  selbst.     Wir  nennen  die  Physik, 
inwiefern   sie   nach  den  induktorischeu  Methoden  des  Experiments 
und  der  Beobachtung  ausgebildet  wird,  Experimentalphysik; 
inwiefern  sie  aber    von   dem  Standpunkte   nicht  der  angewandten, 
sondern  der  reinen  Theorie    aus    ausgebildet    wird,    mathema- 
tische   Physik.     Die    erstere    sucht    allererst   induktorisch  das 
Gesetz.    Die  andere  setzt  das  Gesetz  als  bekannt  voraus  und  erklärt 
in  einer  konstitutiven  Theorie  die  Erscheinungen  aus  diesem.     Das 
Gesetz    der   Entwickelung    für    diese     letztere    giebt   die    mathe- 
matische Naturphilosophie.     In  welchem  Verhältnis    steht   nun  da 
die   mathematisch-naturphilosophische  Erkenntnis  zur  Erfahrungs- 
erkenntnis  ? 

Wir    haben    (§  18.  2.)    gesehen,     daß    dasselbe    Naturgesetz, 
welches  wir  induktorisch  aus  der  Erfahrung  ableiten,  auch  natur- 
philosophisch  gefunden   werden   könne.      So    hatte  Newton  aus 
der  von  Keppler   induktorisch   gefundenen  Form  des  Mechanis- 
mus in  unserm  Planetensystem  das  Gravitationsgesetz  auf  dieselbe 
Weise  gefunden.     Man  kann  aber  auch  umgekehrt  rein  theoretisch 
alle  mathematisch  möglichen  Gesetze    für   in  die  Ferne   wirkende 
Grundkräfte  aufsuchen.    Unter  diesen  wird  sich  das  N  e  w  t  o  n  sehe 
Gesetz  der  quadratischen  Abnahme  als  das  einfachste,  natürlichste 
und  gleichsam  als  das  naturphilosophische  Grundgesetz  für  durch- 
dringende Grundkräfte  zeigen.     Allein  es  liegt  ein  großer  Unter- 
schied in  der  Gültigkeit  des  einen  und  des  andern.     Denn  einmal 
giebt  uns  die  Induktion   den  numerischen  Wert  für  die  Intensität 
der  Kraft,    die  Naturphilosophie  dagegen  läßt  diesen  Wert  unbe- 
stimmt.    Andernteils  berechtigt  uns  die  Naturphilosophie  für  sich 

9* 
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noch  nicht ,  dieses  Gesetz  auf  einen  bestimmten  Kreis  der  Er- 
sclieinnngen  anzuwenden.  Der  Bereclitigungsgrund  zu  dieser  An- 
wendung liegt  einzig  und  allein  in  der  Erfahrung.  Erst  wenn 
wir  dasselbe  Gesetz  auch  induktorisch  gefunden  haben,  dürfen  wir 
es  als  Erklärungsgrund  brauchen. 

Das  induktorisch  gefundene  Gesetz  ist  also  ein  bestimmter 
E  r  k  1  ä  r  u  n  g  s  g  r  u  n  d  bestimmter  Erscheinungen,  das  naturphilo- 
sophische dagegen  nur  eine  Form  möglicher  Erfahrung. 
Induktorisch  müssen  also  bei  der  theoretischen  Naturforschung 
die  Erklärungsgründe  gesucht  werden.  Allein  die  Induktion  hat 
für  sich  selbst  kein  Urteil  über  die  Natur  dieses  Erklärungs- 
grundes; sie  kann  nicht  bestimmen,  ob  das  durch  sie  gefundene 
Gesetz  ein  Grundgesetz  sei,  oder  ob  es  auf  noch  andere  einfachere 
Gesetze  zurückgeführt  werden  müsse.  Die  Naturphilosophie  be- 
stimmt dagegen  a  priori  alle  möglichen  mathematischen  Grund- 
formen der  Erfahrung.  Finden  wir  nun  auf  einem  bestimmten 
Gebiet  der  Erfahrung  eine  solche  gültig,  so  wissen  wir,  daß  das 
induktorisch  gefundene  Naturgesetz  auch  das  Grundgesetz  für 
diesen  Kreis  von  Erscheinungen  ist.  Dies  ist  in  der  Tat  mit 
der  Astronomie  der  Fall. 

Die  Naturphilosophie  leitet  uns  also  nur  im  Suchen,  sie  ent- 
hält die  rechte  Disciplin  der  Hypothesen.  Sie  soll  uns  die  Ge- 
setze möglicher  Hypothesen  über  die  Natur  der  Körper  angeben; 
bestimmen,  welche  Voraussetzungen  zulässig  seien,  welche  als  die 
einfachsten  von  allen  anzusehen  seien,  und  welche  mathematisch 
bestimmbare  Folgen  jede  einzelne  solche  Hypothese  mit  sich  führe. 
Sie  ist  also  die  Rüstkammer  aller  Hypothesen  und  Erklärungs- 
gründe ,  sie  giebt  in  letzter  Instanz  die  Entscheidung  über  die 
Vollgültigkeit  der  Naturgesetze. 
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21.  Die  mathematische  Naturphilosophie  enthält  die  wissen- 
schaftliche Entwickelung  der  allgemeinen  und  notwendigen  Natur- 
gesetzgebung in  abstracto.  Diese  Naturgesetzgebung  enthält  (nach 
§  18)  metaphysische  Elemente  mit  mathematischen  vereinigt.  Es 
kommt  daher  in  der  mathematischen  Naturphilosophie  Metaphysik 
mit  Mathematik  in  Verbindung.     Sie  enthält: 

1)  einen  reinphilosophischen  Teil  in  der  Gresetzgebung  aus 
den  Kategorieen.  Dies  sind  die  allgemeinen  metaphysischen  Natur- 
gesetze des  Wesens,  der  Bewirkung  und  der  Wechselwirkung; 

2)  die  Unterordnung  aller  mathematischen  Formen  der 
Ordnung,  Zahl,  Dauer,  Gestalt  und  Bewegung  unter  jene  Natur- 
gesetzgebung aus  den  Kategorieen. 

Die  Entwickelung  der  Lehre  von  den  Formen  der  Ordnung, 
Zahl  und  Gestalt  selbst  gehört  der  Syntaktik,  der  Arithmetik 
und  Geometrie  an.  Hier  suchen  wir  die  Unterordnung  derselben 
unter  die  metaphysischen  Naturgesetze.  Worin  liegt  nun  die 
Regel  dieser  Subsumtion?  Diese  Unterordnung  ist  offenbar  nur 
dadurch  möglich,  daß  wir  den  metaphj^sischen  Grundgesetzen  der 
Bewirkung  eine  Darstellung  in  reiner  Anschauung  d.  h.  eine  Kon- 
struktion ihrer  Begriffe  unterzulegen  im  stände  sind.  Es  muß, 
also  Veränderungen  geben,  die  einer  mathematischen  Konstruktion 
fähig  sind.  Diese  Veränderungen  sind  Bewegungen.  Die  Regel 
der  Subsumtion  für  die  mathematischen  Formen  unter  die  Kate- 
gorieen sind  daher  die  phoronomischen  Gesetze  der  Bewegung. 
Bewegung  ist  also  der  mathematische  Grundbegriff  der  hylo- 
logischen  Weltansicht,  und  die  mathematische  Naturphilosophie  ist 
reine   Bewegungslehre. 

Die  mathematische  Entwickelung  dieser  Lehre  ist  die  Erfindung 
und  das  Werk  von  Newtons  großem  Genie.  Seine  mathematischen 
Principien    der   Naturphilosophie    sind    dadurch    zum   Gesetzbuch 
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der  Xaturwissenschafteu  für  alle  kommenden  Zeiten  geworden. 
Den  reinphilosopliisclien  Teil  der  Wissenschaft  hat  aber  erst 
später  Kant  bearbeitet  und  von  Seiten  der  Metaphysik  her  durch 
seine  großen  philosophischen  Entdeckungen  ins  Klare  gebracht. 
Fries  hat  alsdann  in  seiner  mathematischen  Naturphilosophie 
mehrere  wesentliche  Mängel  der  K  an  tischen  Spekulation  ver- 
bessert und  gezeigt,  wie  die  Philosophie  Kants  mit  der  Mathe- 
matik Newtons  zusammenhängt. 


III. 


Das  Unendliche  in  der  Mathematik. 


Von 
Gerhard  Hessenterg. 


Znhalt. 

Einleitangf. 

1.  Mehrdeutiger  Gebrauch  des  Wortes  „unendlich".  —  2.  „Unendlich"  al? 
bequeme  Redeweise  für  Endliches.  —  3.   Die  Unendlichkeit  der  Zahlenreihe. 

I.    raralleleutheorie. 

4  Uncndlichfcrncr  Tunkt  als  Richtungspaar.  —  5.  Uneigentliche  Geraden 
und  hbeueu.  ^eue  Formulierung  der  Axiome.  —  6.  Zweckmässigkeit  der  Uiii- 
nennung  —  7.  Zwecklosigkcit  und  Fehlerhaftigkeit  mystischer  AutfassunKen  der 
uneigenthchen  Punkte. 

n.    Wiukelmessuug-, 

n    ,,^'-  ,^\ongruenz    von   Winkelflächcn.      Unzulässigkeit    der    Zerschneidung.   — 
U.    NN  mkelmessung  und  zulässige  Zcrschnoidung. 

III.    Fljichenmessuug:  an  rolygonen. 

10.  Lehrsatz  von  der  Endlichkeit  des  Flächeninhaltes.  —  11.  Unendlichkeit 
der  Punktmenge  im  Innern  einer  endlichen  Fläche. 

IV.    Begriff  des  Limes. 

12.  Limes  einer  Folge.  —  13.  Limes  und  rnendlichkeitsbegriff.  —  14.  Con- 
vergeute  und  divergente  Folgen.  —  15.    Eindeutigkeit  des  Limes. 

V.    Uneudliche  Sunimeu. 

If..  Notwendigkeit  der  Beschränkung  des  formalen  Rechnens  mit  unendlichen 
bummon.  —  1/.  Convergente  und  absolut  convergente  Summen.  —  18.  Exhaustion 
emer  endlichen  Grösse. 

VI.    Stetig-keit  uud  üueudlichkeit  von  Funktionen. 

19.  Begriff  der  Funktion.  —  20.  Stetigkeit;  liugirte  Werte  oo.  -  21  Gleich- 
wertigkeit tingierter  Wertepaarc  mit  wirklichen.  -  22.  Abcekürzte  Bezeichnung 
üngierter  \V  ertepaare  und  Misvcrständnisse  dieser  Bezeichnung. 

VII.    Differentialrechnung-. 

23.  Definition  der  Ableitung.  -  24.  Stetigkeit  und  Differontiierbarkcit.  Un- 
moglulikcit,  letztere  aus  der  ersteren  zu  folcern.  —  25.  Bezeichnung  der  Ablei- 
tung durch  /'.  —  2n.  Bezeichnung  durch  DittVrentiale  und  Grund  ihrer  Moirjifh- 
Keit.  —  27.  Das  Differential  als  „uuendlichkleine"  Differenz.  —  28  Höhere 
Ableitungen. 

VIII.    Das  Irrationale, 

29.  Geometrisclie  Definition  des  Irrationalen.  -  80.  Mängel  der  creometrischen 
Dctimtion.  —  31.  Der  Schnitt  im  (iebiet  der  Rationalzahlcn.  —  32.  Rationaler  und 
irrationaler  Schnitt.  -  33.  Anordnung  der  Schnitte.  -  34.  Vollständigkeit  des 
Systems  dtT  Schnitte.  Die  vier  Species  an  Schnitten.  -  35.  Gleichwertigkeit  der 
Schnitte  mit  den  Irrationalzahlen.  Nachweis  der  Existenz  des  Limes  zunehmender 
J'ol-en.  —  ..G  Exhaustion  krummlinig  begrenzter  Flächeninhalte.  -  37.  Abkürzende 
Zeichen  für  Irrationalzahlen. 

Sclilusswort. 


Einleitung. 

1.  Das  Wort  „unendlich"  hat  in  der  Mathematik  verschiedene 
Bedeutung,  je  nach  dem  Zusammenhang,  in  dem  es  gebraucht  wird. 
"Wenn  diese  Bedeutungen  nicht  mit  der  nötigen  Schärfe  ausein- 
ander gehalten  werden,  entsteht  ein  Gebiet  für  die  Betätigung 
eines  Mysticismus,  der  die  Resultate  mathematischer  Forschung 
in  ihrer  Sicherheit  gefährdet.  Obwohl  die  „strenge  Schule"  der 
Mathematiker  in  einer  mehr  als  hundertjährigen  Arbeit  den  Be- 
sitzstand mathematischen  Wissens  von  allen  mystischen  Hypo- 
thesen gereinigt  und  mit  elementaren  Hülfsmitteln  begründet  hat, 
findet  der  mathematische  Mysticismus  noch  heute  unter  den  Mathe- 
matikern selbst  zahlreiche  Anhänger  ^ ,  wie  Erscheinungen  der 
neuesten  Literatur  immer  wieder  aufs  neue  beweisen.  Danach 
ist  es  nicht  erstaunlich,  wenn  auch  unter  den  Philosophen  vielfach 
die  Meinung  vorherrscht,  die  sogenannte  ,,hühere  Mathematik" 
entbehre  einer  ausreichenden  logischen  Begründung  und  es  habe 
entweder  der  Mathematiker  oder  der  Logiker  diese  Lücke  auszu- 
füllen. Diesem  Irrtum  entspringt  dann  der  Vorwurf,  die  strenge 
Schule  leugne  das  Unendlichkeitsproblem,  statt  es  zu  lösen. 

Dies  zur  Rechtfertigung,  daß  ich  über  Dinge  berichte,  die 
dem    Leser    von   gründlicher   —    darum   nicht    notwendig   umfang- 


*  Die  wenigen  bedeutenden  Männer,  die  sich  unter  diesen  fanden,  wie  z.  B. 
Paul  du  Bois-Reymond ,  hielten  sich  übrigens  auf  dem  Gebiet  produktiver  Tätig- 
keit von  allem  Mysticismus  fern. 
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reicher  —  mathematischer  Bildung  trivial  erscheinen  werden, 
zumal  sie  schon  von  anderer  Seite  und  auch  vor  einem  nicht 
speziell  mathematisch  gebildeten  Leserkreis  dargelegt  worden  sind. 

2.  Wir  finden  das  Wort  „unendlich"  als  reine  „fa(,!on  de  parier'' 
in  der  Geometrie  wie  in  der  Analysis.  In  der  Geometrie  der  Lage 
dient  es  zur  formalen  Beseitigung  des  Parallclenaxioms  und  wird 
heute  vielfach  durch  das  Wort  „uneigentlich"  oder  „ideal"  ersetzt, 
wie  dies  im  ersten  Kapitel  dieses  Referates  auseinandergesetzt 
werden  soll. 

In  der  Analysis  sprechen  wir  von  „unendlich"  im  Sinne  von 
„beliebig",  und  zwar  nennen  wir  eine  Größe  „beliebig  klein",  wenn 
sie  als  derart  veränderlich  gedacht  wird,  daß  sie  kleiner  als  jede 
gegebene  von  null  verschiedene  Zahl  angenommen  werden  kann ;  wir 
nennen  sie  „beliebig  groß",  wenn  sie  größer  als  jede  gegebene  Zahl 
angenommen  werden  kann.  Die  Worte  „beliebig  klein",  „beliebig 
groß"  verlangen  also  bloß:  Welche  Beschränkungen  auch  sonst 
unserer  veränderlichen  Grösse  auferlegt  seien,  jedenfalls  sollen  Be- 
schränkungen hinsichtlich  der  Abnahme  (bezw.  Zunahme)  nicht  vor- 
handen sein.  Eine  unbeschränkt  veränderliche  Größe  ist  darum 
sowohl  beliebig  groß  wie  beliebig  klein,  eine  Tatsache,  die  den 
Zusatz  „beliebig  groß  oder  klein"  in  vielen  Fällen  (vergl.  Kap.  IV, 
Definition  des  Limes)  sachlich  überflüssig  macht.  Eine  „beliebig" 
oder  „unendlich  große"  bezw.  „kleine"  Größe  ist  also  eine  zwar 
veränderliche,  aber  stets  endliche  Größe. 

3.  Bei  dem  zuletzt  beschriebenen  Gebrauch  des  Wortes  „un- 
endlich" für  „beliebig"  spielt  bereits  das  wirklich  Unendliche  als 
Negation  des  Endlichen  herein.  Es  giebt  nicht  nur  beliebig  große 
Zahlen,  sondern   auch   beliebig  viele.     Die  Operation   des  Zählens, 
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die  die  ganzen  Zahlen  liefert,  kann  nicht  zu  Ende  geführt  werden, 
sie  ist  unvoUendbar ;  die  Menge  der  ganzen  Zahlen  ist  eine  unend- 
liche, wobei  jedes  Individuum  dieser  Menge  durch  eine  endliche 
Anzahl  von  Operationen  erzeugt,  durch  eine  endliche  Anzahl  von 
Zeichen  beschrieben  und  selbst  eine  endliche  Zahl  ist.  Das  gleiche 
gilt  offensichtlich  von  der  Menge  aller  rationalen  (ganzen  und 
gebrochenen)  Zahlen  und,  wie  wir  in  Kap.  VIIT  zeigen  wollen, 
auch  von  der  aller  Irrationalzahlen. 

Wenn  in  der  reinanschaulichen  Tatsache  der  Un- 
vollendbarkeit  des  Zählens  und  der  daraus  folgenden  Unendlich- 
keit der  Menge  aller  Zahlen  ein  mathematisches  oder  logisches 
Problem  steckt,  so  ist  es  doch  jedenfalls  bis  heute  nicht  scharf 
formuliert  worden,  so  daß  auf  eine  Diskussion  oder  Lösung  des- 
selben verzichtet  werden  muß.  Wir  werden  in  diesem  Referat 
zu  zeigen  haben,  daß  ein  anderes  Unendlichkeitsproblem  jedenfalls 
in  der  Begründung  der  Infinitesimalrechnung  nicht  auftritt. 

I. 

Parallelentheorie. 

4.  Das  Unendlichferne  in  der  Theorie  der  Parallelen  wird 
heute  in  allen  besseren  Lehrbüchern  so  einwandfrei  dargestellt, 
daß  es  kaum  nötig  ist,  darauf  einzugehen.  Immerhin  ist  gerade 
dieses  Gebiet  für  mystisch  veranlagte  Gemüter  besonders  ver- 
lockend und  andererseits  der  mathematische  Inhalt  so  einfach  zu 
präzisieren,  daß  es  hier  vielleicht  am  ehesten  lohnt,  die  [Jnab- 
hängigkeit  der  Resultate  geometrischer  Forschung  von  der  indivi- 
duellen Anschauung  über  das  „Wesen  des  Unendlichen"  darzutun. 

Auf  Grund  des  Parallelenaxioms  haben  zwei  Gerade,  die  in 
einer  Ebene  liegen,  entweder  einen  gemeinsamen  Punkt  oder  ein 
gemeinsames    Richtungspaar    (eine    Richtung    und    die    entgegen- 
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gesetzte.)  Das  „entweder  —  oder"  kann  ausgeschaltet  werden, 
wenn  wir  Punkte  und  Richtungspaare  unter  einem  Sammelnamen 
zusammenfassen.  Wir  verfahren  dabei  wie  die  Veranstalter  der 
Vogel-  und  Kaninchen -Ausstellungen,  die  die  Kaninchen  einfach 
zu  den  Vögeln  rechnen :  Wir  verstehen  unter  „Punkt^'  fortan 
erstens  das,  was  früher  mit  diesem  Wort  bezeichnet  wurde,  zweitens 
aber  auch  das  Richtungspaar  einer  Geraden.  Wollen  wir  die  alte 
Unterscheidung  wieder  einführen,  so  sprechen  wir  von  „eigent- 
lichen" und  „uneigentlichen",  „realen"  und  „idealen",  von  „im 
Endlichen  gelegenen"  und  „unendlichfernen"  Punkten. 

Hiermit  haben  wir  zunächst  ein  neues  Wort  eingeführt,  ver- 
pflichten uns  aber  damit  ebensowenig,  die  Richtung  für  irgendwie 
gleichartig  mit  dem  eigentlichen  Punkt  zu  halten,  wie  der 
Kaninchcnliebhaber,  der  die  Vogelausstellung  beschickt,  von  seinen 
Kaninchen  verlangt,  daß  sie  Eier  legen  sollen. 

5.  Es  fragt  sich  nun ,  welchen  Einfluß  unsere  neue  Bezeich- 
nung auf  die  Formulierung  der  Axiome  hat.  Die  Sätze,  daß  eine 
Gerade  durch  zwei  ihrer  Punkte,  die  Ebene  durch  drei  nicht  in  einer 
Geraden  gelegene  Punkte  bestimmt  ist,  bleiben  in  Giltigkeit,  der 
zweite  allerdings  nur,  wenn  wir  von  drei  Richtungen  in  einer  Ebene 
festsetzen,  daß  sie  als  in  einer  „uneigentlichen"  Geraden  liegend  be- 
zeichnet werden  sollen.  Dies  veranlaßt  uns  weiter,  die  Gesamtheit 
aller  Richtungen,  die  in  einer  Ebene  liegen,  als  eine  „uneigentliche" 
oder  „unendlichferne"  Gerade  zu  bezeichnen,  womit  wir  für  die 
Begriffe  „Gerade"  und  „Stellung"  wieder  einen  Sammelnamen  ein- 
geführt haben.  Nunmehr  ist  auch  der  Satz  wieder  giltig,  daß 
durch  zwei  Punkte  stets  eine  Gerade  bestimmt  ist.  Bezeichnen 
wir  noch  die  Gesamtheit  aller  Richtungen  des  Raumes  als  die 
„unendlichferne  Ebene"  des  Raumes,  so  ist  auch  der  Satz  wieder- 
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hergestellt,  daß  durch  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Punkte 
oder  durch  eine  Gerade  und  einen  ihr  nicht  angehörenden  Punkt 
oder  durch  zwei  Gerade,  die  einen  Punkt  gemeinsam  haben,  stets 
eine  Ebene  geht. 

Fernerhin  gelten  jetzt  ausnahmslos  (im  Gegensatz  zur 
Euklidischen  Formulierung)  die  Sätze,  daß  zwei  Gerade  in  einer 
Ebene  stets  einen  Punkt,  zwei  Ebenen  stets  eine  Gerade 
gemeinsam  haben.  Das  Parallelenaxiom  wird  dadurch,  wie  von 
vornherein  klar  war,  ausgeschaltet.  Die  übrigen  Axiome  zu  be- 
trachten, lohnt  nicht  der  Mühe.  Teilweise  erfahren  sie  ein- 
fache Modifikationen,  teilweise  bleiben  sie  unbeeinflußt,  weil  ihr 
Gültigkeitsbereich  auf  uneigentliche  Elemente  nicht  ausgedehnt 
werden  kann.  Sätze  z.  B. ,  die  vom  Abstand  zweier  Punkte 
handeln,  können  nicht  erweitert  werden,  da  eine  Richtung  und 
ein  Punkt  oder  zwei  Richtungen  keinen  Abstand  voneinander 
haben.  Da  die  Redeweise  der  „uneigentlichen  Elemente"  nur  in 
der  Geometrie  der  Lage,  d.  h.  in  demjenigen  Gebiet  der  Geometrie 
angewandt  wird,  wo  von  metrischen  Beziehungen  nicht  die  Rede 
ist,  ist  die  Unmöglichkeit,  Größensätze  auf  uneigentliche  Elemente 
auszudehnen,  ohne  Schaden.  Das  Wort  „unendlichfern"  ist  außerdem 
ein  sehr  bequemes  Memento,  welches  von  vornherein  verhindert, 
Größenbeziehungen  auf  uneigentHche  Elemente  anzuwenden. 

6.  Die  eminente  Zweckmäßigkeit  dieser  „Umnennung"  für  die 
^Geometrie  der  Lage"  kann  hier  nicht  ausführlich  erörtert  werden, 
weil  es  uns  zu  weit  führen  würde.  Es  sei  aber  bemerkt,  daß  die 
Lehrbücher  der  Geometrie  der  Lage  den  dreifachen  Umfang  an- 
nehmen würden,  wenn  jeder  einzelne  Satz  in  die  Euklidische 
Terminologie  zurückübersetzt  und  dadurch  in  zahllose  Specialfälle 
zerspalten  würde. 
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Was  für  ein  spezielles  Gebiet  zweckmässig  ist,  braucht  darum 
nicht  auch  für  andere  Gebiete  zu  taugen.  So  wird  in  der  Theorie 
der  kumplexcn  Zahlen  die  Gesamtheit  aller  Richtungen  einer  Ebene 
als  ein  Punkt,  als  „der  unendlichferne  Punkt"  der  Ebene,  be- 
zeichnet. Natürlich  werden  durch  diese  Festsetzung  die  Axiome 
in  ganz  anderer  Weise  korrigiert,  wie  in  der  Geometrie  der  Lage; 
in  der  formalen  Natur  solcher  Umnennungen  liegt  es  begründet, 
daß  sie  nicht  nur  auf   eine  Weise  logisch  möglich  sind. 

Ferner  sei  darauf  hingewiesen,  daß  unsere  Ausführungen  in 
einfacher  Weise  den  reinlogischen  Charakter  geometrischer  Schluß- 
weise ,  wenigstens  für  die  Geometrie  der  Lage ,  erhärten.  Denn 
die  Zusammenfassung  zweier  anschaulich  heterogener  Be- 
griffe unter  einen  Sammelnamen  erfolgt  lediglich  auf  Grund  ge- 
meinsamer begrifflicher  Merkmale. 

7.  Daß  Spekulationen  über  etwaige  andere  als  rein  begriff- 
liche Gemeinschaftlichkeit  von  Punkt  und  Richtung  für  den 
Mathematiker  und  die  Resultate  seiner  Forschung  wertlos  sind, 
dürfte  nach  dem  Vorhergehenden  klar  sein.  Geichwohl  mag  auf 
eine  der  am  weitesten  verbreiteten  Spekulationen  mit  einigen 
Worten  eingegangen  werden. 

Man  denke  sich  eine  Gerade  fj,  und  einen  Punkt  A  außerhalb, 
der  mit  einem  auf  g  wandernden  Punkt  V  durch  eine  Gerade  FA 
verbunden  sei.  Man  pflegt  zu  sagen :  Wandert  P  auf  g  immer 
weiter  hinaus,  so  geht  VA  in  die  Parallele  a  durch  A  zu  g  über. 
Es  kann  aber  nur  behauptet  werden,  daß  der  Winkel  zwischen 
a  und  AF  kleiner  gemacht  werden  kann,  als  ein  beliebig  vorge- 
schriebener. Daß  PA  mit  a  zusammenfiele ,  ist  durch  die  Defi- 
nition von  PA  ausgeschlossen. 

Häuiiger  noch  wird  das  Problem  umgekehrt:  ;,Dreht  sich  eine 
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Gerade  durch  A,  so  geht  sie  stetig  aus  der  Lage  der  Schneidenden 
in  die  der  Parallelen  a  über,  also  muß  auch  der  Schnittpunkt 
stetig  in  den  unendlichfernen  Punkt  übergehen."  Sowohl  die  aus- 
gesprochene wie  die  verschwiegene  Prämisse  dieses  Schlusses  sind 
falsch.  Es  ist  erstens  unwahr,  daß  ein  stetiger  Vorgang  nur 
wieder  stetig  verlaufende  im  Gefolge  haben  kann.  Das  werden 
wir  auf  analytischem  Gebiete  noch  klarer  sehen.  Es  ist  zweitens 
unwahr,  daß  die  Drehung  einer  unbegrenzten  Geraden  eine  stetige 
Bewegung  im  Sinne  der  Bewegung  ihrer  Punkte  sei.  Wie  klein 
auch  der  Winkel  sei,  um  den  eine  Gerade  gedreht  wird,  stets 
giebt  es  Punkte  auf  ihr ,  die  dabei  Wege  von  vorgeschriebener 
Größe  zurücklegen.  Zieht  man  von  einem  Punkte  des  Sirius  Ge- 
rade nach  Berlin  und  Paris,  so  ist  der  Winkel  dieser  Geraden  un- 
meßbar klein ;  trotzdem  verlaufen  sie  auf  Erden  in  einem  Abstand 
von  mehreren  hundert  Kilometern. 

Stetig  sowohl  in  den  einzelnen  Punkten  wie  in  der  Richtung 
kann  sich  nur  eine  Strecke  bewegen ,  d.  h.  ein  endliches  Stück 
einer  Geraden.  Eine  Strecke  kann  aus  einer  Lage,  in  der  sie, 
verlängert,  eine  andere  Gerade  triift,  stetig  in  die  Lage  ge- 
dreht werden,  in  der  sie  der  anderen  parallel  ist^ 

n. 

Winkelmessung. 
8.    Wir  wenden    uns  einem  Beispiel   zu,    bei  dem  das  Unend- 
liche  wirklich    auftritt.     Unter    einem  Winkel    versteht   man   das 
System   zweier    von   demselben   Punkt    ausgehenden  Halbstrahlen. 
Man  nennt  zwei  Winkel  kongruent,  wenn  das  Ebenenstück,  welches 

'  Es  kann   auch  z.  B.  niemals  ein   ganzer  Kreis    punktweise   stetig  in   eine 
Gerade  übergehen,  sondern  nur  ein  Kreisbogen  in  ein  endliches  Stück  einer  Geraden- 
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zwischen  den  Halbstrahlen  des  einen  liegt,  mit  dem  entsprechenden 
Ebenenstück  des  andern  ohne  Zerschneiden  zur  Deckung 
gebracht  werden  kann.  Diese  Definition  mag  zwar  den  modernen 
Anforderungen  an  Strenge  nicht  genügen ,  weil  nicht  erklärt  ist, 
was  unter  „zur  Deckung  bringen^'  zu  verstehen  ist.  Da  ich  mich 
aber  hier  nicht  an  Fachmathematiker  ausschließlich  wende,  ziehe 
ich  den  Appell  an  die  Anschauung  vor. 

Der  Zusatz:  „ohne  Zerschneiden''  ist  sehr  wesentlich.  Denn 
durch  Zerschneiden  kann  jeder  Winkel  mit  jedem  anderen  zur 
Deckung  gebracht  werden.     Ein  spezielles  Verfahren  zeigt  neben- 


stehende Figur  für  den  Hauptfall,  (auf  den  der  allgemeine  durch 
mehrmalige  Wiederholung  des  Verfahrens  zurückgeführt  werden 
kann),  in  dem  beide  Winkel  konkav  sind. 

Die  Möglichkeit  einen  Winkel  durch  Zerschneiden  in  einen 
beliebigen  andern  zu  verwandeln,  scheint  in  schroffem  Widerspruch 
mit  dem  Satze  zu  stehen,  daß  das  Ganze  größer  sei,  als  ein  Teil 
desselben:  Wird  der  Winkel  PQB  durch  die  Gerade  QU  so  zer- 
legt, daß  UQR  =  a  ist,  so  ist  a  ein  Teil  von  PQR  und  als 
solcher  kleiner  wie  FQR.  Bei  Zerlegung  in  unendlichviele  Drei- 
ecke und  Streifen  wird  dagegen  «  gleich  PQR,  wenn  bloß  eine 
andere  Anordnung  dieser  Teile  gewählt  wird.  Dieser  scheinbare 
Widerspruch  zeigt,  wie  Recht  der  Mathematiker  hat,  wenn  er  auf 
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die  Anwendung  von  Sätzen  prinzipiell  verzichtet,  deren  Gültig- 
keitsbereich  nicht   scharf  umschrieben   ist. 

Der  allgemeine  Größensatz,  wonach  das  Ganze  grüßer  als  der 
Teil  ist,  muß  demnach  entweder  in  seiner  Gültigkeit  beschränkt 
werden,  sofern  die  Begriffe  „größer"  und  „gleich"  sich  ausschließen 
sollen,  oder  umgekehrt:  dieser  Ausschließung  der  Begriffe  kann 
nur  eine  beschränkte  Gültigkeit  zugestanden  werden. 

In  beiden  Fällen  handelt  es  sich  um  lediglich  formal  ver- 
schiedene Bezeichnungen  für  folgende  Tatsache : 

Wenn  irgend  eine  IMethode  der  Vergleichung  zwei  Dinge  A 
und  B  sowohl  verschieden ,  wie  gleich  erscheinen  läßt ,  so  nennt 
der  Mathematiker  diese  Dinge  hinsichtlich  dieser  Vergleichungs- 
methode unendlich  \  Ist  die  Vergleichungsmethode  dagegen  derart, 
dass  „kleiner",  „gleich"  und  ^größer"  sich  ausschließen,  so  nennt 
man  die  verglichenen  Objekte  hinsichtlich  dieser  Methode  „end- 
lich". —  Bisher  ist  die  Mengenlehre  das  einzige  Gebiet  der  Mathe- 
matik, in  dem  mit  „unendlichen  Vergleichungsmethoden"  gearbeitet 
wird.  Wir  haben  im  folgenden  zu  zeigen,  daß  die  elementare 
Geometrie  ihre  Vergleichungsmethoden  so  einschränkt,  daß  die 
Endlichkeit  gewahrt  bleibt. 

9.  Um  Winkel  auf  ihre  Gleichheit  zu  prüfen,  wird,  wie  wir 
sahen,  jede  Zerlegung  überhaupt  ausgeschlossen.  Um  aber  zu 
prüfen,  welcher  von  zwei  ungleichen  Winkeln  der  größere  ist, 
müssen  Zerlegungen  angewandt  werden;  ebenso  bei  der  Messung 
der  Winkel.  Es  muß  festgesetzt  werden,  welche  Zerlegungen  zu- 
lässig sind,  wenn  die  Endlichkeit  gewahrt  bleiben  soll. 


»  In  diesem  Falle  wird  übrigens  in  Rücksicht  auf  den  Sprachgebrauch  das 
Wort  „gleich"  besser  durch  „gleichwertig"  oder  „äquivalent"  ersetzt. 

10 
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In  miscrom  Beispiel  wurden  die  zu  vergleichenden  "Winkel  in 
unendlich  viele  Teile  zerlegt.  Es  liegt  nahe ,  die  Zerlegung  auf 
eine  endliche  Anzahl  von  Teilen  zu  beschränken.  Man  sieht  aber 
leicht,  daß  damit  die  Endlichkeit  nicht  gewahrt  wird.  Schneidet 
man  nämlich  von  einem  Winkel  durch  eine  Parallele  zum  einen 
Schenkel  einen  Streifen  ab ,  so  ist  der  Rest  wieder  ein  "Winkel, 
der  dem  ursprünglichen  gleich  ist. 

Die  Zerlegung  von  "W^inkeln  zu  Messungszwecken  ist  seit 
altersgrauen  Zeiten  nie  anders  gehandhabt  worden, 
als  mit  Halbstrahlen  durch  den  Scheitel.  Hierbei  folgt 
die  Endlichkeit  sofort  aus  dem  Axiom,  daß  der  durch  Aneinander- 
legen  mehrerer  "W^inkel  entstehende  "Winkel  stets  der  gleiche  ist, 
in  welcher  Reihenfolge  auch  die  Teilwinkel  angeordnet  wurden. 
Zugleich  sieht  man,  daß  allein  bei  dieser  Methode  der  Teilung  alle 
Teile  wieder  "Winkel  sind. 

Trotz  des  ehrwürdigen  Alters  dieser  Meßmethode  ,  trotz  der 
Unzulässigkeit  anderer  Zerlegungen,  giebt  es  noch  immer  Sonder- 
linge, die  die  "Winkel  durch  Zerlegen  in  Streifen  oder  gar  Poly- 
gone vergleichen  wollen. 

m. 

Flächenmessung  an  Polygonen. 

10.  Die  Kritik,  die  an  unserem  allgemeinen  Größensatz  vom 
Ganzen  und  dem  Teil  geübt  werden  mußte ,  hat  ein  fruchtbares 
Ergebnis  über  Vergleichung  endlicher  Flächenstücke  gezeitigt.  Die 
Flächengleichheit  ebener  Polygone  wird  nachgewiesen  \  indem  das 
eine  in  Teile  zerlegt  und  das  andere  aus  diesen  wieder  zusammen- 


*  unter  Anwendung  des  „Archimedischen"  Axioms:  Ist  eine  Strecke  a  kleiner 
als  eine  andere  b,  so  giebt  es  ein  vielfaches  von  a,  welches  grösser  als  h  ist. 
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gesetzt  wird  ^  Trotzdem  die  Zahl  dieser  Teilpolygone  endlich 
ist,  steht  es  zunächst  nicht  fest,  ob  nicht,  wie  bei  den  Winkeln, 
jedes  Polygon  durch  Zerlegen  in  jedes  andere  verwandelt  werden 
kann,  also  jedem  andern  flächengleich  ist;  die  Endlichkeit  eines 
Flächeninhalts  gegenüber  dem  Zerschneiden  in  Teilpolygone  ist 
erst  gewährleistet  durch  folgenden  Satz: 

„Zerlegt  man  ein  Polygon  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teil- 
polygonen so  kann  man  aus  einem  Teil  derselben  das  ursprüngliche 
Polygon  nicht  zusammensetzen." 

Diesen  Satz  nach  dem  Vorgang  des  Euklid  aus  dem  allge- 
meinen Grrößensatz  vom  Ganzen  und  seinem  Teil  zu  folgern,  be- 
deutet eine  petitio  principii,  denn  unser  Größensatz  ist  ■ —  sofern 
größer  und  gleich  sich  ausschließen,  —  nur  anwendbar,  wenn  der 
Flächeninhalt  endlich  ist.  Entweder  ist  also  der  zitierte  Satz  ein 
Axiom  —  wie  man  auch  anfangs  annahm ,  —  oder  ein  Lehrsatz. 
Neuere  Untersuchungen  haben  ihn  beweisen  gelehrt  und  damit  zu 
einem  Resultat  von  allgemeinem  Interesse  geführt.  — 

11.  Würde  man  den  Flächeninhalt  als  Gesamtheit  aller  im 
Innern  und  auf  der  Begrenzung  gelegenen  Punkte  betrachten,  so 
wäre  die  Forderung  der  Endlichkeit  nicht  erfüllt.  Z.  B.  ist  eine 
Karte  von  Europa,  an  irgend  einer  Stelle  Europas  aufgeschlagen, 
ein  Teil  der  Oberfläche  Europas  und  enthält  daher  weniger  Punkte 
als  Europa.  Andererseits  zeigt  der  Gebrauchszweck  der  Karte,  daß 
jeder    ihrer  Punkte   eindeutig    einem  Punkte   Europas    entspricht 


»  Jeder  elementare  Beweis  der  Flächengleichheit  von  Polygonen,  auch  wenn 
sie  aus  Proportionen  gefolgert  wird,  birgt  zugleich,  wenn  er  auf  seine  Elemente 
zurückgeführt  wird,  die  Methode  in  sich,  um  die  Zerlegung  auszuführen.  Aus 
dem  Vorwurf  Schopenhauers,  der  Euklidische  Beweis  des  Pythagoreischen  Lehr- 
satzes sei  erschlichen,  läßt  sich  schüeßen,  daß  ihm  diese  fundamentale  Tatsache 
unbekannt  war,  — 

10* 
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und  umgekehrt,  daß  sie  also  ebensoviel,  ja,  sofern  auch  noch 
Meeresoberfläche  und  Teile  von  Asien  und  Afrika  auf  ihr  darge- 
stellt sind,  mehr  Punkte  enthält  als  Europa  ^  — 

Daß  in  der  elementaren  Geometrie  das  Unendliche  strikte  aus- 
geschaltet wird,  glaube  ich  dargetan  zu  haben.  Daß  es  auch  bei 
der  Messung  irrationaler  Grüßen  nur  scheinbar  vorkommt,  wird 
sich  weiter  unten  ergeben.  — 

IV. 

Begriff  des  Limes. 

12.  Es  ist  gemeinhin  die  Ansicht  verbreitet,  daß  der  Grenz- 
begriiF,  durch  dessen  bewußte  Ausgestaltung  die  sogenannte  „hö- 
here Mathematik"  charakterisiert  wird,  das  Unendliche  in  die  Mathe- 
matik einführe.  Betrachten  wir  den  Grenzbegriff  an  einem  spe- 
ziellen Beispiel,  an  der  Zahlenfolge  ^ : 

o    -  A     .,    _    33  _    333  3333 

Diese  Zahlen  können   als  Differenzen  folgendermassen  geschrieben 
werden : 

3      30'    ''^-   3      300'    ''''  -  T~3()ÖÖ' 


allgemein 

a.  = 


1  1 


3       3 .  10" 


»  Auf  die  Vergleichung  von  Längen  ist  dieses  Verfahren  der  punktweisen 
Beziehung  bis  in  die  neueste  Zeit,  allerdings  nicht  von  maßgebenden  Persönlich- 
keiten, allen  Ernstes  angewandt  worden. 

2  Da  das  Wort  „Reihe"  zumeist  eine  Summe  zu  bezeichnen  pflegt,  spreche 
ich  im  folgenden,  wo  die  Auflorderung  zur  Summation  nicht  rorliegt,  von  einer 
„Folge.«  - 
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Aus  dieser  Darstellung  ergiebt  sieb  folgende  Beziebung  zwiseben 
der  Folge  und  der  Zabl  ^: 

(1.)    Die  Differenzen  |-  — a„   sind   von  einem  bestimmten  Index 

n  an  für  alle  größeren  Indizes  kleiner  als   ^  ^^^  •     leb  kann  also 

zu  jeder  nocb  so  kleinen  Zabl  ^;,  die  nur  nicbt  null  sein  darf, 
stets  eine  Stelle  in  der  Folge  angeben,  von  der  an  aUe  Differenzen 
^  — a„  kleiner  als  p  sind. 

Den  Tatbestand  dieses  Satzes  fassen  wir  in  die  Worte  zu- 
sammen: „Die  Glieder  der  Folge  convergieren  gegen  ^",  oder: 
j,^  ist  der  Grenzwert  (Limes)  der  Folge."  In  Form  einer 
Gleicbung  schreiben  wir 

lima„  =  i. 

Sodann  betrachten  wir  die  Folge 

ttj  =  2,    «2  =  4,    «3  =  8,     ...    «„  =  2",    .... 

Wir  beobachten  an  ihr  folgendes : 

(2.)  Von  einer  bestimmten  Stelle  n  an  sind  alle  Glieder 
größer  (auch  hinsichtlich  des  Vorzeichens)  als  2".  Ich  kann  daher 
zu  jeder  noch  so  großen  Zahl  ^j  stets  eine  Stelle  der  Folge  an- 
geben, von  der  an  alle  Glieder  größer,  (mindestens  gleich)  j)  sind. 

Den  Tatbestand  dieses  Satzes  fassen  wir  in  die  Worte  zu- 
sammen: „Die  Glieder  der  Folge  werden  positiv  unendlich."  In 
Form  einer  Gleichung  schreiben  wir  hierfür 

lima„  =  -foo. 

Sind  die  Glieder  einer  Folge  alle  negativ  und  ihre  absoluten 
Beträge  werden  unendlich,  so  sagen  wir:  „Die  Glieder  der  Folge 
werden  negativ  unendlich",  und  schreiben 

lim  a_  =  —  oo. 


—   ^m 


I 


13.    "Wir  haben  zu  prüfen,   ob  in  den  Sätzen  (1.)  und  (2.)  der 
üncndlichkeitsbegrifF  irgend  wie  auftritt.    Ist  dies  nicht  der  Fall, 
so  ist  ancli    in  den  Idirzeren  Sätzen   und  Zeichen,   mit   denen  wir 
den    Tatbestand    dieser    Sätze    umschreiben,    das  Wort    unendlich 
und   das  Zeichen   oo   nur  eine  „faoon   de   parier".   —   Das  Wortj 
^nnondliclr  kommt   in  den  Sätzen   (1.)   und   (2.)    nicht    vor.     Man  '■ 
könnte  aber  den  Unendlichkeitsbegriff  zunächst  in  den  gesperrten 
Worten:    „noch    so    kleinen"    (Satz  1),    „noch    so    großen"; 
(Satz  2)  suchen.     Die  Zahl  ^>   ist  aber  in  beiden  Fällen  stets  eine 
endliche,    und   ob   sie  groß  oder  klein  ist,    ist  eine  Frage,    die  in 
der  Mathematik  keinen  Sinn  hat,  weil  eine  Zahl  weder  groß  noch 
klein,    sondern  höchstens   größer  oder  kleiner  als  eine  andere  ist. 
Diese  gesperrten  Zusätze   sind   also    überflüssig  und 
können  wegbleiben. 

Nunmelir  könnte  das  Unendliche  darin  gesucht  werden,  daß 
von  jederZahl  }>  und  allen  Indices  von  einer  bestimmten  Stelle 
an,  also  beidemal  von  allen  Zahlen  gesprochen  wird.  Damit 
spielt  man  die  Unendlichkeitsfrage  hinüber  in  die  Tatsache  der 
Allgemeingültigkeit  mathematischer  Sätze.  Es  enthielte 
dann  die  Behauptung,  daß  für  jede  („noch  so  kleine''  oder  „nochi 
so  große'')  Zahl  p : 

{l-p){l+p)  =  1-if 

ist,  bereits  das  Unendlichkeitsproblem  in  sich.  1 

In  der  Tat   besäße   das  Zeichen   lim  a    =  A   auch   dann   auf 

n 

Grund  seiner  Definition  einen  wohldefinierten  Sinn,  wenn  etwa  die 
Anzahl  der  möglichen  Werte  der  Größen  a„  eine  endliche  wäre.l 
Vorstände  man  unter  oo  den  größten  derselben,  so  besagte  die 
(Tleichung  lim  «„  =  A,  daß  von  einem  bestimmten  Index  an  alle 
«.  den  Wert  A  haben.   Wäre  auch  die  Reihe  der  Indices  eine  end- 
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Hche,   so  wäre  unter  lim  a„  das  letzte  Glied  der  Folge  a„a,.., 
zu  verstehen. 

14.  Wird  nun  auch  die  Unendlichkeit  der  Zahlenreihe  durch 
unsere  Definition  des  Limes  nicht  gefordert,  so  verleiht  sie  doch 
dem  Begriff  erst  seine  grundlegende  Bedeutung.  Denn  die  Grenze 
einer  Folge  braucht  unter  den  GUedern  der  Folge  nicht  vorzu- 
kommen; "sie  ist  in  dem  ersten  Beispiel  des  §  12  in  der  Tat  von 
aUen  Werten  o„  verschieden.  Im  Falle  des  Satzes  (2.)  ist  die 
Grenze  überhaupt  eine  fingierte,  sie  kann  also  gar  nicht  unter 
den  Gliedern  der  Folge  auftreten. 

Besitzt  eine  Folge  im  Sinne  des  Satzes  (1.)  einen  eigentlichen, 
d  h.  endlichen  Limes,  so  heißt  sie  „conver gent".  Jede  nicht 
convergierende  Folge  heißt  „divergent".  Z.B.  sind  alle  Folgen 
nit  einem  uneigentlichen  (fingierten,  unendlichen)  Limes  divergent. 
Aber  auch  die  Folge  +  1,  -  1,  +  L  -  1,  +-  +  -••••  ist  divergent, 
obwohl  sie  keinen  unendHchen  Limes  besitzt.  Die  Folgen  mit 
einer  uneigentlichen  Grenze  bilden  also  nur  einen  Teil  der  diver- 
genten Folgen.  Wir  beachten  übrigens  noch,  daß  der  in  Satz  (2.) 
eingeklammerte  Passus  „mindestens  gleich"  bei  unendlicher  Zahlen- 

reihe  überflüssig  ist. 

Es  sei  nun  nochmals  scharf  umschrieben,  was  das  Zeichen 
lima„  =  A  für  eine  unbegrenzte  Folge  a„  a,,  O3  •••  ««  •••  bedeutet. 
Es  besägt:  Zu  jedem  von  null  verschiedenen  positiven  p  kann  ein 
n  angegeben  werden,  so  daß  für  alle  m  >  n 

a  -Ä  dem  absoluten  Betrag  nach  kleiner  ist  41s  p,   wenn 

m 

für  Ä  eine  Zahl  steht, 

a„  größer  ist  als  p,  wenn  für  Ä  das  Zeichen  -1- co  steht, 
(-«J  größer  ist  als  p,  wenn  für  Ä  das  Zeichen  -ex.  steht. 
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15.  Der  Leser  von  gründlicher  mathematischer  Bildnng  wird 
un.<5chwor  erkennen,  daß  mit  dem  LimesbegrifF  zugleich  alle  Sätze 
der  unendlichen  Reihen,  Differentialrechnung  und  Integralrechnung 
des  mystischen  Zaubers  entkleidet  sind.  Wenn  ich  im  Folgenden 
trotzdem  darauf  eingehe ,  so  geschieht  es  um  einiger  spe^'zieller  l 
Gesichtspunkte  und  besonders  hartnäckig  wiederkehrender  Miß- 
Verständnisse  willen.  Speziell  könnte  man  uns  einwenden,  daß 
mit  dem  so  umgrenzten  Limesbegriff  gewisse  Beweise  nicht  ge- 
führt werden  können.  Der  Vorwurf  ist  unbegründet.  Als  prin- 
zipiell wichtigstes  Beispiel  greifen  wir  folgenden  Satz  heraus  : 

Eine    unendliche    Folge     kann    höchstens     einem 
Limes    haben.      Daß    der    Limes    einer   Folge    nicht    zugleich 
endlich  und  unendlich  sein  kann ,    ist  klar.     Es  fragt   sich   daher 
ob  gleichzeitig  lima„  =  A   und  lim  a„  =  B  sein  kann,   wenn  Ä 
und  B  von  einander  verschiedene  (endliche)  Zahlen  (etwa  7  und  12) 
sind. 

lim  n^  =  A  bedeutet :  für  alle  m  oberhalb  eines  gewissen  w 
ist  a^-A  dem  absoluten  Betrag  nach  kleiner  als  p.  Ebenso  ist 
also,  oberhalb  eines  möglicherweise  anderen??,  a^-B  kleiner 
als  p,  also  für  ein  m  oberhalb  beider  n  gleichzeitig  a  -  ^  und 
a„-B  absolut  kiemer  als  p.  Daraus  folgt  nach  elementaren 
Sätzen,  daß  A-B  dem  absoluten  Betrag  nach  sicher  kleiner 
ist  als  2  p. 

Wir  erinnern  uns,  daß  p  jede  Zahl,  außer  null,  sein  kann. 
Sind  also  A  und  B  von  einander  verschieden  und  etwa  A  die 
größere  Zahl,  so  kann  p  kleiner  als  Az^  ,,^^^  ^^^^^^  ^^^ 
Widerspruch  folgen  würde,  daß  A-B  kleiner  ah  A-B  sei.  Es 
bleibt  daher  nur  die  triviale  Möglichkeit,  daß  ^  -  i>>  gleich  null 
ist,    wodurch    die   Ungleichung  ^  - /y  <  2^)    mit   der   Bedingung 
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identisch  wird,  daß  p  eine  positive  von  Null  verschiedene  Zahl 
sein  soll,  also  keinen  Widerspruch  ergiebt. 

Den  Beweis  eines  zweiten  wichtigen  Satzes,  von  dem  wir  im 
folgenden  einige  wichtige  Anwendungen  machen  werden,  wollen 
wir  weiter  unten  (§  35)  geben.    Er  lautet : 

Ist  in  einer  Folge  a„  jedes  Glied  grösser  als  das  vorher- 
gehende, so  besitzt  die  Reihe  einen  Limes  im  eigentlichen  oder 
übertragenen  Sinne. 


V. 

Unendliche  Summen. 

16.  Sofern  die  Zeichen  +,  —  zur  Ausführung  gewisser  Ope- 
rationen auffordern,  hat  das  Symbol 

a,±a,±a^±a,±a,  +  -" 

nur  einen  Sinn,  wenn  eine  endliche  Zahl  von  Grliedern  darin  ver- 
knüpft sind.  Eine  Addition,  die  kein  Ende  nimmt,  fördert  auch 
kein  Resultat  zu  Tage.  Nun  kann  man  aber  mit  dem  ange- 
schriebenen Symbol  auch  formal  algebraisch  rechnen,  ohne  die 
einzelnen  Terme  wirklich  zusammenzufügen.  Beispielsweise  kann 
das  distributive  Gesetz  c  {a  +  6)  =  ca  +  cb  ohne  weiteres  auf  unend- 
liche Summen  angewandt  werden: 

c  (a^  -1-  «2  -1 — )  =  ca^  +  cttjA 

Es  kann  nun  gefragt  werden:  wie  weit  lassen  sich  die  for- 
malen Rechengesetze  widerspruchslos  auf  Ausdrücke  anwenden, 
die  aus  unendlich  viel  Gliedern  bestehen  und  welcher  Sinn  läßt 
sich  dann  diesen  Ausdrücken  unterlegen?  In  dieser  Allgemeinheit 
wollen  wir  die  Frage  nicht  anfassen,    wir   wollen   aber   zunächst 
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zoip:on.    daß  boi  nnondliclien   Summüii    durch  unbeschränktes  for- 
niaU\s  Rochnon  stets  "Widersprüche  auftreten. 
Es  ist  nämlich  formal 

n,  =  P  +  (fi,-p) 

ÖQ  =  -(^'i-p)  +  (a,  +  a,-p) 

«3     =     -  («1  +  *^2  -P)  +  (^'l  +  »2  +  «3  -P) 

«4     =     -(«i  +  «2  +  ^'3-i^)  +  K  +  «2  +  <'3  +  «4-ij) 

u.  s.  f.  , 

Beachtet  man  weiter,   daß  (a-\-h)-\- c  =  a-{-(b  +  c),   so   erhält 
man  durch  Addieren  unserer  Gleichungen 

«1  +  (',  +  (i,  +  a,---  =  p  +  [{a,  -p)  -  {a^  -;>)]  +  [  ]  +  [  ] 

wobei  in  den  eckigen  Klammern  stets  die  Differenz  zweier  gleicher 
Ausdrücke,  also  null,  steht.  Über  p  war  gar  nichts  vorausgesetzt, 
es  kann  beispielsweise  auch  null  sein,  so  daß  jede  unendliche 
Summe  formal  in  das  Symbol 

0  +  0  +  0  +  0... 

und  somit  in  jede  andere  unendliche  Reihe  verwandelt  werden 
karni.  Daß  formales  Rechnen  mit  unendlichen  Ausdrücken  nur 
unter  beschränkenden  Voraussetzungen  möglich  ist,  ist  somit  klar. 
Die  einzige  in  größerem  Umfange  bisher  durchgeführte  Einschrän- 
kung ist  die  auf  konvergente  Ausdrücke.  Dieselbe  möge  für  die 
unendliche  Summe  erläutert  werden. 

17.    Führt  man  die  durch  die  unendliche  Summe 

a,  +  Oj  +  «3  +  «4  +  •  •  • 

geforderten  Additionen  in  der  vorgeschriebenen  Reihenfolge  aus, 
so  erhält  man  die  unendliche  Folge 


I 
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Sj  =  a,  +  0^2 

«3  =  «i  +  «2  +  a3 

S„     =     «1  +  «2  +  «3  +  •••  +  «« 

u.  s.  f. 

Wenn  diese  Folge  im  Sinne  des  Kap.  III  einen  endlichen  Limes  s 
besitzt,  so  nennt  man  diesen  den  „Wert  der  convergenten  unend- 
lichen  Summe  «, -l-a^H "    und    schreibt    die   Tatsache   seiner 

Existenz  in  Grieichungsform : 

s  =  «j  +  «2  +  «3  H in  inf. 

Hiermit  wird  nicht  behauptet,  daß  die  Additionen  der  rechten 
Seite  irgendwie  ausführbar  wären,  geschweige  denn  das  Resultat  s 
lieferten. 

Mit  einer  konvergenten  unendlichen  Summe  kann  im  allge- 
meinen noch  nicht  unbeschränkt  gerechnet  werden.  Eine  weitere 
Zerlegung  der  einzelnen  Glieder  der  Summe  ist  ja,  wie  in  §  16 
gezeigt  war,  auf  keinen  Fall  unbeschränkt  zulässig;  sie  darf  aber 
ausgeführt  werden,  wenn  die  durch  Zerlegung  entstehende  Reihe 
selbst  wieder  konvergent  ist,  wie  in  folgendem  Beispiel: 

lognat2  =  -^  +  J^  +  -^  +  J^+^  in  inf. 

,       1       1       1       1       1,1       1,1        l..„ 

Das  Zusammenfassen  aufeinanderfolgender  Terme  ist  unbeschränkt 
gestattet,  so  daß  die  obige  Reihe  auch  als 

1  1  1  1  ... 

•  ••in  int. 


2.3       4.5       6.7       8.9 
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gescliriohen  worden  kann.  Bei  diesen  Umfürmungen  bleibt  der 
Limos  .9  der  Reihe  unverändert.  Ausführbar  ist  auch  die  Multi- 
plikation mit  oinor  beliebigen  Zahl  nach  dem  distributiven  Gesetz 
und  umgekehrt  das  Herausziehen  eines  Faktors,  wie  in  folgendem 
Beispiel : 

=  -A_  .     2    _^     2 

1.3  +  5.7  +931  +  "' 

=  MT:3  +  5:y+9jj+'j' 

Dagegen  ist  das  Umstellen  der  Glieder  nur  zulässig ,  wenn  die 
Summe  der  positiven  Terme  der  Reihe  für  sich  konvergiert  \ 
Man  nennt  alsdann  die  Reihe  .absolut  konvergent«  \  Mit  einer 
absolut  konvergenten  Reihe  kann  also  fast  ohne  Beschränkung 
formal  gerechnet  werden,  und  zwar  stimmen  alsdann  alle  ihre 
formalen  Eigenschaften  mit  denen  ihres  Limes  überein.  So  ist 
beispielsweise  die  Reihe 

absolut  konvergent.     Demnach  ist  nach  gliedweiser  Multiplikation 
mit  2: 


dor  noiti.^n    .     ^"'l.^°":^\^g'«^*'    ^'i«  «nmittclbar  ersichtlich,   auch  die  Reihe 
d        an    n    L   '"'.  f-s.h     sofern   die  ganze  Reihe  konverRiort.    Der  Lin,es 

der  negaüven  "         "''^"'"^  ^''  '''"'''''   ^''   '''''''''''  ^«^^^  ""^ 

In  der  Thlt'^st'^lf :'''"   '"'  '''"''  ""'  T  ^"^^   ^^^^   ^^^^M   konvergent. 
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2x  =  2  +  1  +  — +  —  +  —  +  — -4-... 

=  2  +  x 
Also  X  =  2. 
In  der  Tat  ist  2  der  Limes  der  Reihe. 

18.  Der  Zusammenhang  zwischen  einer  Reihe  und  ihrem  Limes 
kann  noch  etwas  weiter  geführt  werden,  wobei  wir  uns  aber  auf 
Reihen  mit  lauter  positiven  Gliedern  beschränken  wollen.  Es  ist 
eine  durchaus  elementare  Tatsache ,  daß  man  von  einer  endlichen 
Größe  in  unbegrenzter  Folge  Teile  derart  wegnehmen  kann,  daß 
immer  etwas  übrig  bleibt ,  wenn  man  nämlich  immer  wieder  von 
dem  verbliebenen  Rest  einen  Teil  wegnimmt.  Man  kann  diese 
unbegrenzte  Wegnahme  so  ausführen,  daß  die  unendliche  Folge 
der  Reste  gegen  null  konvergiert.  So  verfährt  z.  B.  die  bekannte 
sparsame  Hausfrau,  deren  Butter  nie  alle  wird,  weil  sie  immer 
nur  die  Hälfte  des  noch  vorhandenen  Quantums  benutzt.  Eine 
solche  Teilung  mit  gegen  null  convergierenden  Resten  wollen  wir 
eine  erschöpfende  Teilung  (Exhaustion)  nennen.  Nun 
sieht  man  sofort ,  daß  die  einzelnen  Teile  einer  erschöpfenden 
Teilung  eine  convergente  unendliche  Reihe  bilden ,  deren  Summe 
gegen  das  geteilte  Ganze  convergiert.  Aber  umgekehrt  ist  auch 
jede  convergente  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  nichts  anders 
als  eine  Exhaustion  ihres  Grenzwertes,  so  daß  wir  sagen  können: 
Der    Mathematiker    läßt     sich      nur     auf    solche 


,      111111111.1  3, 

14 1 1 1 1 1 [■ uj h+=— loffnat2 

^3       257       4^911       6^  13       15  ^      ^  ^iv^uai^ 

,      11,1111111  1  ,         .^ 

'-2-4  +  3-6-8  +  5-10-12  +  7—  +  --+  =2l«g°^t2 

'+i-l  +  }  +  Ä-y  +  ^+2T-ir  +  +  -  +  +  -  =|(«+lognat2). 
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unendliche  lleihen  ein,  von  denen  nachgewiesen 
worden  ist.  daß  sie  durch  Exhaustion  einer 
('  II  (I  1 1  o  h  1'  li    Grüße    entstehen. 

Hiermit  dürfte  den  unendlichen  Reihen  der  letzte  mystische 
Anstrich  geraubt  sein. 

VI. 

Stetigkeit  und  Unendlichkeit  von  Funktionen. 

19.  Für  die  folgenden  Betrachtungen  sei  kurz  darauf  hinge- 
wiesen ,  daß  es  eine  Division  durch  null  nicht  giebt.  a  durch  b 
dividieren  heißt :  eine  Zahl  finden,  die  mit  h  multipliciert  a  ergiebt. 
a  durch  null  dividieren  heißt  also:  eine  Zahl  finden,  die  mit  null 
multipliciert  «  ergiebt.  Nun  ist  aber  das  Produkt  jeder  Zahl 
mit  null  wieder  null.  Ist  also  a  nicht  null,  so  verlangen  wir 
Unmögliches,  weil  es  keine  Zahl  der  verlangten  Art  giebt.  Ist 
dagegen  a  selbst  null,  so  ist  die  Frage  durch  jede  Zahl  beant- 
wortet, das  Symbol  ^  hat  also  keinen  bestimmten  Sinn. 

Nunmehr  gehen  wir  zum  Funktionsbegriff  über.  Wir  denken 
uns  eine  „Menge"  von  Zahlen  x.  Es  könnten  endlich  viele  sein, 
doch  davon  sehen  wir  sogleich  ab.  Also  etwa  alle  unendlich  vielen 
Zahlen  überhaupt,  alle  Zahlen  eines  bestimmten  Intervalles  zwi- 
schen a  und  b,  alle  ganzen  Zahlen  überhaupt  oder  alle  rationalen 
zwischen  zwei  Grenzen,  alle  Zahlen  über  3,  über  null,  —  jeden- 
falls sei  festgelegt,  welche  Werte  „x  annehmen"  darf,  d.  h.  welche 
Werte  unter  dem  Zeichen  x  gedacht  werden  dürfen.  Es  sei 
ii'gendwie   jedem   x  eine   einzige  bestimmte  Zahl  y  zugeordnet  ^, 


'  Es  bezeichnet  also  x  im  folgenden   mir  Zahlen,   denen  ein  y   zugeordnet 

2.T 3 

ist.    In  — — —  z.  B.  ist  unter  x  niemals  7  zu  verstehen  I 
X  —  7 
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so  haben  wir  eine  „Funktion  von  x."  In  einer  Tabelle  können 
die  Werte  y  nur  für  eine  endliche  Zahl  von  Werten  der  x  ange- 
geben werden.  Es  wird  sich  also  stets  um  ein  Gesetz  handeln, 
welches  vorschreibt ,  wie  y  aus  x  zu  ermitteln  ist.  Z.  B.  das 
Gesetz 

2x-S 


y  = 


x 


ordnet  jeder  Zahl  mit  Ausnahme  der  Zahl  7  (weil  durch  Null 
nicht  dividiert  werden  kann,)  einen  Wert  y  zu,  ebenso  das  Gesetz 

x^  —  hx-\-% 

^    =    ■ Q 

x  —  o 

jede  Zahl  mit  Ausnahme  von  3  einen  Wert  -s.  Es  kann  also  den 
Definitionen  von  y  und  ^,  ohne  daß  ein  Widerspruch 
entsteht,  hinzugefügt  werden:  y  =^  b  für  x  =  7,  pj  =  c  für 
X  =  3,    wobei  b  und  c  irgend  zwei  Zahlen  sein  können.  — 

20.  In  vielen  Fällen  genügt  die  alleinige  Zuordnung  von 
Werten  durch  eine  Funktion,  z.  B.  beim  praktischen  Rechnen  mit 
Logarithmen.  Bei  tiefergehenden  Untersuchungen  interessiert  aber 
der  „Verlauft  der  Funktion.  Wir  denken  uns  irgend  eine  unend- 
liche Folge  von  a:- Werten  und  studieren  die  Folge  der  zuge- 
ordneten 2/ -Wertet  Die  Folge  der  a:- Werte  nehmen  wir  als 
ständig  wachsende  oder  ständig  abnehmende  an,  so  daß  nach  dem 
später  zu  erweisenden  Satze  des  §  15  lim  x  entweder  +  oo  oder 
-oo  oder  eine  Zahl  a  ist.  Von  der  Folge  der  y- Werte  kann 
zwar  nicht  behauptet  werden,    daß   sie  auch  ständig  wachse  oder 


>  Da  „x"  nur  Werte  bezeichnet,  denen  ein  y  zugeordnet  ist,  steht  also  die 
Existenz  der  jr- Folge  außer  Frage. 
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abnehmo,  (vgl.  das  erste  Beispiel  im  §21,  Fußnote.)  Doch  gilt 
mit  wenigen  Ausnahmen  für  die  Funktionen,  die  gemeinhin  in  der 
Mathematik  benutzt  werden,  der  Satz,  daß  jeder  Folge  von 
•r- Werten,  die  einen  Limes  hat,  auch  eine  Folge  von  y- Werten 
mit  einem  Limes  entspricht,  und  daß  weiterhin  allen  a;-Folgen 
mit  einem  gemeinsamen  Limes  a  auch  ?/ -Folgen  mit  einem  gemein- 
samen Limes  h  entsprechen.  Hierbei  giebt  es  4  Unterfälle, 
jenachdem  lim  .v  und  lim  //  endlich  oder  unendlich  ist. 
1.     lim  X  =  a,    lim  y  =  h,    beide    endlich. 

Bei  allen  gebräuchlichen  Funktionen  ist  diese  Forderung  stets 
erfüllt,  wenn  die  Funktion  für  x  =  a  deliniert  ist,  und  zwar 
ist  dann  gemeinhin  h  derjenige  Wert,  den  y  für 
x  =  a  annimmt.  Wir  sagen  dann,  die  Funktion 
sei    an    der    Stelle   a;  =  a   stetig. 

Unser  Beispiel  ^  =  .^!:^^±6 

x  —  S 

ist  für  X  =  3  nicht  definiert  also  auch  nicht  stetig,  trotzdem 
entspricht  jeder  gegen  3  convergierenden  a:-Folge  eine  convergente 
y- Folge,  und  zwar  convergiert  diese  gegen  1.  Das  ist  auf 
elementarem  Wege  einzusehen.  Es  ist  nämlich  für  jedes  x : 
{x~2)(x-S)  =  x'-6x  +  Q,  daher  für  jedes  von  3  verschiedene 
a-,    weil  dann  durch   x-3   dividiert  werden  darf: 

^  =  x  —  2. 
Die  Funktion    t  =  ^-2    ist  aber  auch  für    x  =  3  definiert  und 
daselbst   gleich  1.     Sie    stimmt   also   mit   ^  überein    bis   auf  den 
Wert   X  =  3,    für  den  s  nicht  definiert  ist. 

Nun  darf  bei  Untersuchungen  von  jz  eine  gegen  3  conver- 
gierende  r-Folge  den  Wert  3  nicht  enthalten,  weü  ^  f ür  a;  =  3 
nicht    definiert    ist.     Die   einer   ^'. Folge   entsprechenden   ^   und 


I 
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^-Folgen  sind  also  mit  einander  identisch,  mithin  ist  auch  ihr 
Limes  der  gleiche  ;  lim  t,  ist  aber  oiFensichtlich  gleich  1 ,  wenn 
lim  X  =  3  ,  somit  ist  auch  lim  ^  =:  1  ,  wenn  lim  x  =  d.^ 

Fügt  man  also  der  Definition  von  ^  noch  hinzu,  daß  für  x  =  S 
2=1  sein  solle,  so  ist  die  so  erweiterte  Funktion  .z  an  allen 
Stellen  stetig  und  mit  t,  identisch.  Würde  man  dagegen  für 
a;  =  3  ^  =  0  oder  2  oder  sonst  einem  von  1  verschiedenen 
Werte  setzen,  so  erhielte  man  eine  an  der  Stelle  a;  =  3  unstetige 
Funktion.  Ob  überhaupt  eine  Ergänzung  der  Definition  von  s 
zulässig  ist ,  hängt  von  der  speciellen  Aufgabe  ab ,  die  zu  dem 
Studium  von  z  Anlaß  giebt.  Bei  speciellen,  z.  B.  geometrischen 
Untersuchungen,  ist  gerade  die  Unbestimmtheit  für  x  ^  3  von 
Bedeutung  und  darf  daher  nicht  beseitigt  werden. 

IL     lim  X  =  a    endlich,    lim  y  =  ±  oo. 

Wir  sagen  in  diesem  Fall ,  y  werde  für  x  =  a  unendlich 
oder  auch :  dem  Werte  x  =■  a  entspreche  der  Wert  y  =^  oo. 
Dies  ist  aber  nur  eine  kürzere  Ausdrucksweise  für  den  genau 
umschriebenen  Sachverhalt,  es  wird  damit  nicht  behauptet,  daß 
dem  Wert  a  nun  etwa  doch  ein   y  —  Wert   zugeordnet   sei ,    oder 

daß  etwa  y  „am  Ende  der  Zahlenreihe  anstoße." 

2a;  —  3 
Unser  Beispiel  y  =  =-  zeigt  übrigens,   daß  den  gegen  7 

convergierenden    a; -Folgen    y -Folgen   entsprechen,    deren    Limes 
teils   +CX3,    teils   —  oo   ist,   jenachdem   nämlich   die   ;r- Folge  eine 


*  Ich  habe  mich  hier  mit  überflüssiger  Deutlichkeit  ausgedrückt,  weil  bis  in 
die  neueste  Zeit  hinein  der  Vorwurf  erhoben  wird,  der  Mathematiker  pflege  bei 
Grenzübergängen  von  der  Form  §  den  kritischen  verschwindenden  Faktor  x — a 
wegzuheben ,  was  nur  für  ein  von  a  verschiedenes  x  zulässig  ist ,  und  dann 
trotzdem  x  gleich  dem  kritischen  Wert  a  zu  setzen.  Da  also  selbst  die  besten 
Lehrbücher  anscheinend  noch  zu  viel  Verständnis  voraussetzen ,  ist  der  Sach- 
verhalt an  diesem  elementaren  Beispiel  mit  einer  nunmehr  hoffentlich  jedes 
Mißverständnis  ausschließenden  Deutlichkeit  dargestellt  worden, 

11 
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ialleiule  oder  steigende   ist.     Unsere  Ausdrucksweise  :    zu   x  =  a 
gehöre   y  =  oo   wird   dadurch  nicht  beeinflußt ;   im  Gegensatz  zu  tt 

Funktionen   wie   y  =    ,   _„y  >     <lie  für   x  =  7   nur   +00   wird,  ijl 

sagt  man  aber  zuweilen:    zu  x  =  a    gehört   11/  =  ±  00. 

La  unserem  Beispiel  ist  y  für  .-r  =  7  nicht  definiert,  und  durch 
welches   Wertepaar   man   die  Definition   auch    ergänzen    mag,    die   ' 
Funktion  ist  an  dieser  Stelle  unstetig,  wie  aus  der  Definition  der  1 
Stetigkeit  und  dem  Satze,  daß  ein  Limes  nicht  gleichzeitig  endlich 
und  unendlich  sein  kann,  hervorgeht. 

111  und  TV,  lim  a;  =  +  00 ,  lim?/  =  h,  endlich  oder  un- 
endlich. Wir  sagen  in  diesen  beiden  Fällen,  zu  a;  =  +  00 
gehöre  y  =  h.  Ebenso  wenn  für  lim  x  =  —00  lim  y  ^  c  ist, 
zu  a;  =  —  00  gehöre    y  ^  c.     In  unserem  Beispiel 

2.r-3 

^  =  -7=7- 

gehört  zu   2;  =  +  00   und   a;  =  —  00   derselbe  Wert  2 ,    wie  man 
sofort  daraus  sieht,  daß  für  jedes  x : 

2:r-3_  _  2  .      11 


a;_7  -  '  x-7   ' 

Die  y -Folge  ist  für  positive  x  fallend,    für  negative  steigend.   — 

/TT 

Die  Funktion  y  = ==-  ,    worin  der  positive  Wert  der 

Quadratwurzel  zu  nehmen  ist ,  ergiebt  für  a;=+oo  y  =  +1, 
für  a;  =  — 00  y  :=  —  {.  Die  Funktion  //  =  2^  worin  der 
positive  reelle  Wert  von  2^  zu  nehmen  ist,  falls  bei  nicht  ganzen 
X  Mehrdeutigkeit  eintritt ,  wird  für  a;  =  +  00  zu  +  00 ,  für 
a;  =  —  00   zu  null. 

Auch   hier   soll    nicht   etwa  von   einer    wirklichen    Wertezu- 
urdnung  gesprochen  werden. 
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21.  Die  vorliegenden  Fälle  erschöpfen  die  Möglichkeiten  des 
Verhaltens  einer  Funktion  gegenüber  fallenden  oder  steigenden 
X  •  Folgen  nicht  ,  was  nochmals  betont  sei.  Es  ist  nicht 
notwendig ,  daß  einer  x  -  Reihe  mit  einem  Limes  eine  gleichartige 
?/- Reihe  entspricht.  ^  Dagegen  haben  wir  gerade  diese  Fälle 
erwähnt ,  weil  ihr  Eintreten  durch  abgekürzte  Redeweisen  mit- 
geteilt zu  werden  pflegt,  in  denen  zum  ersten  Male  das  Wort 
„stetig"  und  im  Fall  II  bis  IV  das  Wort  unendlich  vorkommt. 
Daß  für  häufig  wiederkehrende  Tatsachen  abgekürzte  Bezeich- 
nungen von  Nutzen  sind,  ist  klar.  Die  vorliegenden  Bezeichnungen 
im  Fall  II  bis  IV  mit  ihren  fingierten  Wertepaaren  sind  aber 
auch  sehr  zweckmäßig.  Im  Fall  I  ergeben,  wie  erwähnt,  im 
allgemeinen  a  und  h  ein  zugeordnetes  Wertepaar;  die  Kenntnis 
der  Tatsache  ,  daß  für  lim  x  ^=  a  auch  lim  y  =  h  ist  ,  ist 
also    für    eine   stetige    Funktion   inhaltlich   gleichwertig   mit   der 


•  Beispielsweise  haben  nachstehende  4  Folgen  den  Limes  +  oo : 

(1)        1,  3,  5,  .  .  .  271-1  .  .  . 

1    „       1     ,       1  1 

3  4  n 


(2)  1-1,  2--,  3--,  4--^ n  — 


(3)2-1.4-l,6-i,8-i,...2n-i,... 

(4)  1-1,  5-i,  9—1,13-1    .  .  .  (4n-3)-l,  .  .  . 

Die  zugehörigen  Werte   der  Funktion  sin  —  sma: 

(1)  +1,  -1,  +1,  -1  .  .  . 

(2)  0,  — sm-,  — cos-,  +sin-,  +cos— ,  — sin^^'  —    +  "1 •  •  ' 

(3)  1,  -sin|,  +sin|,  -siü|,  +  sin  ^,  -^"'5'  +"+"  '  '  ' 

(4)  0,       cos|,     cos^,      cos|-,      cos^,      cos^,  ++••. 

Die  beiden  ersten  Folgen  haben  keinen  Limes ,   die   dritte  hat  den  Limes  0 ,  die 

vierte  I. 

11* 


13  = 


8-^ 


ist,  d.  h.  wir  haben  eine  Grleichung  zwischen  den  drei  Unbekannten 
/,  m,  n.  Drei  zusammengehörige  Wertepaare  geben  drei  solche 
Gleichungen,  aus  diesen  werden  sich   /,  m,  n   ermitteln  lassen. 

Aber  auch  die  Angabe  eines  fingierten  Wertepaares  giebt 
eine  Gleichung  zwischen  /,  in,  n  und  zwar  eine  besonders  einfache, 
und  darin  liegt  die  Bedeutung  dieser  Paare.  Es  ist  nämlich  von 
vornherein  klar,  daß  nur  für  x  =  l  unsere  Funktion  Undefiniert 
ist,  und  zwar  gehört  7.u  x  ^  l  der  fingierte  Wert  ij  =  oo. 
Ebenso  ist  leicht  zu  sehen,  daß  zu  .r  =  ±  oo  der  Wert  y  =  m 
gehört.  Aus  der  Angabe,  daß  zu  a;  =  7  y  =  oo  gehöre,  folgt 
somit  direkt ,  daß  1  =  7  ist ,  ebenso  aus  der  Angabe ,  daß  zu 
x  =  oo  y  =  2  gehöre,  daß  m  =  2  ist.  Während  ein  wirk- 
liches Wertepaar  eine  Gleichung  liefert,  in  der  von  den  3  Zahlen 


-     1G4     - 

Aussagt',  ilaß  zu  ./•  =  a  der  Wert  y  =  h  gehört.  Bei  fingierten 
Paaren  aber,  wo  mindestens  ein  Wert  durch  das  Zeichen  oo  ersetzt 
ist,  liegt  eine  Aussage  über  zusammengehörige  Werte  tatsächlich 
nicht  vor.  vielmehr  nur  eine  Mitteilung  über  ein  specielles  charak- 
teristisches Verhalten  der  Funktion.  Derartige  Mitteilungen  sind 
indessen  für  die  Charakterisierung  einer  Funktion  oft  von  gleicher, 
ja  größerer  Bedeutung,  als  die  Angabe  zusammengehöriger  Werte- 
paare. Hierfür  ein  einfaches  Beispiel;  Es  sei  uns  bekannt,  daß 
die  Funktion  y  durch  eine  Gleichung  von  folgender  Gestalt: 

mx  -f  n 

definiert  sei,  es  sei  uns  aber  unbekannt,  welche  Werte  den  Zahlen 
/.  m,  n  zukommen.  Weiß  man  nun,  daß  beispielsweise  zu  a:  =  8 
der  Wert    y  =  13  gehört,  so  heißt  dies,  daß 

8»e  +  n 


—    165    — 

l,  m,  V,  mindeRtens  zwei  auftreten ,  geben  also  die  fingierten 
"Wertepaare  Gleichungen  mit  nur  je  einem  der  Coefficienten  an. 
Darin  liegt  die  Nützlichkeit  ihrer  Einführung.  Sowenig  aber 
eine  Richtung  darum  ein  Punkt  ist,  weil  sie  in  der  Bestimmung 
einer  Geraden  einen  Punkt  ersetzen  kann ,  so  wenig  ist  ein 
fingiertes  Wertepaar  ein  wirkliches,  weil  es  einem  solchen  gleich- 
wertig ist. 

Ob  die  Bezeichnung  „stetig"  im  Falle  I  eine  glückliche  ist, 
soll  dahingestellt  bleiben.  Auf  geometrisches  Gebiet  übertragen 
beschreibt  sie  jedenfalls  nicht  vollständig  das,  was  man  gemeinhin 
in  der  Anschauung  unter  stetig  versteht.  (Es  fragt  sich,  ob 
diese  anschauliche  Stetigkeit  überhaupt  in  klarer  logischer  Form 
umgrenzt  werden  kann.)  Analytisch  sagt  sie  aus,  daß  zu  „unend- 
lichkleinen" Änderungen  von  x  ebensolche  von  y  gehören.  — 

22.    Die  Bezeichnung: 

„Wenn  Yimx  =  0!   so  ist  \\my  =  &" 

ist  noch  immer  zu  schwerfällig.  In  Form  einer  einzigen 
Gleichung  schreiben  wir  dafür : 

lim  y  =  1). 

In  speciellen  Fällen  wird  auch  das  noch  vereinfacht.     Z.  B.  für 

lim  log  ic  =  —  oo 

schreibt    man    vielfach    log  0  =  —  oo  ,     für     lim  2*  =  0     auch 

XZZZ—  00 

2~^  =  0.     Besonders  bekannt  sind  speciell  die  Bezeichnungen: 

1-4-  In 

statt      lim  —  =  ±oo  ,     lim  —  ^0.     Sie  sind  also  kurze  Aus- 
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drücke  für  folgende  Behauptung:  „Zu  jeder  positiven  Zahl  q  giebt 
eine  positive  Zahl  p ,    so   daß  -  -  absolut  genommen  größer   als   q 

ist,  wenn  x  absolut  genommen  kleiner  als  j;  ist,"  und  für  eine  zweite, 
die  wörtlich  gleichlautet  ,  nur  daß  die  Worte  „kleiner"  und 
„größer"  vertauscht  sind. 

Die   Bezeichnungen    -^  =  ±00,      J—  =  q     sind    insofern 

u  ±00 

unglücklich,  als  sie  noch  heute  zu  dem  Märchen  Anlaß  geben,   es 

sei   nun   die  Division    durch  Null   glücklich    doch   noch    gelungen. 

Ferner  wird  zumeist  folgende  Betrachtung  angeschlossen  :    „Wenn 

:v  stetig  durch  Null   durchgeht,    geht  ?/  von   +00  nach  -00,    die 

Zahlenreihe  ist  also  im  unendlichen  geschlossen."     Darunter  mögen 

sich  andere  etwas  vorstellen,   ich   kann   es  jedenfalls  nicht.     Daß 

ein  stetiger  Durchgang  von  x  durch  einen  Wert  a  nicht  notwendig 

einen  stetigen  Verlauf  von  ij  zur  Folge  hat ,    haben  wir  übrigens 

ausdrücklich  konstatiert. 

Man  hört  auch  vielfach  folgendes: 

„Zu  jedem  Wert  x   gehört   ein  bestimmter  Wert  von  -,  zu 

1  ^ 

X  =  0    aber    -  =  +  00   und   1  =  -  00.     Also  muß  +00  =  -00 

sein."  Abgesehen  davon,  daß  +00  und  -  00  keine  Werte  sind, 
daß  zu  .^  =  0  überhaupt  kein  Wert  von  ~  gehört,  folgt  doch 
aus  der  Eindeutigkeit  für  irgend  welche  Werte  gar  nichts  über 
die  Eindeutigkeit  für  andere  Werte.     Andernfalls  könnte  man   so 

weiter  schließen :   Die  Funktion   ij  =  ~J=  ,   worin  der  Wurzel 

\Jl+x'' 
der  positive  Wert  zu  erteilen  ist,    ist  für   alle  Werte  von  x  ein- 
deutig,   für    Ä.-  =  +00   wird  sie  zu    +  1 ,    für    a;  =  -00  zu    -1. 
Da   -oo  =  +00,   folgt  somit,  daß   - 1  =  +  1.     Die  Funktion   2^ 
würde    in   demselben   Schlußschema    ergeben,    daß    0  =  00   wäre, 
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und    die   Funktion  — , ,    die  für    x  =  0    nur    positiv    oo    wird, 

X 

würde  von  den  zwei  gleichen  Werten  +  oo  und  —  oo  nur 
den  einen  annehmen ! 

Es  o-iebt  zwei  Wege ,  diese  Widersprüche  zu  vermeiden. 
Entweder  man  begnügt  sich  mit  Definitionen,  die  auf  dem  Boden 
der  unanfechtbaren  endlichen  Tatsachen  stehen  und  diese  Wider- 
sprüche erst  gar  nicht  aufkommen  lassen,    oder  man  begnügt  sich 

1 
mit  Kenntnissen ,    die  gerade  nur  bis  zur  Funktion  V  =  ~,  aber 

nicht  mehr  bis  zu  den  hier  angeführten  Beispielen  reichen  und 
daher  die  aus  mangelhaften  Definitionen  folgenden  Widersprüche 
nicht  erkennen  lassen.  Denn  man  kann  seiner  Phantasie  ein  dem 
Bereich  der  Kenntnisse  umgekehrt  proportionales  Betätigungsfeld 
zur  Verfügung  stellen,   und  auf  diesem  ist  ja  mancherlei  möglich. 


vn. 

Differentialrechnung. 

23.  Bei  denjenigen  Funktionen,  mit  denen  der  Mathematiker 
sich  gemeinhin  beschäftigt  \  beobachtet  man  an  allen  Stellen,  an 
denen  sie  stetig  sind,  fast  ausnahmslos  eine  weitere  Eigenschaft: 
die  DifFerentiierbarkeit. 

Dieselbe  besteht  in  der  Existenz  des  Limes 

lün    1^  =  6' 
der  für  alle  gegen  a  convergierenden  a;  -  Folgen  ^  denselben  Wert 


»  Insbesondere  bei  allen  analytischen,  d.  h.  in  Potenzreihen  entwickelbaren. 
2  Die  natürüch  den  Wert  a  nicht  enthalten  dürfen,   weil  für  diesen  ja  der 
zu  untersuchende  Ausdruck  nicht  definiert  ist. 
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hat.     Der  principiellen  Bedeutung  wegen   wollen   wir   dies    in  die 
Terminologie  des  endlichen  übersetzen: 

Es  sei  y  eine  Funktion  von  x  und  h  ihr  zu  x  =  a  gehöriger 
Wert.  Läßt  sich  dann  eine  bestimmte  Zahl  h'  und  ferner  zu 
jedem   r/  >  0    ein   ;>  >  0   angeben,  so  daß 

x  —  a 
dem   absoluten  Betrage   nach  kleiner  als   q  ist,    wenn  x  —  a   dem 
absoluten  Betrag  nach   kleiner   als  p   ist,    so   heißt  der  Wert   h' 
„die  Ableitung    der  Funktion    y    für    x  =  a"'    und   die  Funktion 
selbst  „für   x  =  a   difFerentiierbar." 

(Die  Notwendigkeit  einer  derartigen  abgekürzten  Bezeichnung 
liegt  wohl  klar  zu  Tage.) 

Wir  betrachten  als  specielles  Beispiel   die  Funktion   y  =  x^. 
Wenn  x  —  a   absolut  kleiner  als  q  ist,  so  ist  auch 

x  —  a 
absolut   kleiner    als  q,    denn  dieser  Ausdruck  ist  für  jedes  von  a 
verschiedene  x  [wegen  x^—  a"^  ==  (x  —  a)  (x  +  a)]  gleich  x  —  a.   Somit 
ist    X-    diiferentiierbar    und    hat    für    x  ^=  a    die    Ableitung    2a. 
Kürzer  sagen  wir,  die  abgeleitete  Funktion  von  x^  sei  2x. 

24.  Zwischen  der  Diiferentiierbarkeit  und  der  Stetigkeit  be- 
steht der  Zusammenhang,  daß  letztere  aus  ersterer  gefolgert 
werden  kann,  also  eine  notwendige  Bedingung  für  die  Existenz 
der  ersteren  ist.  Zu  einer  Zeit,  die  zwischen  notwendig  und 
hinreichend  nicht  mit  moderner  Schärfe  unterschied,  hat  sich  das 
Vorurteil  festgesetzt,  die  Stetigkeit  sei  auch  hinreichend  für  die 
DifFerentiierbarkeit.  Daß  dieses  falsche  Vorurteil,  in  dessen  Banne 
auch  noch  Fries  stand,    von   der  strengen  Schule  endgültig  zer- 
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stört  worden  ist,  ist  praktisch  ohne  Bedeutung,  ebenso  wie  das 
Vorurteil  ohne  wesentlichen  Schaden  blieb,  da  die  stetigen  Funk- 
tionen, mit  denen  der  Mathematiker  sich  praktisch  beschäftigt, 
alle  ohnehin  difFerentiierbar  sind.  Dagegen  hängt  bei  prinzipiellen 
Untersuchungen  die  Frage  nach  der  Existenz  unendlichkleiner 
Größen  von  der  Frage  nach  der  DifFerentiierbarkeit  ab  und  somit 
ist  diese  für  unser  Referat  von  wesentlicher  Bedeutung.  Darum 
mag  an  zwei  ganz  elementaren  Beispielen  gezeigt  werden ,  daß 
eine  Funktion  an  einer  Stelle  stetig  und  doch  nicht-differentiierbar 
sein  kann.  Wir  kennen  zwar  heute  Funktionen,  die  für  alle  a; 
stetig  und  doch  nirgends  difFerentiierbar  sind;  das  erste  Bei- 
spiel dieser  Art  verdanken  wir  Weierstraß,  dem  1897  ver- 
storbenen Vorkämpfer  mathematischer  Strenge.  Der  Rahmen 
dieser  Arbeit  verbietet  indessen  auf  derartige  Beispiele  einzu- 
gehen, und  es  muß  bei  einfacheren  Fällen  sein  Bewenden  haben. 
Die  Funktion  y  =  \jx,  worunter  der  reelle  Wert  der  Wurzel 
verstanden  werden  soll,  ist  für  jeden  Wert  von  x  definiert  und 
stetig.  Speziell  hat  sie  für  :r  =  0  den  Wert  0.  Daß  sie  daselbst 
stetig  ist,  ist  sofort  einzusehen:  Wenn  nämlich  x  dem  absoluten 
Betrag  nach  kleiner  als  p  =  ^  ist,  so  ist  y  dem  absoluten  Betrag 

nach  kleiner  als  g. 

y  —  0  II 

Die  Ableitung  ist  hier  der  Limes  von  - — p-,  d.  h.  von  -^  = 

Dieser  Limes  ist  aber  unendlich,  denn  wenn  a;  <:  -^  ist,  so 


ist  y:x  größer  als  q,  sofern  q  größer  als  1  ist ;  damit  a  fortiori 
auch  größer  als  jede  Zahl  unter  1.  Die  Ableitung  existiert 
also  nicht,  höchstens  könnte  man  ihr  den  fingierten  Wert  oo 
beilegen. 

Ein  zweites  Beispiel,  in  dem  die  Ableitung  keinen,  auch  keinen 
fingierten  Wert  hat,  ist  die  Funktion 
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ij  =  X. sin—   für   x^ö,        1/  =  0   £\xr   x  =  0. 

Sie  ist  für  .-r  =  0  stetig,  denn  ist  ,r  <:  q,  dem  absoluten  Betrag 
nach,  so  ist  //,  da  die  Funktion  sin  dem  absoluten  Betrag  nach 
kleiner,  höchstens  gleich  1  ist,  ebenfalls  kleiner  als  q  dem  abso- 
luten Betrag  nach. 

Die  Ableitung  an  der  Stelle  a;  =  0  ist  wieder  als  lim  ^-  zu 

X 

untersuchen.     Da  aber  -^  =  sin  —  ist ,   da  ferner  die  Werte  ~ 

XX  X 

für  jede  gegen  0  konvergierende  a;- Folge  eine  Folge  mit  dem 
Limes  +00  oder  -00  bilden,  da  endlich  die  Werte  des  Sinus 
für  solche  Folgen  sowohl  divergente,  wie  gegen  verschiedene 
Grenzen  konvergierende  Folgen  ergeben  (Fußnote  Seite  163),  exi- 
stiert der  gesuchte  Limes  nicht,  also  ist  die  Funktion  für  :r  =  0, 
obwohl  stetig,  nicht  differentiierbar. 

25.  Wir  müssen  nun  zunächst  die  verschiedenen  Bezeichnungs- 
arten für  die  Operation  des  Differentiierens  kennen  lernen.  Ist 
II  eine  Funktion  von  x,  so  ist  ihre  Ableitung  offenbar  wieder  eine 
Funktion  von  x,  denn  sie  hat  ja  für  jeden  Wert  von  x  selbst 
einen  bestimmten  Wert.  Man  bezeichnet  diese  Funktion  mit  /y'. 
Die  Tatsache,  daß  die  Ableitung  der  Funktion  x?  ixav  x  =  a  den 
Wert  2a  hat,  würde  danach  folgendermaßen  zu  schreiben  sein: 

y  =  ic*,         ?/'  =  2.Z; 

wobei  X  zwar  eine  beliebige,  aber  in  beiden  Gleichungen  dieselbe 
Zahl  vorstellt.  (Für  a:  =  10  ist  y  =  100  und  y'  =  20,  nicht 
etwa  2.6.)  Diese  Bezeichnung  hat  den  Nachteil,  daß  nicht  ange- 
geben werden  kann,  welchen  Wert  die  Ableitung  an  einer  be- 
stimmten Stelle  a  hat.     Dies    erfordert    weitläufige   Ausdrucks- 
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weisen,  wie 

{y')^^^  —  U        {^'  für  a;  =  7  gleich  14) 

oder  ^x  =  7,  y'  =  14."  Für  viele  Fälle,  (vgl.  die  Taylorsche 
Reihe)  empfiehlt  sich  daher  das  Zeichen  f{x)  für  y  (Funktion  von 
X,  auch  kurz  „/"  von  x^  gesprochen.) : 

f{x)  =  x\        f'{x)  =^2x. 

Hier  läßt  sich  in  einer  Gleichung  schreiben:  f\l)  =  14. 

Immerhin  erfordert  auch  hier  noch  der  Satz:  „a?"  hat  die 
Ableitung  2^^"  zwei  Gleichungen  zum  anschreiben.  Sodann  aber 
wird  die  Bezeichnung  unbrauchbar,  sowie  nicht  stillschweigend 
vorausgesetzt  wird,  von  welcher  Veränderlichen  y  abhängt,  und 
eine  solche  Voraussetzung  giebt  es  überhaupt  nicht,  wenn  y  von 
mehreren  Variabein  abhängt  und  nach  mehreren  differentiiert 
werden  soll.  Ist  z.B.  y  =  a^"*  und  x  die  Veränderliche ,  so 
ist  ij'  =  mx^^'K  Ist  dagegen  m  die  Veränderliche,  so  ist  y'  = 
rc" .  log  nat  a;.  Ist  ferner  etwa  y  =  u^  und  darin  u  =  x%  so  ist 
die  Ableitung  von  y  nach  u  gleich  2?«.  Wird  aber  für  u  seine 
Bedeutung  gesetzt,  so  wird  y  =  x^  und  seine  Ableitung  gleich  6,r^ 

Während  der  zuerst  erwähnte  Nachteil  erträglich  ist,  macht 
gerade  dieser  zweite  die  größte  Schwierigkeit.  Newtons  Be- 
zeichnungsweise  z.  B.  hat  sich  darum  nicht  einbürgern  können; 
sie  wird  nur  in  der  Blechanik  bei  Differentiationen  nach  der  Zeit 
angewandt. 

26.  Um  die  geniale  und  kühne  Bezeichnungsweise  Leibnizens 
durch  Differentiale  zu  verstehen,  müssen  wir  erst  einen  Satz  der 
DiflPerentialrechnung  anführen,  ohne  den  diese  Bezeichnung  undurch- 
führbar wäre. 


V 
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"F!<5  sei  p  irp^ond  oino  Fnnktion  einer  Veränderliclien  u,  y  =  /"(uX 
beispielsweise  der  IjOgarithmns  vonn;  u  seinerseits  sei  eine  Funktion 
von  x^  n  =  (p{x),  etwa  der  Sinus  von  x.  Daraus  folgt,  daß  y 
aucli  eine  Funktion  von  x  ist,  y  =  F{x).  Denn  wenn  einem  Wert 
X  =  n  ein  Wert  u  =  r,  diesem  Wert  u  =  c  wieder  ein  Wert 
y  =  h  zugeordnet  ist,  so  ist  damit  dem  Wert  x  ^  a  auch  ein 
Wert  y  =  h  zugeordnet. 

Nun  besagt  unser  Satz:  Sind  zwei  der  Funktionen 
f,  q),  JPdifferentiierbar,  so  ist  es  auch  die  dritte,  und 
zwar  ist  die  Ableitung  von?/  nach  a;  gleich  der  Ab- 
leitung von  //  nach  >f  mal  der  Ableitung  von  u  nach  x. 
Der  Beweis  des  Satzes  kann  in  jedem  Lehrbuch  nachgesehen  werden. 

In  einem  unserer  Beispiele  hatten  wir 

y  =  21^        u  =  x^,    also   y  =  x^. 

Die  Ableitungen  sind : 

von  y  nach  u:  2u   d.  h.    2xf 

von  M  nach  x:  Sx^; 

von  y  nach  x:  Qx^,  in  der  Tat  gleich  2a;^3.r^ 

Ist  y  =  log  M,    u  =  sin  x,    so  sind  die  Ableitungen 

.MM 

von  y  nach  u:  — -  = 


u  sma; 

von  u  nach  x :  N  cos  x 

1  cos  X 

also  von  y  nach  x:  31N'—. — -  =  MN.  coisnißix. 

sina;  ° 

(M  und  X  sind  hier  Zahlen,    die   von  der  Basis  des  Logarithmen- 
systems und  der  Einheit  des  Winkelraaaßes  abhängen.) 

Auf  Grund   unseres  Satzes    führen    wir   jetzt   folgendes   ein: 
Es  sei  mit    dem  Zeichen  dx   eine   beliebige    von   null   verschiedene 
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Zahl  bezeichnet.  Das  Zeichen  wird  gesprochen,  wie  es  geschrieben 
wird,  soll  aber  weder  d.x  noch  sonst  irgend  eine  Abhängig- 
keit der  Zahl  dx  von  der  Zahl  x  bedeuten. 

Diese  Zahl  dx  multiplizieren  wir  mit  der  Ableitung  von  u 
nach  X  und  bezeichnen  das  Resultat  mit  du.  Auf  Grund  dieser 
Bezeichnung    können    wir   jetzt   die  Ableitung   von   u  nach  x  mit 

—  bezeichnen.  Es  ist  -;—  =  u'.  Lediglich  dieser  Zusammenhang 
dx  dx 

zwischen  du  und  dx  soll  durch  die  Verwendung  der  Buchstaben 
u  und  X  in  den  Bezeichnungen  du,  dx  angedeutet  werden.  Kommt 
es  darauf  an,  die  spezielle  Stelle  x  =  a  anzugeben,  an  der  die 
Ableitung  genommen  ist,  so  schreiben  wir 

|-— j       ,    gesprochen  „du  durch  dx  für  x  =  a". 

\  (ix  /xz=a 

Die  Bezeichnung  gestattet  zugleich,  für  u  die  speziell  be- 
trachtete Funktion  einzusetzen.     Wir  können  z.  B.  schreiben 

d  sin  a;  \  ht      j         ^  sin  x  ^j 

=  N    oder    — r, =  Ncosx. 


dx     Jx=o  dx 

In  dieser  Weise    ist    für   jede  Funktion  von  x  zunächst   eine 

Bezeichnung  ihrer  Ableitung   festgelegt.     Sind  nun  y  und  u  zwei 

Funktionen  von  x,  so  ist  auf  Grund  unseres  Satzes  die  Ableitung 

von  y  nach  u  gleich   dem  Quotienten  beider  Ableitungen  nach  x, 

also: 

» , ,  . ,  1  dy     du 

Ableitung  von  y  nach  u  =  -j—  :  -j-  • 

Dieser  Ausdruck  aber  ist,  da  dx,  dy,  ds  gemeine  Zahlen  sind, 
gleich  dy.du,  wir  können  also  die  Ableitung  von  y  nach  u  auf 
dieselbe  Art  bezeichnen,  wie  die  Ableitungen  nach  x,  nämlich  mit 

dy 
du 
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Die  Zahlen  <Ij-,  dy,  da  etc.  nennen  wir  Differentiale  von  x,  y,  z, 
die  Ableitung  einer  Funktion  demnach  auch  ihren  Differential- 
quotienten. 

27.  Man  wird  hier  fragen,  ob  es  möglich  ist,  auf  Grund 
dieser  Dehnition  wirklich  die  ganze  Differentialrechnung  und  ihre 
Anwendungen  zu  behandeln.  Die  Frage  ist  zu  bejahen.  Sie  ins 
einzelne  zu  verfolgen,  hieße  ein  Lehrbuch  der  Differentialrechnung 
schreiben.  ]\Ian  ist  gewohnt,  unter  den  Differentialen  unendlich- 
kleine  Größen  zu  denken.  Nun  wohl:  versteht  man  unter  unend- 
lichkleinen Größen  im  Sinne  der  strengen  Schule  solche  Größen, 
die  ich  unbestimmt  lasse,  um  sie  gegebenenfalls  kleiner  als  irgend 
eine  vorgeschriebene  Zahl  annehmen  zu  können,  so  sind  unsere 
Differentiale,  wie  wir  sie  hier  definierten,  solche  Größen,  denn 
sie  sind  unbestimmt  gelassen.  Denkt  man  sich  aber  unter  Diffe- 
rentialen die  berüchtigten  Grössen,  die  „kleiner  als  jede  andere 
und  doch  nicht  null  sind"  so  geht  man  auf  die  vorkritische  Zeit 
der  Mathematik  zurück,  zurück  auf  eine  Anschauung,  mit  der  wir 
uns  am  Ende  dieses  Referates  noch  auseinandersetzen  müssen. 

Man  wird  andererseits  einwenden ,  daß  die  Differentiale  in 
unserer  Definition  keine  zusammengehörigen  Änderungen  zweier 
von  einander  abhängiger  Variabein  vorstellen.  Das  tun  sie  auch 
heute  für  den  Mathematiker  nicht  mehr.  Denn  der  Quotient  zweier 
zusammengehörigen  Änderungen  x  —  a  =  8 ,  y  —  h  =  J  ist  ein 
Glied  der  gegen  die  Ableitung  dy  :  dx  konvergierenden  Reihe 
y  —  h  :  X  —  a,  also  im  allgemeinen  von  dy  :  dx  verschieden.  Da 
aber  auf  Grund  unserer  Definition  der  Ableitung 

-T —  -p-  <:  ])     (absolut  genommen) 

iät,    und    da  dx  als  beliebige  Größe  gleich   der  Änderung  d  von  x 
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gesetzt  werden  kann,  folgt 

A  —  äy  pdx 

clij  dtj 

worin  i)  eine  beliebige ,  von  null  verschiedene  Zahl  ist.  Danach 
ist  also  J  —  dij  im  Verhältnis  zu  dij  beliebig  klein,  d.  h.  dy  kann 
mit  jeder  Genauigkeit  durch  die  zu  dx  gehörige  Änderung  von  y 
dargestellt  werden.  Damit  haben  wir  das  vermißte  Prinzip  der 
Ditferentialrechnung  wieder  hergestellt. 

Fries  finden  wir  in  seiner  mathematischen  Naturphilosophie 
noch  auf  dem  umgekehrten  Wege  der  Darstellung.  Die  Diffe- 
rentiale werden  als  unendlichkleine  Größen,  aber  bereits  im  Sinne 
der  exakten  Schule,  definiert.  Ist  nun  eine  Funktion  stetig,  so 
gehören  zu  unendlichkleinen  Änderungen  von  x  unendlichkleine 
von  y.  Als  Grenzwert  ihres  Quotienten  wird  der  Diiferential- 
quotient  definiert,  aber  die  Frage  nach  seiner  Existenz  bleibt 
unerörtert,  wohl,  weil  man  damals  noch  nicht  daran  zweifelte. 
Da  nun  aber  das  Rechnen  mit  Differentialen  nur  dann  wieder  zu 
bestimmten  endlichen  Zahlen  führt,  nur  dann  einen  Sinn  hat, 
wenn  der  Differentialquotient  existiert,  so  hat  die  strenge  Mathe- 
matik den  Weg  der  Darstellung  konsequenterweise  umgekehrt 
und  stellt  das  an  die  Spitze,  was  erst  das  Rechnen  mit  Diffe- 
rentialen möglich  macht. 


•'ö^ 


28.  Wendet  man  den  Prozeß  des  Diff'erentiierens  wiederholt 
an,  bildet  also  die  Ableitung  der  Ableitung  u.  s.  f.,  so  erhält  man 
die  „zweite",  „dritte"  Ableitung  einer  gegebenen  Funktion  y,  be- 
zeichnet mit  y'\  tj"  u.  s.  f.  Es  ist  unmöglich  hierfür  eine  Bezeich- 
nung einzuführen,  die  die  Einfachheit  der  für  die  erste  Ableitung 
erfundenen  mit  dem  Vorteil  vereint,  auf  elementaren  Rechnungen 
mit    endlichen  Zahlen    aufgebaut   zu   sein;    zum   mindesten  ist  es 
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bisher    nicht    f:i:clungen.      Die    Iteration    unserer   Bezeichnung  -,- 

führt  für  die  zweite  Ableitung  bereits  zu  dem  technisch  unbrauch- 
baren Symbol 

dx 
Wenn    man    hierin    den    Zähler     nach    den    formalen    Regeln    der 
Differentialrechnung  umformt,  erhält  man  dafür 

dxd^y  —dyd^x 
dx^ 

worin  d^x  und  d^y  für  d  (dx),  d{dy)  stehen.  Mit  solchen  Aus- 
drücken kann  nach  den  elementaren  Regeln  gerechnet  werden, 
aber  sie  sind  noch  immer  zu  unhandlich,  so  daß  man  in  der  Praxis 
dx  als  konstante  Grüße  behandelt  und  daher  d^x^d^x...  gleich 
null  setzt.     Die  so  entstehende  Bezeichnung 

d'y        d'y 


dx'  '      dx' 


für   y,  y" 


ist  zwar  sehr  brauchbar  und  Platz  sparend,  aber  sie  bedarf  der 
Vorsicht  in  der  Handhabung,  weil  die  elementaren  Rechengesetze 
nicht  mehr  gelten.     Z.  B.  ist 

dx^  dy^    \dx)       dy     dx- 

Dürftcn  hier  d^x  etc.  als  endliche  Zahlen  behandelt  werden,  so 
wäre  die  linke  Seite  nur  gleich  dem  ersten  Gliede  der  rechten. 

Dem  Leser,    der  mit    diesen  Dingen   nicht   vertraut   ist,    aber 
gerne  mehr  wissen  möchte,    kann   ich   an  dieser  Stelle  nicht  mehr    I 
berichten,    ohne    den  Rahmen   dieser  Zeitschrift   zu  überschreiten. 
Und  ein  wesentliches  Moment ,    welches   zu  diesem  Referat  Anlaß 
giebt,    kommt   für  die   höheren  Ableitungen,    ebenso    wie  für  die 
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partiellen  Ableitungen  und  die  Integrale,  in  Wegfall:  Das  sind 
die  verwirrenden  und  phantastischen  Darstellungen,  welche  immer 
wieder  in  der  Literatur  auftauchen.  Über  die  ersten  Elemente  der 
Differentialrechnung  hinaus  führt  nur  ernstes  wissenschaftliches 
Denken,  das  aber  stutzt  der  Phantastik  schnell  genug  die  Flügel. 
Daher  kommt  es,  daß  unberufene  Eingriffe  dort  sehr  selten, 
durchweg  ohne  Gefahr  und  damit  einer  Abwehr  nicht  bedürftig 
sind. 


vm. 

Das  Irrationale. 

29.  Wie  wir  vom  Prozeß  des  Zählens  zu  den  ganzen  und 
von  diesen  zu  den  rationalen  Zahlen  gelangen,  setze  ich  als  be- 
kannt voraus.  Da  jede  rationale  Zahl  mit  Hülfe  des  Bruchstrich- 
Zeichens  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Zeichen  eindeutig  be- 
zeichnet werden  kann ,    liegt  ein  Unendlichkeitsproblem  nicht  vor. 

Anders  bei  den  Irrationalzahlen.  Diese  denkt  man  sich  ge- 
meinhin durch  einen  unendlichen  Dezimalbruch  oder  Kettenbruch 
definiert. 

Diese  Art,  eine  irrationale  Zahl  zu  definieren  ist  gewisser- 
maßen ein  Stück  geometrische  Eierschale;  die  Irrationalzahlen 
entstehen  in  der  Geometrie  durch  das  Messen  auf  Grund  des 
Archimedischen  Axioms :  Ist  a  kleiner  als  6,  so  giebt  es  ein  Viel- 
faches von  a,  welches  größer  als  h  ist.  Danach  ist  es  möglich, 
h  zwischen  zwei  aufeinanderfolgende  Vielfache  von  a  einzuschließen, 
wenn  nicht  h  ein  Vielfaches  von  a  ist.  Im  letzteren  Fall,  h  =  wa, 
ist  die  ganze  Zahl  m  die  Maßzahl  von  h.  Ist  dagegen  h  zwischen 
ma   und  (w-f-l)a    gelegen,    so    ist  h  —  ma   kleiner  als   a   und    der 

Proceß   des  Messens    kann   nun   auf  zweierlei  Arten  fortgesetzt 

12 
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werden.  Die  gedanklich  einfachere  besteht  darin,  a  durch  h  —  ma 
zu  messen,  und  so  fort  immer  die  letzte  Einheit  durch  den  Rest. 
Damit  erhält  man  die  Kettenbruchentwicklung ,  die  für  jede  Ra- 
tionalzahl endlich  ist.  Die  praktisch  übliche  Methode  besteht 
dagegen  darin,  den  Rest  der  Messung  mit  einem  aliquoten  Teil 
der  letzten  Einheit  zu  messen,  meist  mit  dem  zehnten  Teil,  in 
der  Winkelmessung  mit  dem  sechzigsten.  Sowie  die  Unterteilung 
der  Einheit  nicht  willkürlich  bleibt,  erhält  man  schon  für  rationale 
Verhältnisse  unendliche  Meßvorgänge  \ 

30.  Auf  diesem  '^q^q  hat  man  ursprünglich  die  Irrational- 
zahlen erzeugt.  Es  kann  gegen  diese  Definition  nicht  eingewandt 
werden,  daß  sie  unendlich  vieler  Elemente  bedürfe.  Eine  unend- 
liche Entwicklung  ist  nur  dann  bekannt,  wenn  ihr  Gesetz  bekannt 
ist,  und  dieses  ist  dann  in  einer  endlichen  Zalü  von  Worten,  also 
auch  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Zeichen  niedergelegt.  Ob 
diese  Zeichen  dem  speziellen  Apparat  des  mathematischen  Kalküls 
angehören,  ist  gleichgültig,  da  dessen  Ausbildung  immer  nur  dem 
praktischen  Bedürfnisse  entsprechend  durchgeführt  wird.  — 

Dagegen  kann  gegen  die  Definition  irrationaler  Zahlen  durch 
unendliche  Reihen  der  Einwand  erhoben  werden,  daß  erst  fest- 
gestellt werden  muß,  ob  mit  diesen  auch  widerspruchslos  ge- 
rechnet werden  kann.  Für  periodische  Dezimalbrüche  läßt  sich 
dies  sofort  aus  der  Tatsache  erweisen,  daß  sie  konvergent  sind, 
für  nicht  periodische  ist  dagegen  das  Verfahren  bei  unserer  oben 
gegebenen  Definition  der  Konvergenz  nicht  anwendbar,  weil  ihr 
Limes  eine  Irrationalzahl,  also  etwas  erst  zu  definierendes  ist. 


'  Hierbei  Landelt  es  sich  natürlich  nur  um  gedanklich  durchführbare 
Messungen,  da  praktische  Messungen  stets  zu  einem  Endresultat  führen.  Praktisch 
giebt  es  überhaupt  keine  Irrationalzahlen. 
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Diese  Schwierigkeit  kann  man  erstens  dadurch  umgehen,  daß 
man  die  Widerspruchslosigkeit  des  Rechnens  mit  unendlichen 
Decimalbrüchen  nachweist,  ohne  auf  die  Konvergenz  einzugchen. 
Es  ist  nämlich  durch  den  Stellenwert  jedes  Zahlzeichens  in  einem 
Dezimalbruch  das  Zusammenfassen,  Zerlegen  und  Umstellen  der 
Glieder  ausgeschlossen  und  damit  das  formale  Rechnen  derart 
beschränkt,  daß  es  widerspruchslos  bleibt.  Immerhin  ist  das 
Multiplicieren  und  Dividieren  unendlicher  Brüche  ein  so  kompli- 
ziertes Verfahren,  daß  wir  lieber  den  radikalen  Weg  einer  neuen 
Definition  des  Irrationalen  einschlagen,  der  sich  auch  den  übrigen 
Betrachtungen  besser  anschließt. 

31.  Rein  arithmetisch  betrachtet  ist  mit  einer  Zahl  keine 
Größenvorstellung  verknüpft.  Wir  können  bloß  von  zwei  ver- 
schiedenen Zahlen  aussagen,  daß  die  eine  größer  als  die  andere 
ist.  Demnach  ist  es  eine  überflüssige,  ja  falsche  Forderung,  die 
Definition  einer  irrationalen  Zahl  müsse  eine  Vorstellung  ihrer 
absoluten  Größe  erzeugen.  Es  genügt  vielmehr,  die  irrationalen 
Zahlen  so  zu  definieren,  daß  auch  in  dem  erweiterten  Zahlgebiet 
die  vier  Species  ^  anwendbar  sind  und  daß  irgend  zwei  Zahlen 
entweder  gleich  oder  verschieden  sind,  daß  von  zwei  verschiedenen 
eindeutig  festgelegt  ist,  welche  die  größere  ist,  daß,  wenn  a  :>  & 
und  &  >>  c  auch  a  :>  c  ist,  u,  s.  f. 

Bedenkt  man,  daß  eine  Irrationalzahl  im  alten  Sinne  nicht 
aus  Vielfachen  und  Teilen  einer  Rationalzahl  zusammengesetzt 
ist,  so  sieht  man,  daß  in  der  Tat  ihr  Verhältnis  zu  der  Gesamt- 
heit der  Rationalzahlen  lediglich  darin  besteht,  daß  von  jeder 
Rationalzahl  entschieden  werden  kann,  ob  sie  oberhalb  oder  unter- 


^  Addition,   Multiplikation,   Subtraktion,   Division,   letztere  durch  0   ausge- 
Bchlossen. 

12* 
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hall»  clor  irratiuuiilzuhl  liegt,  uiid  daß  jede  llationalzahl  5,  uuter- 
liall)  einer  Irrationalzahl  auch  unterhalb  jeder  Rationalzahl  s^ 
liegt,  die  oberhalb  der  Irrationalzahl  gelegen  ist. 

Wir  nehmen  jetzt  im  folgenden  alle  Rational  zahlen  als  ge- 
geben an  und  sprechen  von  ihnen  schlechthin  als  von  den  Zahlen, 
bis  wir  zur  Definition  der  Irrationalzahlen  gelangt  sind.  Wir 
beachten  noch,  daß  (I)  die  vier  Species,  auf  Rationalzahlen  ange- 
wandt ,  stets  wieder  Rationalzahlen  liefern  und  daß  (II)  unter- 
halb einer  Rationalzahl  stets  eine ,  also  auch  beliebig  viele  von 
null  verschiedene  Rationalzahlen  genannt  werden  können,  so  daß 
also  (III)  auch  stets  zwei  Rationalzahlen  angebbar  sind,  deren 
Differenz  kleiner  als  eine  vorgeschriebene  Rationalzahl  p  ist  und 
daß  (IV)  zwischen  zwei  Rationalzahlen  stets  noch  eine,  also  be- 
liebig viele  liegen,  —  alles  Forderungen,  die  im  Gebiete  der  ganzen 
Zahlen  nicht  erfüllt  sind. 

Wir  denken  uns  irgend  ein  Gesetz,  welches  alle  Rational- 
zahlen in  zwei  Klassen  teilt.  Diese  Teilung  soll  so  beschaffen 
sein,  daß  jede  Zahl  s,  der  einen  Klasse,  die  wir  die  untere  nennen, 
unterhalb  jeder  Zahl  s^  der  anderen,  oberen  Klasse  liegt.  Das 
Gesetz  muß  natürlich  so  beschaffen  sein,  daß  von  jeder  Zahl  ent- 
schieden werden  kann,  zu  welcher  Klasse  sie  gehört.  Ein  solches 
Gesetz  nennen  wir  einen  Schnitt.  Wir  denken  es  in  Formeln 
oder  Worten  ausgesprochen  und  hingeschrieben.  Daneben  machen 
wir  ein  Zeichen,  etwa  S  und  nennen  nuimiehr  das  Gesetz :  den 
Schnitt  S.  Die  beiden  Klassen,  in  die  die  Menge  der  Zahlen  zer- 
legt wird,  bezeichnen  wir  als  den  unteren  Teil  >S,  und  den  oberen 
S^  von  S.  Daß  eine  Zahl  a  resp.  h  zu  Si  resp.  S.^  gehörte,  sprechen 
wir  auch  so  aus:  a  liegt  unterhalb  resp.  b  oberhalb  von  S,  in 
Zeichen 

a<:  S,      b  >  S. 
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Dann  und  nur  dann  wenn  daraus  h  >  a  folgt ,  ist  unser  Gesetz 
ein  Schnitt. 

32.  Indem  wir  zwei  Beispiele  anführen,  um  zu  beweisen, 
daß  es  Gesetze  der  verlangten  Art  giebt,  zeigen  wir  zugleich, 
daß  es  zwei  Arten  von  Schnitten  giebt.  Erstens  nehmen  wir  eine 
Zahl  s  und  definieren  die  Zahlen  s^  unterhalb  und  s^  oberhalb 
durch  die  Bedingung 

5i<s,       s,>s, 

aus  der,  wie  verlangt,  folgt  s^  <  s^ .  Diesen  Schnitt  bezeichnen 
wir  mit  der  Zahl  s  selbst  und  betrachten  ihn  als  nicht  ver- 
schieden von  dem  Schnitt 

5j  •<  S  ,         5j  ^  S . 

Wir  sagen,  er  sei  von  der  Zahl  s  erzeugt.  Charakteristisch 
für  einen  von  einer  Zahl  erzeugten  Schnitt  ist  die  Tatsache,  daß 
eine  der  beiden  Klassen  eine  „letzte  Zahl"  enthält,  nämlich  ent- 
weder die  untere  Klasse  eine  Zahl  s,  unterhalb  deren  jede  andere 
Zahl  der  Klasse  liegt,  oder  aber  die  obere  Hälfte  eine  Zahl  s, 
oberhalb  deren  jede  andere  Zahl  der  Klasse  liegt. 

Es  sind  zwei  Sätze  sofort  klar  und  leicht  zu  erweisen:  Es 
kann  nur  eine  der  beiden  Klassen  irgend  eines  Schnittes  eine 
letzte  Zahl  enthalten  und  wenn  eine  der  beiden  Klassen  eine 
letzte  Zahl  enthält ,  so  ist  der  Schnitt  identisch  mit  dem  von 
dieser  Zahl  erzeugten  Schnitt. 

Zweitens  bilden  wir  ein  Beispiel  eines  Schnittes,  bei  dem 
keine  der  beiden  Klassen  eine  letzte  Zahl  enthält.  Wir  rechnen 
eine  positive  Zahl  s^  bezw.  s^  zur  unteren  resp.  oberen  Klasse, 
wenn  s^  <z  2  resp.  s^  >-  2  ist,  jede  negative  und  null  aber  zur  un- 
teren. Erstens  folgt  hieraus  s^  -<  s.^ ,  zweitens  giebt  es  keine  Zahl, 
deren  Quadrat  gleich  2  ist,  demnach  werden  wirklich  alle  Zahlen 


—    182    — 

in  die  beiden  Klassen  verteilt;  unser  Gesetz  ist  also  ein  Schnitt. 
Da  aber  zu  jeder  positiven  Zahl  s  eine  zweite  positive  genannt 
werden  kann,  deren  Quadrat  zwischen  s^  und  2  liegt,  so  kann  es 
in  keiner  von  beiden  Klassen  eine  letzte  Zahl  geben. 

33.  Für  das  folgende  soll  eine  Bezeichnung  festgelegt  werden, 
die  uns  kurze  Ausdrucksweise  ermöglicht.  Ist  S  das  Zeichen 
eines  Schnittes,  so  soll  S,  der  untere,  S^  der  obere  Teil,  s,  eine 
Zahl  in  S„  5.,  eine  in  S^  bedeuten.  Ausgeschlossen  von  dieser  Be- 
zeichnung soll  ein  etwa  existierendes  letztes  Element  sein,  welches 
vielmehr  mit  5  bezeichnet  werden  soll.  Allgemein  sollen  kleine 
Buchstaben  Zahlen  und  die  von  ihnen  erzeugten  Schnitte,  große 
Buchstaben  aber  Schnitte  bezeichnen,  von  denen  nicht  voraus- 
gesetzt ist,  daß  sie  von  Zahlen  erzeugt  sind.  Grilt  eine  Beziehung 
nur  zwischen  speziellen  Elementen,  die  unter  den  angeschriebenen 
Zeichen  verstanden  werden  können,  so  wollen  wir  die  Elemente 
akzentuieren.  Dagegen  soll  eine  Beziehung  zwischen  nicht  akzen- 
tuierten Elementen  die  Behauptung  aussprechen,  daß  sie  für  alle 
Elemente  gilt,  die  unter  den  Bezeichnungen  verstanden  werden 
könnend     Dadurch  ersparen  wir  langstielige  Zusätze. 

Seien  Ä,  B  zwei  Schnitte  und  a,  =  ftj,  a,  ==  h[  (d.h.  also 
jedes  Element  unterhalb  resp.  oberhalb  von  ^  sei  auch  ein 
Element  unterhalb  resp.  oberhalb  von  B).  Wir  nennen  dann  die 
Schnitte  „gleich",  in  Zeichen 

A=  B.^ 


»  Ol  ist  also  zu  lesen:  „jedes  Element  unterhalb  von  J",  h'^  oder  h'^'  da- 
gegen: „ein  (spezielles)  Element  oberhalb  von  B". 

*  Beisi)ielsweise  ist  der  im  vorigen  Paragraphen  angegebene  zweite  spezielle 
Schnitt   dem    folgenden   gleich:    Wir   rechnen   zur   oberen  Klasse   alle   positiven 

Zahlen,  für  die  s«  größer  als  2     7",    ist,  alle  übrigen  Zahlen  zur  unteren  Klasse. 

s-\-\ 
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"Wenn  zwei  Schnitte  nicht  gleich  sind,  so  sind  demnach  nur 
zwei  Möglichkeiten  übrig:  Entweder  ist  a[  =  bl  oder  a^  =  b[. 
Diese  Fälle  schließen  sich  gegenseitig  aus ,  denn  da  a,  >>  «j, 
J,  >  b„  folgt  aus  a[  =  b'^  sofort  a^  >  &„  womit  al  =  b[  im  Wider- 
spruch stehen  würde. 

Nun  heißt  a[  =  b^  wörtlich :  Es  giebt  eine  Zahl,  die  oberhalb 

von  B  und  unterhalb  von  Ä  liegt.     Kürzer   drücken   wir    dies  so 

aus:  „B  liegt  unterhalb  von  A",  oder  „Ä  liegt  oberhalb  von  jB", 

in  Zeichen 

Ä^  B  oder  B  <z  A. 

Im  zweiten  Fall  {a[  =  b'^  schreiben  wir  also  A<z  B  oder  B  >-  A. 
Es  dürfte  unmittelbar  klar  sein,  daß  aus  A^:  B <zC  auch  A'<  C 
folgt.  Ist  A  =  a',  oder  B  =  b'  oder  beides  zugleich,  so  stimmt 
der  neue  Sinn,  der  jetzt  durch  die  Zeichen  A^B  zum  Ausdruck 
gebracht  wird,  mit  dem  früher  festgesetzten  überein.  — 

Hiermit  ist  gezeigt ,  daß  jedem  Schnitt  nicht  nur  in  der  Ge- 
samtheit aller  Zahlen,  sondern  auch  in  der  aller  Schnitte  eine 
genau  bestimmte  Stelle  zukommt,  indem  nicht  nur  jede  Zahl  son- 
dern auch  jeder  Schnitt  entweder  oberhalb  oder  unterhalb  eines 
gegebenen  liegt,  oder  mit  ihm  übereinstimmt. 

34.  Dasselbe  Verfahren,  welches  auf  Zahlen  angewandt,  zu 
dem  Begriff  des  Schnittes  führte,  kann  natürlich  wieder  auf  die 
Gesamtheit  der  Schnitte  angewandt  werden.  Durch  irgend  ein 
Gesetz  seien  alle  Schnitte  in  zwei  Klassen  geteilt,  derart,  daß 
jeder  Schnitt  S  der  einen  unterhalb  jedes  Schnittes  T  der  anderen 
liegt.  Nennen  wir  ein  solches  Gesetz  vorübergehend  eine  Sektion. 
"Wir  wollen  zeigen,  daß  jede  Sektion  durch  Angabe  eines  Schnittes 
vollständig  beschrieben  werden  kann,  d.  h.  daß  die  Sektionen  das 
Gebiet  der  Schnitte  nicht  mehr  erweitern. 

Zunächst  ist  jedem  Schnitt  E  eine  Sektion  zugeordnet,  sofern 
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wir  alle  Schnitte  S  <:  R  zur  unteren,  alle  T>  B  zur  oberen  Klasse 
und  7?  selbst  zu  einer  von  beiden  rechnen.  Wir  wollen  beide 
Sektionen,  die  dadurch  entstehen,  wieder  als  gleich  betrachten, 
und  erkennen  zugleich ,  daß  erstens  jede  Sektion .  die  in  einer 
Klasse  einen  letzten  Schnitt  R  enthält,  in  der  anderen  Klasse 
keinen  letzten  Schnitt  haben  kann ;  zweitens,  daß  sie  durch  diesen 
Schnitt  in  dem  eben  angegebenen  Sinne  erzeugt  wird. 

Nunmehr  ist  nur  noch  zu  zeigen ,  daß  jede  Sektion  einen 
letzten  Schnitt  enthält.  Der  Beweis  ist  von  jeder  Unendlichkeits- 
betrachtung  frei,  indem  dieser  letzte  Schnitt  ohne  weiteres  ange- 
geben werden  kann. 

Jede  Sektion  teilt  nämlich  mit  den  Schnitten  auch  alle  Zahlen 
in  zwei  Klassen,  7\  =  S',  r,  =  T',  und  da  y,  >►  t\,  ist  diese 
Teilung  ein  Schnitt  R. 

Nach  Definition  ist  r.^  =  T',  also  r,  >  >S,  d.  h.  für  jedes  S 
ist  i\  =  Sj.  Damit  wird  von  den  drei  Möglichkeiten  5  <  ii, 
S  =  R  und  S>  R  die  dritte  ausgeschaltet.  Ebenso  bleibt  zwischen 
R  und  T  nur  eine  der  Beziehungen  R  =  T,  R  ^<  T  möglich.  R 
ist  also  in  der  Klasse,  zu  der  es  gehört,  der  letzte  Schnitt. 

Wir  müßten  noch  zeigen,  wie  die  vier  Species  auf  die  Schnitte 
angewandt  werden.  Dieser  Übertragung  liegt  aber  folgendes 
Princip  zu  Gi'unde  :  Man  sucht  alle  Eigenschaften  auf,  die  zwischen 
zwei  durch  Zahlen  erzeugten  Schnitten  a,  h  einerseits  und  dem 
durch  eine  der  vier  Zahlen  a  +  b,  a  —  b,  a  -  b,  a:b  erzeugten 
Schnitt  andererseits  bestehen ,  und  die  nichts  auf  die  specielle 
Erzeugung  der  Schnitte  a,  b  bezügliches  enthalten.  Mittelst 
dieser  Eigenschaften  kann  man  dann  aus  den  Gesetzen  zweier 
beliebiger  Schnitte  A,  B  vier  neue  Gesetze  definieren,  welche 
ihrerseits  4  Schnitte  Ä+  JB  etc.  beschreiben.  Auf  dieses  außer- 
ordentlich   leicht    durchführl)arc    Verfahren    kann    ich    hier   nicht 
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eingehen ,  ich  will  nur  die  Definitionen  angeben :  Im  Schnitt 
S=  Ä  +  B  ist  s,  =  a[  +  h[,  s,  =  a',  +  b',;  im  Schnitt  D  =  ^ - 5 : 
d^  =  o[-h',,  cl,  =  a',-h[.  Im  Schnitt  P  =  Ä- B :  p^  =  a[b[, 
p,^  =  al-h'^,  endlich  in  Q  =  Ä:B:  q^  =  a[\h[,  q^  =  al:h[.  — 
Aus  der  Definition  von  AB  ist  ohne  weiteres  ersichtlich, 
daß  der  am  Schlüsse  des  §  32  angegebene  Schnitt  durch  diese 
endliche  Definition  charakterisiert  ist  als  ein  Schnitt  S,  für  den 
S  >  0,   S-S  =  2  ist. 

35.  Man  sieht  nunmehr  leicht,  daß  die  Schnitte  alle  Eigen- 
schaften der  Irrationalzahlen  besitzen ,  die  wir  oben  als  charak- 
teristische angeführt  haben.  Wir  können  also  jetzt  die  Schnitte 
kurzweg  Irrationalzahlen  nennen ,  ausgeschlossen  natürlich  die 
durch  rationale  Zahlen  definierten.  Dieser  Definition  gegenüber 
könnte  man  einwenden,  daß  sie  die  klare  Anschauung  durch  das 
Surrogat  eines  unübersichtlichen  Tatsachencomplexes  ersetze  und 
für  Anwendungen  unzweckmäßig,  wenn  nicht  unbrauchbar  sei. 
Daß  sie  nicht  nur  brauchbar,  sondern  sogar  hervorragend  zweck- 
mäßig ist,  wollen  wir  später  zeigen.  Was  die  Unübersichtlichkeit, 
ein  ästhetisches  Moment,  betrifft,  so  muß  vor  allen  Dingen  kon- 
statiert werden ,  daß  sie  hier  nicht  Gegenstand  der  Diskussion 
ist.  Es  handelt  sich  nur  um  den  Nachweis  der  Möglichkeit 
rein  arithmetischer  Definitionen  des  Irrationalen.  Sodann  aber  ist 
zu  bemerken,  daß  die  Übersichtlichkeit  von  der  Routine  abhängt, 
die  man  in  der  Schlußweise  eines  speciellen  wissenschaftlichen 
Gebietes  besitzt.  Dem  Durchschnittsschüler  ist  weder  der  Beweis 
des  Pythagoräischen  Lehrsatzes  noch  das  Logarithmenrechnen  von 
Haus  aus  etwas  Übersichtliches.  Man  wird  dies  aber  im  Ernst 
nicht  als  Argument  gegen  ihren  Wert  anführen.  Für  den 
Mathematiker  von  Fach  besitzt  die  Schnittmethode  eine  geradezu 
vollendete  Übersichtlichkeit. 
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Was  endlich  die  Frage  der  Zweckmäßigkeit  betrifft,  so  könnten 
wir  uns  derselben  auf  Grund  desjenigen  entziehen,  was  wir  über 
die  Übersichtlichkeit  an  erster  Stelle  gesagt  haben.  Indessen 
seien  zwei  schlagende  Beispiele  angeführt.  Wir  hatten  am  Ende 
des  Kapitel  IV  versprochen,  folgenden  Satz  zu  beweisen;  Wenn 
in  einer  Folge  a,,  a.^  .  .  jedes  a„  größer  ist  als  das  vorangehende, 
so  ist  entweder  lim  o„  =  oo  oder  eine  endliche  (rationale  oder 
irrationale)  Zahl.  Der  Leser  versuche  nun  den  analogen  geometri- 
schen Satz  geometrisch  zu  beweisen:  „Ein  Punkt,  der  sich  auf 
einer  Geraden  in  gleichbleibender  Richtung  bewegt,  ohne  sich 
beliebig  weit  von  einem  festen  Punkt  zu  entfernen,  nähert  sich 
einem  bestimmten  festen  Punkte  L  unbegrenzt."  Da  dieser  feste 
Punkt  L  nur  für  specielle  Fälle  mit  Zirkel  und  Lineal  konstruiert 
werden  kann,  versagen  alle  elementaren  Methoden  geometrischer 
Beweise ,  und  man  ist  gezwungen ,  sich  auf  ein  Axiom  (das  der 
Vollständigkeit)  zu  berufen,  welches  man  in  elementaren  Lehr- 
büchern und  auch  in  der  ersten  Auflage  von  Hilberts  „Grund- 
lagen der  Geometrie"  vergeblich  suchen  wird.  Ebensowenig  wird 
der  Beweis  auf  analytischem  Gebiet  ohne  genaue  arithmetische 
Präcisierung  des  Irrationalen  gelingen. 

Mit  Hülfe  unserer  Schnittmethode  wollen  wir  ihn  sofort 
erbringen:  Es  sei  r  irgend  eine  rationale  oder  irrationale  Zahl, 
so  kann  ich  entweder  ein  n  angeben,  so  daß  a„  für  7n  >  n  größer 
als  r  ist,  oder  ich  kann  es  nicht.  Das  erste  ist  der  Fall  beispiels- 
weise für  die  Zahlen  a„  der  Folge  selbst.  Jede  Zahl  r,  für  die 
die  erste  Annahme  zutrifft,  bezeichne  ich  mit  )\,  jede,  für  die  sie 
nicht  zutrifft ,  mit  t\_ .  Giebt  es  keine  Zahl  der  zweiten  Art ,  so 
heißt  das  wörtlich :  Für  jedes  p  kann  ein  n  so  angegeben 
werden,  daß  «„  >  2h  wenn  m  >*  oi.  Dafür  war  die  Bezeichnung 
Um   a„  =  oo    eingeführt. 
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Giebt  es  aber  Zahlen  )\,  so  behaupten  wir,  daß  unsere  Ein- 
teilung in  Zahlen  r^ ,  r^  ein  Schnitt  ist.  Erstens;  Unsere 
Disjunktion  ist  vollständig,  also  ist  jede  Zahl  r  entweder  ein  r[ 
oder  ein  r^ .  Zweitens:  Es  ist  t\  <  i\ .  Denn  auf  Grund  der 
Definition  ist  a'„  >  r^ ,  dagegen  r^  >  a^ ,  also  r^  >  a^,  d.  h.  a  for- 
tiori r„  >-  t\,  w.  z.  b.  w. 

Nennen  wir  diesen  Schnitt  R.  Wir  wollen  zeigen,  daß 
lim  a„  :=  it.  Zur  Vorbereitung  bemerken  wir,  daß  zu  jedem 
positiven  p  r'^  und  r[  so  angegeben  werden  können,  daß  r'^  —  r[  <c  p. 
Danach  folgt  aber,  weil  )\  <  a^  und  B  ^  r'^,  daß  R  —  a^  <z  p, 
d.  h.  lim  Ä^  =  R.  — 

Hiermit  ist  nun  zugleich  die  Möglichkeit  erwiesen,  irrationale 
Zahlen  durch  convergente  Reihen,  z.  B.  unendliche  Decimalbrliche 
darzustellen.  — 


36.  Ganz  hervorragend  geeignet  ist  die  Schnittmethode  zur 
Beschreibung  der  Ausmessung  krummer  Flächen.  Es  fehlt  nämlich 
der  Geometrie  offenbar  eine  Methode ,  .  krummbegrenzte  Flächen- 
inhalte allgemein  in  Polygone  zu  verwandeln ,  weil  sich  durch 
Zerschneiden  und  andere  Ordnung  die  krummen  Begrenz ungen^ 
nicht    allgemein    beseitigen   lassen,    wenn    es    auch    in    speziellen 

Fällen  (s.  Figur)  gelingt.    Es 

bleiben  daher  nur  zwei  Hülfs- 

mittel  zurFlächenvergleichung 
übrig.     Erstens  das  Princip  : 
/  „Jedes  Ebenenstück,   welches 

durch  Wegschneiden  von  Tei- 
len eines  anderen  entsteht,  ist 
kleiner  als  dieses."    Zweitens 
der   Lehrsatz :    „Zu    einem   Ebenenstück   E,    welches    von    einer 
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stetigen ,  ganz  ini  Encllicben  liegenden  Curve  C  begrenzt  ist, 
kr.nnen  stets  zwei  Polygone  P^  und  P,  angegeben  werden,  derart, 
daß  1\  ganz  im  Inneren  von  E,  E  aber  ganz  im  Innern  von  P, 
liegt,  und  daß  die  Differenz  der  Flächeninbalte  von  P^  und  P, 
kleiner   als  ein  beliebig  vorgescbriebenes  Ebenenstück  H  ist." 

Kimncn  wir  den  Flächeninhalten  aller  Polygone  Zahlen 
zuordnen,  so  definiert  jedes  Ebenenstück  E  der  bezeichneten  Art 
einen  Schnitt  und  dieser  allein  kann  ihm  als  ]\Iaßzahl  de- 
Flächeninhaltes  zugeordnet  werden.  In  diesem  Sinne  entspricht 
z.  B.  die  Kreisausmessung  des  Archimedes  allen  modernsten 
Anforderungen  an  Strenge.  — 

37.  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  daß  bisher  keine  Methode 
ausgebildet  ist,  um  das  Gesetz  irgend  eines  beliebigen  Schnittes 
durch  rechnerische  Symbole  auszudrücken.  Zwar  giebt  es  gewisse 
solche  Zeichen,  z.  B.  das  Wurzelzeichen,  aber  mit  diesem  beherrscht 
man  noch  nicht  einmal  die  Gesamtheit  aller  algebraischen  Schnitte ; 
auch  entspricht  es  nicht  allen  Anforderungen  der  Eindeutigkeit. 
Für  transcendente  Schnitte  hat  man  in  speciellen  FäUen  (e  und  n) 
besondere  Zeichen  eingeführt.  Der  Decimalbruch  ist  ja,  weil 
unendlich,  für  diesen  Zweck  unbrauchbar.  Das  Zeichen  3,14159... 
ist  keine  Definition  von  tt,  sowenig  wie  \/2  durch  1,414...  ersetzt 
werden  kann.  Ein  Bedürfniß,  diese  Lücke  auszufüllen,  liegt  zur 
Zeit  nicht  vor. 


Schlusswort. 

Die  Zeit ,  in  der  alle  die  Formalismen  der  Decimal-,  Loga- 
rithmen- und  Infinitesimalrechnung,  der  analytischen  Geometrie, 
des    Irrationalen,    der   imaginären   Zahlen,   Potenzreihen   u.  s.  w. 
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entstanden,  hatte  ein  so  reiches  Gebiet  der  Anwendungen  vor  sich, 
daß  auf  die  Begründung  des  ganzen  Baues  nicht  übermäßige 
Sorgfalt  verwendet  werden  konnte.  Wenn  das  19  te  Jahrhundert 
mehr  Zeit  dafür  hatte,  und  das  Versäumte  nachholte,  so  geschah 
es  nicht  zuletzt  darum ,  weil  die  Produktivität  der  Mathematik 
durch  die  unzuverlässigen  Grundlagen  gefährdet  wurde.  Das 
gefährlichste  Baumaterial  waren  die  als  wirklich  existierend 
angenommenen  unmeßbaren  Größen  dx  und  oo.  Indem  man  prüfte, 
wie  weit  man  damit  rechnen  kann,  ohne  sich  in  Widersprüche  zu 
verwickeln,  kam  man  zuletzt  dazu,  sie  überhaupt  vöUig  auszu- 
schalten. Denn  soweit  sie  brauchbar  waren,  waren  sie  auch  über- 
flüssig. So  haben  sie  sich  lediglich  als  formales  Element  bequemer 
Rede-  und  Schreibweise  erhalten. 

Principiell  ist  zu  bemerken,  daß  eine  Arithmetik  logisch 
widerspruchslos  denkbar  ist,  in  der  eine  Zahl  a  mit  ihren  sämt- 
lichen Vielfachen  kleiner  als  eine  andere  h  und  ihre  sämtlichen 
aliquoten  Teile  sein  kann.  In  einer  solchen  Arithmetik  aber  sind 
unsere  gemeinen  Zahlen  als  Elemente  enthalten  und  alles  was 
noch  dazu  kommt,  ist  ein  Ballast,  der  kein  Problem  lost,  keinen 
Beweis  vereinfacht ,  sondern  nur  alle  die  Schwierigkeiten  aufs 
neue  bringt ,  die  in  der  gemeinen  Arithmetik  heute  glücklich 
beseitigt  sind. 

Im  Gebiet  der  Geometrie  und  Bewegungslehre  widerspricht 
die  Annahme  solcher  unmessbaren  Größen  der  Erkenntnisquelle, 
der  reinen  Anschauung.  Raum  und  Zeit  sind  unbegrenzt  teilbar, 
was  soll  es  unterhalb  dieser  Teilbarkeit  noch  kleineres,  durch 
Teilung  unerreichbares  geben?  Raum  und  Zeit  sind  unbegrenzt 
ausgedehnt.     Was  sollte  darüber  hinaus  noch  liegen? 

Im  Gebiet  der  empirischen  Naturwissenschaften  giebt  es  nur 
begrenzte  Genauigkeit.    Unterhalb  einer  gewissen  Grenze  ist  alles 
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klrinorc  null,  oberhalb  lüncr  anderen  alles  unendlich.  Hier  werden 
schon  gar  nicht  alle  endlichen  Größen  gebraucht,  was  sollen  uns 
unendlichldeine  ? 

Möge  bald  die  Zeit  kommen  ,  in  der  die  Resultate  der  mo- 
dernen, kritisch  forschenden  Mathematik  sich  derselben  Verbreitung 
erfreuen ,  wie  heute  die  der  hellenischen  und  der  beginnenden 
germanischen ;  die  Zeit ,  die  zur  Kenntnis  auch  in  weiteren 
Kreisen  das  Verständnis  hinzubringt.  Dann  wird  endlich  die 
leichtfertige  Beurteilung  verstummen,  der  wir  heute  noch  auf 
Schritt  und  Tritt  begegnen,  die  ohne  tiefere  Sachkenntnis  die 
mühevolle  kritische  Arbeit  eines  Jahrhunderts  für  einen  Rück- 
schritt der  Mathematik  erklärt. 
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Mit  vollem  Eechte  wird  behauptet,  daß  die  K  an  tische  Philo- 
sophie  in  Deutschland    für    alle  späteren  Systeme  den  Ausgangs- 
punkt bilde,    und  daß  jede  Spekulation,   sofern  sie  auf  allgemeine 
Beachtung  Anspruch  erhebt,    sich   zunächst  mit  der   K  an  tischen 
Philosophie  aus  einander    zu   setzen  habe.      Diese    ihre   bleibende 
Bedeutung  liegt  in  der  G-rundforderung,  welche  Kant  der  früheren 
Philosophie  entgegenstellte :  allen  weiteren  spekulativen  Versuchen 
müsse  eine  Untersuchung  der  Vernunft  inbetreff  ihres  Vermögens 
zu  philosophischer  Wahrheit  überhaupt  vorausgeschickt  werden,  — 
und    in    der     dieser    Forderung    entsprechenden   Entdeckung    des 
vollen  Tatbestandes,    welchen  die  menschliche  Vernunft  an  reinen 
oder  philosophischen  Erkenntnissen   besitzt.      Die  von   Kant    ge- 
hegte Hoffnung,  daß  es  nach  Ausführung  der  von  ihm  geforderten 
Untersuchung    gelingen   werde,    die  Metaphysik    zu   einer    ebenso 
evidenten,    allgemein   anerkannten  Wissenschaft  auszubilden,   wie 
es  die  Mathematik  sei,    ist  unerfüllt  geblieben.     Noch  immer,   ja 
man  könnte  sagen  mehr  als  je  ist  das  Gebiet  der  reinen  Philosophie 
eine  Stätte  des  Streites  und  Kampfes,    auf  welcher  ein  jeder  sich 
um  so  mehr  Anhänger  erwirbt,  je  größer  die  Gewalt  seiner  Rede 
ist,  je   mehr    er    sich  dem  Geiste  seiner  Zeit  anzubequemen  weiß 
und  —  je  lauter   und  je    gewandter  Sprache   und  Schrift   seiner 

Anhänger  sind. 

13* 
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Der  Grund  dafür,    daß  es  noch  immer  nicht  gelungen  ist,  die 
spekulative  Philosophie   in   den  sicheren  Gang  einer  Wissenschaft 
zu  bringen ,    dürfte    zum  Teil   in  dem  Mangel  einer  allen  Philoso- 
phierenden gemeinsamen,  einheitlichen    Ausdrucksweise   zu    finden 
sein;    eine   jede    philosophische  Schule   redet  ihre  eigene  Sprache, 
und  viel  Streit  der  Schulen  unter   einander   rührt   daher,    daß  sie 
sich  gegenseitig  nicht  verstehen.     Der  weitere  und  tiefere  Grund 
aber  liegt  darin,    daß  man  den    von    Kant    eingeschlagenen  Weg 
verließ;  denn  auf  diesem  allein  kann  man  dazu  gelangen,  das  phi- 
losophische Vermögen  nach  Umfang  und  Inhalt  scharf  zu  bestimmen 
und  so  der  Philosophie   die    sichere  Basis  zu   geben.      Die    unter- 
nehmungslustige Vernunft  trieb  bald  wieder  über  die  von   Kant 
ihr  gezogenen  Grenzen  der  Erkenntnis  hinaus ;    sie    wagte  wieder 
den    salto    mortale   ins    Absolute!       Ungeachtet    der   Warnungen 
Kants    unternahm  man  es ,    losgerissen  von  der  Erfahrung ,    die 
letzten  Gründe  des  Daseins  zu  begreifen,  und  wohl  gar,  aus  ihnen 
die  Welt  und  den  Lauf  der  Ereignisse  in  ihr  zu  konstruieren.  — 
Wer  aufmerksam  die  Entwickelung  der  Philosophie  nach  Kant 
verfolgt ,  dem  kann  es  nicht  zweifelhaft  sein ,    daß  gewisse  in  der 
Kant  ischen   Spekulation    stehen    gebliebene  Fehler ,    obwohl    sie 
für  ihn  selbst  von  keinem  entscheidenden  Einfluß  waren,   doch  die 
Veranlassung  wurden,  daß  die  Spekulation  so  bald  den  von  Kant 
eingeschlagenen  Weg  verließ    und,    scheinbar    über  jenen    hinaus- 
gehend,   in  Wirklichkeit  zurückschritt,  wodurch  die  Hoffnung,  die 
Philosophie    zu    einer    festen  Wissenschaft  ausgebildet   zu    sehen, 
einstweilen  vernichtet  ward.  — 

Unter    den  Philosophen,    welche    die   von   Kant   angebahnte 
subjektive  Wendung   der  Spekulation   für  das  entscheidend  Wich- 
tige   zur     wahren  Fortbildung  der  Philosophie    erkannten ,    nimmt 
Jakob   Friedrich   Fries   die  erste  Stelle  ein.     Was   Fries 
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hierfür  getan,  ist  im  allgemeinen  wenig  bekannt  geworden.  Un- 
günstige Lebensschicksale  ließen  ihn  nur  kurze  Zeit  die  so  kräftig 
begonnene  Tätigkeit  als  philosophischer  Lehrer  ausüben.  Die 
zahlreichen  Werke,  in  denen  er  die  reifen  Früchte  seiner  philo- 
sophischen Arbeit  niederlegte,  wurden  von  wenigen  gelesen,  von 
noch  wenigeren  richtig  verstanden  und  gewürdigt.  Es  war  eben 
damals,  als  Schelling  und  Hegel  die  philosophierenden  Köpfe 
Deutschlands  einnahmen,  nicht  möglich,  durch  literarische  Tätig- 
keit allein  für  eine  strenger  wissenschaftliche  Richtung  der  Phi- 
losophie die  allgemeine  Aufmerksamkeit  zu  gewinnen.  Fries  war 
1816  zugleich  mit  Hegel  an  Fichtes  Stelle  in  Berlin  primo 
loco  vorgeschlagen,  dieser  für  spekulative,  jener  für  praktische 
Philosophie.  „Hätte  dieses,"  sagt  Henke  mit  Recht,  „damals 
den  Erfolg  gehabt,  daß  Hegel  gar  nicht  nach  Berlin  berufen 
wäre,  sondern  statt  seiner  Fries,  wie  würde  die  ganze  Geschichte 
der  deutschen  Philosophie  von  1816  an,  mit  ihr  auch  teilweise  die 
der   deutschen    Theologie ,    eine    so    ganz    andere    geworden    sein ! 

—    und    wenn   dann   von   der    vereinten   Kraft   dieser   drei 

Männer  (De  Wette,  Schleiermacher  und  Fries)  eine 
Glauben  und  "Wissen  aus  einander  haltende,  aber  eben  dadurch 
vermittelnde  Theologie  und  Philosophie  ausgegangen  wäre,  würde 
es  vielleicht  nicht  zu  einer  solchen  Verzweiflung  an  beiden  nach 
den  Extremen  irreligiöser  Wissenschaftlichkeit  und  unwissen- 
schaftlicher Religiosität  und  darum  zu  so  tief  gehenden  Spaltungen 
in  Kirche  und  Schule  gekommen  sein." 

Von  den  Geschichtsschreibern  der  neueren  Philosophie  ist 
Fries  fast  immer  falsch  verstanden.  Hier  hat  es  einer  dem 
anderen  nachgesagt,  Fries  sei  von  Kant  und  Jakobi  ausge- 
gangen, sein  System  sei  die  Vermittelung  der  Lehren  jener  beiden 
und  suche  die  eine  durch  die  andere  zu  ergänzen.     Das  Verhältnis 
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von  Fries  zu  Jakobi  einer  besonderen  Betrachtang  vorbe- 
haltend, möchten  wir  hier  nur  hervorheben,  daß  Fries  selbst  in 
seinen  Werken  und  in  den  Aufzeichnungen  über  seine  philoso- 
phische Entwickelung  wiederholt  gegen  eine  solche  falsche  Auf- 
fassung seiner  Lehre  protestiert  und  betont,  daß  Jakobis 
Philosophie,  sofern  von  einer  solchen  zu  sprechen  sei,  auf  die 
Ausbildung  seiner  Ansichten  gar  keinen  Einfluß  gehabt  habe. 

Aus  dem  Studium  der  Kantischen  Kritiken  entwickelte  sich 
für  Fries  frühzeitig  die  Lebensaufgabe ,  zu  deren  Lösung  er, 
wie  er  1799  schreibt,  geboren  und  in  die  Welt  gekommen  zu  sein 
scheine.  Er  erkannte,  daß  den  Kantischen  Entdeckungen  eine 
allgemeine  psychologische  Grundlage  fehle,  und  hieraus  entstand 
ihm  die  Aufgabe ,  die  Kritik  in  eine  Theorie  der  Vernunft  umzu- 
bilden, welche  die  eigentliche  Propädeutik  der  Philosophie  selbst 
bilde.  Wenn  Zeller  „das  Eigentümlichste  von  Fries'  System 
in  den  psychologischen  Untersuchungen"  findet,  „durch  welche  er 
die  Annahmen  seiner  Vorgänger  genauer  zu  begründen  und  näher 
zu  bestimmen  versucht  habe",  so  ist  hierin  das  Richtige  wohl  an- 
gedeutet, aber  doch  in  ungenügender,  nicht  deckender  Weise.  Es 
handelte  sich  für  Fries  nicht  um  Annahmen  von  Vorgängern, 
sondern  um  die  großen  Entdeckungen,  welche  Kant  gemacht,  — 
nicht  um  eine  genauere  Begründung  derselben,  sondern  um  die 
Durchführung  und  Vollendung  der  von  ihm  eingeleiteten  subjek- 
tiven Wendung  der  Spekulation.  Es  klingt  aus  jener  Darstellung 
der  Friesischen  Philosophie ,  wie  auch  aus  anderen  ähnlichen,  als 
ein  Vorwurf:  Fries  sei  in  Hinsicht  des  Endresultates  nicht  über 
Kant  hinausgegangen,  —  und  wo  es  geschehen  sei,  habe  er  sich 
um  so  enger  an  Fr.  H.  Jakobi  angeschlossen.  Das  erstere 
dürfte  wohl  nicht  als  Vorwurf  zu  erachten  sein,  das  andere  ist 
unrichtig.      Kants    kritische    Arbeiten    hatten    die    der    mensch- 
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liehen  Vernunft  gehörenden  notwendigen  Prinzipien  und  die  Grrenzen 
ihres  Gebrauches  aufgewiesen,  und  hiermit  war  die  Wissenschaft 
der  Prinzipien,  die  Metaphysik,  so  vollständig  in  Grrund  gelegt, 
daß  Kant  in  Bezug  auf  sie  wohl  mit  Recht  sagen  konnte:  nil 
actum  reputans,  si  quid  superesset  agendum. 

Was  blieb  hiernach  zu  tun  ?  Die  Frage  wird  am  klarsten 
und  schärfsten  beantwortet  durch  ein  Beispiel  aus  der  Greschichte 
der  Naturwissenschaft.  K  e  p  p  1  e  r  hatte  die  Gesetze  der  Planeten- 
bewegung auf  induktivem  Wege  gefunden,  aber  Abschluß  und 
Vollendung  erhielt  seine  Entdeckung  erst,  als  Newton  sich  zu 
der  Theorie  der  Gravitation  erhob  und  hierin  die  Kepplerschen 
Gesetze  als  die  notwendigen  Folgen  des  Grundsatzes  der  allge^ 
meinen  Gravitation  aufwies.  So  auch  hier.  Nachdem  Kant  den 
faktischen  Besitzstand  der  Vernunft  an  philosophischer  Erkenntnis 
entdeckt,  bedurfte  es  noch  dessen,  in  einer  Theorie  der  Vernunft 
den  Nachweis  zu  liefern,  warum  wir  gerade  diese  und  nur  diese 
philosophische  Erkenntnis  besitzen.   — 

An  Stelle  der  progressiven  Methode  des  logischen  Dogmatis- 
mus hatte  Kant  die  regressive,  zergliedernde  Methode  als  die 
für  die  Ausbildung  der  Philosophie  einzig  mögliche  gefordert ; 
hierdurch  und  durch  die  scharfe  Unterscheidung  analytischer  und 
synthetischer  Urteile  war  alle  dogmatische  Philosophie,  durch  den 
Nachweis  des  faktischen  Bestehens  synthetischer  Urteile  a  priori 
Lockes  Empirismus  überwunden;  gegen  Hu mes  Skeptizismus 
zeigte  Kant,  daß  wir  zur  Erkenntnis  allgemeiner  Gesetze  für 
Natur  und  Menschenleben  nur  unter  Voraussetzung  gewisser  a 
priori  erkannter  Bedingungen  der  Möglichkeit  der  Erfahrung  ge- 
langen. Die  Metaphysik  hatte  Kant  auf  die  Frage  gestellt :  wie 
sind  synthetische  Urteile  a  priori  aus  reinen  BegriiFen  möglich? 
Die   gründliche  Durchforschung   des    menschlichen   Erkenntnisver- 
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mögens ,  zu  welcher  er  durch  die  Erörterung  jener  Frage  veran- 
laßt wurde,  führte  ihn  zur  Entdeckung  der  reinen  Anschauung, 
der  Kategorieen  und  metaphysischen  Grundsätze  und  endlich  zur 
Auffindung  der  transcendentalen  Ideen,  die  erst  durch  die  unmittel- 
bare Notwendigkeit  des  sittlichen  Grundbewußtseins  Anwendung 
finden.  Alle  diese  Resultate  der  Kantischen  Spekulation  finden 
wir  auch  bei  Fries,  und  es  ist  richtig,  er  ist  in  dieser  Be- 
ziehung nicht  über  Kant  hinausgegangen;  er  hat  freilich  weder 
den  Ruhm  erlangt,  eine  „intellektuelle  Anschauung",  noch  den- 
jenigen, ein  „absolutes  Wissen"  entdeckt  zu  haben.  Und  was 
wäre  es  auch?  Sollen  doch  diese  wichtigen  Funde  mit  dem  Tode 
ihrer  Entdecker  wieder  verloren  gegangen  sein;  Wissenschaft 
und  Leben  dürften  an  ihrer  Wiederauffindung  kein  Interesse 
haben.  —  Mit  Kant  behauptet  Fries,  daß  aller  Gehalt  der 
menschlichen  Erkenntnis  aus  der  Erfahrung  stamme,  und  daß  die 
selbsttätige  Vernunft  durch  jene  von  Kant  entdeckten  Prinzipien 
a  priori  Einheit  und  Verbindung  in  den  sinnlich  gegebenen  Gehalt 
bringe.  Die  Lösung  des  größten  Problems,  die  Beantwortung  der 
Frage  nach  der  Nebenordnung  des  Sinnlichen  und  Übersinnlichen, 
des  Endlichen  und  Ewigen,  Natur  und  Freiheit,  gibt  auch  Fries 
in  der  Lehre  des  transcendentalen  Idealismus.  Den  Mangel  aber 
der  Kantischen  Philosophie  fand  Fries  darin,  daß  die  Aufgabe  der 
Kritik  nicht  scharf  genug  als  eine  psychisch -anthropologische  ge- 
faßt war,  und  er  hoffte,  jene  dadurch  zu  vollenden,  daß  er  in 
einer  auf  innere  Erfahrung  gegründeten  Theorie  der  Vernunft 
aufwies ,  wie  die  verschiedenen  Formen  des  geistigen  Lebens  aus 
der  einen  Form  der  Vernünftigkeit  des  qualitativ  erkennenden, 
lustfühlenden  und  begehrenden  Geistes  entspringen.  Hierin  wollte 
er  zugleich  der  kritischen  Philosophie  die  ihr  bei  Kant  fehlende 
Einheit  geben.     Dafür  bedurfte  es  zunächst,    gewisse  Mängel  und 
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Vorurteile  namentlich  in  bezug  auf  die  Begründung  der  mensch- 
lichen Erkenntnis  zu  heben,  welche  bei  Kant  stehen  geblieben 
waren.  So  bestimmt  auch  Kant  sich  gegen  die  dogmatische 
Philosophie  erklärt  hatte,  so  blieb  er,  um  seine  Philosophie  vor 
dem  Vorwurf  des  Empirismus  zu  schützen,  doch  in  gewissem 
Sinne  von  dem  rationalistischen  Vorurteile  für  den  Beweis  be- 
fangen, was  die  Gefahr  eines  Rückfalls  aus  der  kritischen  in  die 
dogmatische  Methode  in  sich  schloß. 

Wir  wollen  versuchen,  auf  den  folgenden  Blättern  die  wich- 
tigsten Punkte  klar  hervorzuheben,  bezüglich  derer  Fries  die 
spekulative  Philosophie  Kants  fortgebildet  hat. 

Auf  welchem  Wege  ist  Kant  zur  Auffindung  der  der  mensch- 
lichen Vernunft  a  priori  gehörenden  Bestimmungen  geführt?  auf 
welcher  Grundlage  ruht  also  die  Kritik  der  Vernunft?  Die  Ent- 
scheidung dieser  Frage,  über  welche  wunderbarer  Weise  noch 
immer  Streit  geführt  wird,  ist  für  die  Philosophie  von  größter 
Wichtigkeit.  Unter  den  unmittelbaren  Nachfolgern  Kants  war 
Fries  derjenige,  welcher  am  bestimmtesten  behauptete,  die  Auf- 
gabe der  Kritik  der  Vernunft  sei  eine  psychisch-anthropologische, 
nur  auf  dem  Wege  der  inneren  Erfahrung  sei  sie  zu  lösen;  Kant 
habe  auch  in  der  Tat  diesen  Weg  eingeschlagen  und  auf  diesem 
und  keinem  anderen  sei  er  zu  seinen  großen  Entdeckungen  ge- 
führt; er  sei  sich  dessen  jedoch  nicht  klar  bewußt  gewesen.  Eine 
irrtümliche  Auffassung  des  Verhältnisses  der  Reflexion  zur  un- 
mittelbaren Selbsttätigkeit  der  erkennenden  Vernunft  habe  ihn 
die  psychologische  Natur  seiner  „transcendentalen  Erkenntnis" 
verkennen  lassen,  und  in  diesem  Irrtume,  welcher  Kant  ver- 
hindert habe,  seinem  Werke  Einheit  und  Vollendung  zu  geben, 
wurzele  der  Abfall  der  Identitätsphilosophie  von  der  kritischen 
Methode.      Sein    treues    Festhalten     an    der    Kantischen    Grund- 
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forderung,  daß  nur  durch  Kritik  der  Vernunft  die  dunkel  im 
Menschengeiste  liegenden  philosophischen  Wahrheiten  aufgehellt, 
und  die  Behauptung,  daß  jener  Forderung  nur  in  psychisch-anthro- 
pologischen Untersuchungen  genügt  werden  könnte,  brachte  Fries 
in  einen  unausgleichbaren  Gegensatz  zu  aller  Identitätsphilosophie. 
Im  Sinne  dieser,  sagt  Kuno  Fischer  sehr  richtig,  „ward  die 
Vernunftkritik  eine  Erkenntnis,  deren  Objekt  die  Identität ,  d.  h. 
die  Einheit  der  Vernunft  und  der  Welt  ist ;  sie  ward  eine  Wissen- 
schaft des  obersten  Prinzips  sowohl  des  Erkennens  als  der  Dinge, 
d.  h.  sie  ward  Metaphysik  und  als  solche  Erkenntnis  a  priori." 
Hiergegen  zeigte  Fries,  daß  diese  Art  von  objektiver  Speku- 
lation ein  unmöglich  auszuführendes  Unternehmen  sei.  Wir  haben 
kein  Objekt  ohne  Erkenntnis,  keine  Erkenntnis  ohne  Objekt ;  die 
Einheit  beider  begreifen,  ein  oberstes  Prinzip  finden  zu  wollen, 
in  welchem  und  durch  welches  die  Identität  der  Erkenntnis  und 
der  Dinge  und  somit  die  Wahrheit  der  ersteren  dargetan  wäre, 
—  hierfür  bedürfte  es,  daß  wir  aus  unserer  Erkenntnis  der  Dinge 
selbst  heraustreten,  daß  wir  uns  über  dieselbe  zu  stellen  ver- 
möchten und  in  einer  höheren  —  doch  aber  immer  erkennenden  — 
Tätigkeit  Erkennen  und  Ding  mit  einander  vergleichen  und  das 
beiden  Gemeinsame,  sie  Einigende  entdecken  könnten.  So  fand 
oder  erfand  man  denn  intellektuelle  Anschauung  und  reines  Denken, 
die  uns  die  gestellte  Frage  beantworten  sollten.  Indes,  wie  es 
bei  unrichtiger  Fragestellung  nicht  anders  geschehen  kann ,  man 
gelangte  damit  nur  zu  Phantasiegebilden  und  zu  willkürlichen 
Spielen  mit  inhaltlosen  logischen  Formen.  —  Diesen  Versuchen 
gegenüber  betonte  Fries  :  in  uns  selbst  liegt  das  Gesetz  der 
Wahrheit;  nicht  in  dem  für  uns  ganz  unerkennbaren  äußeren 
Verhältnis  der  Erkenntnis  zum  Gegenstande,  sondern  in  den 
inneren  Verhältnissen  unserer  Erkenntnis   selbst   müssen   wir    die 
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Gründe  für  die  objektive  Gültigkeit  derselben  suchen.  Innere 
Selbstbeobachtung  allein  kann  uns  die  notwendigen  Bestimmungen, 
welche  in  der  menschlichen  Vernunft  liegen,  aufweisen  und  damit 
über  die  Frage  der  Wahrheit  die  letzte  Entscheidung  bringen. 

Kuno  Fischer,  welcher  sowohl  in  der  kleinen  Schrift : 
„Die  beiden  Kantischen  Schulen  in  Jena",  als  in  der  Einleitung 
zum  fünften  Bande  der  Geschichte  der  neuesten  Philosophie  die 
Frage  nach  der  Grundlage  der  Vernunftkritik  erörtert,  unterzieht 
dabei  auch  das  Verhältnis  von  Fries  zu  Kant  einer  Betrachtung. 
Er  sieht  in  der  Friesischen  Philosophie  zwar  eine  solche,  welche 
in  die  Entwickelung  der  kritischen  Philosophie  gehöre,  deren 
anthropologische  Auffassung  der  Kritik  der  Vernunft  jedoch  einen 
Abfall  von  Kant  bedeute  und  irrig  sei.  Kant  sowohl  als  Fries, 
sagt  Fischer,  wollen  durch  Kritik  der  Vernunft  dartun,  welche 
Erkenntnisse  a  priori  wir  besitzen,  welche  Erkenntnisse  die  Ver- 
nunft durch  sich  hat.  „So  ist  die  Vernunftkritik  eine  Erkenntnis 
der  Erkenntnis  a  priori."  Gewiß!  sie  hat  es  mit  der  Ausbildung 
des  Bewußtseins  um  diese  Erkenntnisse  zu  tun ,  sie  hat  diese  in 
jeder  menschlichen  Vernunft  liegenden,  von  jeder  Vernunft  als 
notwendig  und  allgemeingültig  angewandten  Erkenntnis elemente 
aufzuweisen  als  ursprüngliches  Eigentum  der  erkennenden  Ver- 
nunft. Wie  nun  kann  dieses  geschehen?  Offenbar  auf  keine 
andere  Weise  als  so ,  daß  wir  unsere  Erkenntnis  zergliedern, 
hierbei  von  allem  abstrahieren ,  was  sinnliche  Wahrnehmung  in 
dieselbe  geliefert  hat,  und  so  in  regressivem  Gange  finden,  was 
der  Vernunft  unmittelbar  und  ursprünglich  gehört.  Fries  nennt 
diese  Aufgabe  eine  psychisch  -  anthropologische ,  die  nur  durch 
innere  Erfahrung  zu  lösen  sei.  Kant  dagegen  sieht  dieses  Auf- 
finden der  ursprünglichen  Bestimmungen  der  menschlichen  Vernunft 
wieder  als  eine  Erkenntnis  a  priori  an.     Kuno  Fischer   dekre- 
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tiert  für  letzteren,  indem  er  sagt:  „hier  liegt  in  der  Friesisclien 
Philosophie  das  TtQcotov  cpsvöog.  Was  a  priori  ist,  kann  nie  a 
posteriori  erkannt  werden."  Die  Emphase  eines  Satzes  trägt 
nicht  zu  seiner  Klarheit  und  inneren  Wahrheit  bei.  Die  Bedeu- 
tung und  das  Gewicht  jenes  Satzes ,  der  leicht  zu  der  Meinung 
Veranlassung  geben  könnte,  als  herrsche  in  der  Friesischen  Philo- 
sophie eine  arge  Begriffsverwirrung,  wird  aus  dem  Folgenden 
klar  werden.  Fischer  sagt  gleich  darauf:  „Ich  gebe  zu,  daß 
unsere  ursprünglichen  Vernunftäußerungen,  die  allen  Vorstel- 
lungen und  Erkenntnissen  zu  Grunde  liegen,  daß  Anschauungen 
wie  Raum  und  Zeit,  daß  Begriffe  wie  die  Kausalität  u.  s.  f.  zu- 
nächst auf  dem  Wege  der  Erfahrung  und  Selbstbeobachtung  von 
uns  gefunden ,  daß  wir  auf  diesem  Wege  zuerst  derselben  inne 
werden."  Scheint  in  diesen  Worten  eine  Übereinstimmung  mit 
Fries  zu  liegen,  so  wird  dieselbe  durch  die  darauffolgenden 
Worte:  —  „Aber  eines  kann  auf  diesem  Wege  nie  entdeckt 
werden:  daß  jene  Vernunftäußerungen  a  priori  sind!"  —  aufge- 
hoben und  der  Gegensatz  auf  den  schärfsten  Ausdruck  gebracht. 
Was  heißt  denn  nun  aber  a  priori?  Fischer  sagt  sehr  richtig: 
„Überhaupt  weiß  ich  den  ganzen  Unterschied  von  a  priori  und  a 
posteriori  auf  nichts  anderes  zu  beziehen,  als  auf  unsere  Er- 
kenntnis." Erkenntnis  a  posteriori  ist  solche,  welche  auf  der 
Basis  unserer  Sinnesanschauungen  ruht,  Erkenntnis  a  priori  da- 
gegen ursprüngliche  Bestimmung  der  Vernunft ,  welche  keine 
sinnlich  gegebenen  Elemente  enthält;  diese  ist  mit  einem  Worte 
die  Form,  welche  die  selbsttätige  Vernunft  ihrem  Erkennen  zu 
Grunde  legt.  Wie  anders  sollen  wir  nun  diese  finden,  als  in 
innerer  Erfahrung?  Wie  anders,  als  indem  wir  im  Ganzen  unserer 
Erkenntnis  von  allem  sinnlich  gegebenen  Gehalt  abstrahieren  und 
so  die  ursprüngliche  Form  unserer  Erkenntnis  herausheben?    Das 
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eben  ist  die  Aufgabe  der  Vernunftkritik;  sie  hat  den  ganzen 
Besitz  unserer  Vernunft  an  ursprünglichen  Bestimmungen,  an  Er- 
kenntnissen a  priori  aufzuweisen.  Wäre  ihr  Erkennen  selbst 
auch  wieder  ein  apriorisches,  so  bedürfte  es  wohl  einer  Vernunft- 
kritik zweiter  Ordnung ,  welche  der  ersteren  Erkenntnis  als  ur- 
sprüngliches Eigentum  der  Vernunft  aufzuweisen  hätte  u.  s.  f. 
Hier  liegt  eben  der  Abfall  von  dem  Grundgedanken  der  Kritik. 
Die  Vernunftkritik  sollte  die  Metaphysik  in  Grund  legen ,  indem 
sie  den  ganzen  Gehalt  der  menschlichen  Vernunft  an  metaphy- 
sischer Erkenntnis  aufwies  ;  sobald  man  ihr  Erkennen  wieder  für 
ein  apriorisches  hielt,  verwandelte  man  die  Vernunftkritik  wieder 
in  Metaphysik  und  verfiel  dem  Dogmatismus.  Der  eigentliche 
Grund  dieser  Wandlung  liegt  in  der  Besorgnis  vor  dem  Empiris- 
mus. Wo  bleibt  die  Notwendigkeit,  wo  die  Allgemeingültigkeit 
ihrer  Resultate ,  wenn  die  Vernunftkritik  nichts  sein  will  als 
Beobachtung  meiner  selbst?  —  so  fragt  Kuno  Fischer  und  mit 
ihm  die  anderen.  Nun  vor  allem  soll  die  Vernunftkritik  nichts 
anderes  sein  wollen,  als  was  sie  sein  kann ;  nur  innere  Erfahrung 
kann  uns  zeigen,  welche  Bestimmungen  in  unserem  ganzen  geistigen 
Leben  der  reinen  Selbsttätigkeit  der  Vernunft  entspringen;  mit 
diesen  aber  ist  das  Bewußtsein  ihrer  Allgemeingültigkeit  und 
Notwendigkeit  unmittelbar  verbunden,  und  es  wird  nicht  erst  auf 
irgend  eine  Weise  hinzugebracht.  Der  irreleitende  Gedanke  ist 
hier  zuletzt  immer  der,  daß  man  meinte,  die  Wahrheit  jener  Er- 
kenntnisse a  priori  noch  dartun,  d.  h.  beweisen  zu  müssen,  wobei 
man  freilich  übersieht,  daß  die  höchsten  Voraussetzungen  der 
menschlichen  Erkenntnis  keines  Beweises  fähig  sind.  Wir  kommen 
hierauf  nachher  zurück.  — 

Jürgen    Bona    Meyer    gelangt    in    seinem    Werke    über 
Kants  Psychologie  bezüglich  der   oben  gestellten  Frage  zu  ganz 
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anderem  Resultate  als  Kuno  Fischer,  Er  zeigt,  daß  die  Kritik 
der  Vernunft  in  der  Tat  auf  psychologischer  Grundlage  ruhe, 
daß  Kant  auf  dem  Wege  psychologischer  Selbstbeobachtung,  Ana- 
lyse und  Reflexion  die  Erkenntnisse  a  priori  entdeckt  habe,  und 
daß  man  überhaupt  auf  keinem  anderen  Wege  dazu  geführt  werden 
könne.  Fries  habe  also  mit  Recht  geglaubt,  Kant  in  seinem 
Sinne  durch  Entwickclung  der  psychologischen  Natur  des  Kriti- 
zismus ergänzen  zu  können,  aber  „er  hatte  Unrecht,  wenn  er  be- 
hauptete, Kant  habe  die  psychologische  Natur  seiner  eigenen 
Untersuchung  verkannt,  weil  er  das  Wesen  der  Reflexion  nie  be- 
griffen habe".  Kant  habe  gesehen,  „daß  unmittelbares  Selbstbe- 
wußtsein zur  Auffindung  des  Apriori  nicht  genügt,  daß  vielmehr 
die  Selbstbesinnung  noch  der  Hülfe  wissenschaftlicher  Analyse 
und  Reflexion  bedarf.  In  diesem  Sinne  lehnte  er  also  gewiß  mit 
Recht  die  bloße  Selbstbeobachtung  als  Mittel  zur  Entdeckung  des 
Apriori  ab,  aber  gewiß  nicht  die  durch  wissenschaftliche  Analyse 
und  Reflexion  geleitete  Selbsbesinnung".  Wodurch  nun  aber 
unterscheiden  sich  Selbstbeobachtung  und  durch  Reflexion  geleitete 
Selbstbesinnung  ?  Die  Unklarheit  in  dieser  Unterscheidung  hob 
schon  Grapengießer  hervor  in  seinem  Auf satze  über  die  trans- 
cendentale  Deduktion  (65.  Bd.  1.  Heft  der  Zeitschr.  f.  Phil.  u. 
philos.  Kritik) ;  keineswegs  ist  mit  derselben  eine  Differenz  zwischen 
Fries  und  Kant  bezeichnet. 

Auf  das  Bestimmteste  erklärt  Fries  aller  Orten,  daß  wir 
nur  durch  Reflexion  uns  der  dunkel  in  uns  liegenden,  ursprüng- 
lichen Bestimmungen  der  Vernunft  bewußt  werden  könnten,  und 
daß  Kant  sie  auf  diesem  Wege  gefunden  habe.  Kant  habe  aber 
die  Natur  der  Reflexion  und  ihre  Stellung  in  der  Organisation 
des  menschlichen  Geistes  verkannt,  indem  er  in  ihr  ein  Vermögen 
der    Erkenntnis ,    und    zwar    der   Erkenntnis    a   priori   erblickte, 
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während  es  in  der  Tat  doch  das  höhere  Vermögen  der  Selbster- 
kenntnis sei,  welches  selbst  nicht  neue  Erkenntnis  gebe,  sondern 
nur  anderweitig  gegebene  zum  Bewußtsein  bringe.  Dieser  Punkt, 
auf  welchen  es  doch  für  die  Beurteilung  der  Friesischen  Philo- 
sophie ganz  besonders  ankommt,  ist  nie  genug  beachtet  worden. 
—  Während  Meyer  also  inbezug  auf  die  Entdeckung  des  Apriori 
der  Friesischen  Ansicht  zustimmt,  entscheidet  er  sich  hinsichtlich 
der  damit  eng  zusammenhängenden  Frage  nach  der  Begründung 
der  Erkenntnisse  a  priori  mit  Fischer  gegen  Fries:  Der  Be- 
weis der  Rechtmäßigkeit  des  Apriori  sei  mehr  als  eine  psycholo- 
gische Entdeckung.  Wir  werden  diesen  HauptdiiFerenzpunkt 
nachher  schärfer  ins  Auge  zu  fassen  haben,  müssen  uns  aber  zu- 
nächst zur  Betrachtung  des  anderen  bezüglich  der  Stellung  der 
Eeflexion  wenden.  — 

Kant  hatte  das  die  notwendigen  und  allgemeingültigen  Er- 
kenntnisse betreflPende  Grundproblem  der  Philosophie  durch  die 
Beantwortung  der  Frage:  wie  sind  synthetische  Urteile  a  priori 
möglich?  endgültig  entschieden.  Nachdem  er  die  Erkenntnisse  a 
priori  als  ein  Faktum  aufgewiesen  und  den  vollen  Besitzstand 
der  Vernunft  an  jenen  entdeckt  hatte,  blieb  indessen  hier  noch 
eine  Frage  zu  entscheiden.  Jene  Erkenntnisse  enthalten  die  not- 
wendige und  allgemeingültige  Wahrheit,  deren  wir  uns  nur  im 
Denken  bewußt  werden  können;  das  Denken  aber  ist  eine  will- 
kürliche Tätigkeit  des  Geistes.  Es  mußte  also  noch  die  Frage 
beantwortet  werden,  welche  schon  die  Sophisten  an  der  Möglich- 
keit notwendiger  Wahrheit  zweifeln  ließ,  wie  kann  die  willkür- 
liche Tätigkeit  des  Verstandes  uns  die  notwendige  Wahrheit 
geben?  So  ward  Fries  in  seiner  Kritik  der  Vernunft  auf  das 
Problem  der  Möglichkeit  des  willkürlichen  Vorstellens  geführt, 
in  dessen  gründlicher  Auflösung  er  zeigt,   daß    der  Verstand  uns 
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nicht  neue  Erkenntnis  gebe ,  sondern  vermittelst  der  logischen 
Hiili'smittel  Begriff,  Urteil,  Schluß  und  Systemform  gegebene  Er- 
kentnis  nur  zum  Bewußtsein  bringe ;  nicht  der  willkürlichen 
Tätigkeit  des  Verstandes  entspringen  jene  notwendigen  und  all- 
gemeingültigen Wahrheiten,  nicht  sie  bringt  in  und  mit  ihnen 
Einheit  und  Verbindung  an  unsere  Erkenntnis;  sondern  der  Quell 
jener  Wahrheiten,  welche  alle  Synthesis  unserer  Erkenntnis  ent- 
halten, ist  die  Vernunft  in  ihrer  reinen  Spontaneität.  Die  von 
dieser  geübte  urspüngliche  Synthesis  hat  die  analytische  Tätigkeit 
des  Verstandes  uns  zum  Bewußtsein  zu  bringen.  —  Der  Zweck 
dieser  Schrift  gestattet  uns  nicht,  den  psychologischen  Unter- 
suchungen, auf  welchen  die  Entdeckung  dieses  Verhältnisses  ruht, 
in  ausgedehnterer  Weise  zu  folgen ;  wir  versuchen  nur ,  einen 
Überblick  zu  geben.  Vor  der  Selbstbeobachtung  treten  intuitive 
und  diskursive  Erkenntnis ,  die  in  der  Aifektion  bestimmte  An- 
schauung und  die  durch  Reflexion  bestimmte  willkürliche  Er- 
kenntnis aus  einander.  Ihre  Vereinigung  ward  auf  verschiedene 
Weise  versucht.  Die  Empiriker  suchten  die  Tätigkeit  des  Ver- 
standes ganz  auf  die  in  der  Empfindung  gegebene  anschauliche 
Erkenntnis ,  die  diskursive  auf  die  intuitive  Erkenntnis  zurück- 
zuführen, w^ährend  die  Rationalisten  umgekehrt  bestrebt  waren, 
die  dunkle  und  verworrene  Vorstellung  der  Sinne  in  die  deutliche 
Erkenntnis  durch  Begriffe  aufzulösen.  Der  ersteren  Bestreben 
wird  hinfällig,  sobald  man  bemerkt,  daß  die  in  der  Empfindung 
entspringende,  stets  an  den  Moment  des  Bewußtseins  gebundene 
Anschauung  uns  wohl  das  Wirkliche,  nicht  aber  das  Notwendige 
erkennen  lassen  kann,  daß  sie  uns  wohl  zeigt,  wie  ein  Ding  jetzt 
ist,  nicht  aber,  wie  es  notw^endig  sein  muß.  Der  in  unserer  Er- 
kenntnis tatsächlich  vorhandene  Begriff  der  Notwendigkeit  kann 
also  nicht   in    der  Empfindung   gegeben    sein;    er   deutet    auf  ein 
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über  die  Anschauung  hinaus  liegendes  Gebiet  der  Erkenntnis. 
Eine  Auflösung  der  sinnesanschaulichen  Erkenntnis  in  die  gedachte 
oder  diskursive  Erkenntnis  ist  aber  eben  so  wenig  möglich.  Alle 
gedachte  Erkenntnis  ist  eine  mittelbare  durch  Begriffe ,  welche 
ohne  unmittelbare  Anschauung  nie  zustande  kommen  könnte;  die 
anschaulichen  Erkenntnisse  aber  sind,  wie  sich  leicht  zeigen 'läßt, 
zum  großen  Teil  gar  nicht  in  Begriffe  zu  fassen  und  aufzulösen! 
Die  Vereinigung  dieser  beiden  Stämme  der  menschlichen  Erkenntnis, 
wie  Kant  sie  nannte,  gelingt  also  nicht  durch  Zurückführung 
der  einen  auf  die  andere,  sondern  nur  durch  den  von  Fries  ge- 
gebenen  Nachweis,  daß  jener  ganze  Unterschied  der  intuitiven  und 
diskursiven  Erkenntnis  nur  ein  Unterschied  für  die  innere  Wieder- 
beobachtung unserer  Erkenntnis,  nicht  aber  für  die  Beschaffenheit 
unserer  Erkenntnis  selbst  sei. 

Die  Vernunft  ist  eine  rezeptive  Spontaneität,  eine  erregbare 
Selbsttätigkeit.  Sie  besitzt  die  drei  Vermögen  qualitativ  "^  ver- 
schiedener, unmittelbarer  Tätigkeiten  des  Erkennens,  Fühlens  und 
Woliens,  welche  nicht  weiter  auf  einander  zurückführbar  sind. 
Infolge  ihrer  Rezeptivität  bedarf  die  Vernunft,  um  ihre  Tätigkeit 
zu  äußern ,  einer  Anregung.  Die  fremdher  angeregte  Äußerung 
der  Selbsttätigkeit  im  Erkennen  ist  die  sinnliche  Erkenntnis.  Sie 
gibt  den  mannigfaltigen  Gehalt  der  Erkenntnis,  welcher  duixh 
die  reine  Spontaneität  der  Vernunft  zur  Einheit  der  Erkenntnis 
verbunden  wird.  Die  ursprüngliche  reine  Selbsttätigkeit  im  Er- 
kennen ist  also  ein  Vermögen  der  Synthesis,  welche  die  Einheit 
und  aUe  Verbindung  und  kraft  ihrer  Beharrlichkeit  jede  not- 
wendige Bestimmung  an  die  menschliche  Erkenntnis  bringt. 

Für  jede  aufmerksame  Selbstbeobachtung  zeigt  sich  nun,  daß 
der  Standpunkt  der  unmittelbaren  Erkenntnis  von  dem  Stand- 
punkt  des  Bewußtseins    um    dieselbe    unterschieden   werden   muß. 

Abhandlungen  der  Fries'schen  Schule.    I.  Bd.  14 
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Es  ist  etwas  anderes,  eine  Erkenntnis  haben,  etwas  anderes,  sich 
ihrer  bewußt  zu  sein,  zu  wissen,  daß  man  diese  Erkenntnis  habe. 
Dem  Vermögen  der  Selbsterkenntnis  oder  des  Bewußtseins  um 
unsere  Erkenntnisse  liegt  das  reine  Selbstbewußtsein ,  die  reine 
Apperzeption  zugrunde,  welche  das  ,Jch"  als  das  gemeinschaft- 
liche Subjekt  aller  innerlich  wahrgenommenen  Tätigkeiten  nennt. 
"Wie  die  Erkenntnis  überhaupt,  so  steht  die  Selbsterkenntnis  unter 
einem  Gesetz  der  sinnlichen  Anregung.  Der  innere  Sinn ,  die 
Empfänglichkeit  des  Vermögens  der  Selbsterkenntnis,  nimmt  aber 
nur  die  in  jedem  Augenblick  lebhaftesten  inneren  Tätigkeiten 
wahr ,  ohne  den  Zusammenhang  und  das  Ganze  unserer  inneren 
Lebenstätigkeit  uns  zum  Bewußtsein  zu  bringen.  Über  diese.s 
sinnlich  gegebene  Bewußtsein  um  unsere  einzelnen  inneren  Lebens- 
zustände  erhebt  uns  die  Reflexion,  die  Tätigkeit  des  Verstandes, 
indem  sie  sich  vermittelst  ihrer  allgemeinen  Vorstellungen  in 
einem  Bewußtsein  überhaupt  auch  jener  inneren  Vorgänge 
bemächtigt,  welche  vom  inneren  Sinn  nicht  wahrgenommen  werden 
können.  Die  der  Anregung  zunächst  liegenden  Tätigkeiten  der 
erkennenden  Vernunft,  die  äußeren  Sinnesanschauungen,  fallen  un- 
mittelbar auch  in  die  Beobachtung  durch  den  inneren  Sinn  und 
werden  von  diesem  zum  Bewußtsein  gebracht.  Der  allgemeinen 
und  notwendigen  Bestimmungen  aber,  welche  die  reine  Selbst- 
tätigkeit der  erkennenden  Vernunft  aus  sich  hinzubringt,  der 
Vorstellungen  der  Einheit  und  Verbindung ,  in  welche  die  Ver- 
nunft vermöge  der  ihr  eigenen  synthetischen  Kraft  das  Mannig- 
faltige des  sinnesanschaulich  gegebenen  Gehaltes  faßt,  können  wir 
uns  nur  denkend  im  Urteil  bewußt  werden.  Der  Verstand  ist 
demnach  das  höhere  Vermögen  des  Bewußtseins  um  die  Akte  un- 
serer unmittelbaren  Erkenntnis,   indem  er  diejenigen  Verhältnisse 
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derselben  aufhellt,  welche  nicht  anschaulich  wahrgenommen  werden 
können.  — 

Fries  macht  gelegentlich  darauf  aufmerksam,  wie  so  viel 
Irrtum  in  der  Philosophie  dadurch  entstanden,  daß  man  die  will- 
kürliche Tätigkeit  des  Verstandes  mit  der  Spontaneität  der  Ver- 
nunft im  Erkennen  verwechselt  habe.  Diese  Selbsttätigkeit  der 
erkennenden  Vernunft  wirkt  ganz  unwillkürlich  nach  inneren  not- 
wendigen Gesetzen,  auf  sie  kann  der  Wille  gar  keinen  Einfluß 
haben.  Neben  den  sinnlich  angeregten  Tätigkeiten  gehören  ihr 
ursprünglich  die  notwendigen  Gesetze  unserer  mathematischen 
und  philosophischen  Erkentnis,  in  welchen  die  menschliche  Ver- 
nunft ihr  Gesetz  der  Wahrheit  der  ganzen  Erkenntnis  zugrunde 
legt,  und  durch  welche  alle  ihre  Erkenntnisse  mit  Notwendigkeit 
zur  einen  Erkenntnis  der  Welt  verbunden  sind.  Kraft  eines  un- 
mittelbaren Aktes  der  Urteilskraft ,  welchen  Fries  das  Wahr- 
heitsgefühl nennt,  treten  jene  Grundbestimmungen  der  reinen 
Spontaneität  im  Erkennen  in  alle  Beurteilungen  des  täglichen 
Lebens  ein ;  so  setzt  z.  B.  jedermann  in  diesen  die  Beharrlichkeit 
der  Substanzen,  die  Bewirkung  der  Veränderungen  und  die  Wechsel- 
wirkung der  Dinge  in  der  Natur,  er  setzt  in  sittlichen  Beurtei- 
lungen die  Persönlichkeit  des  Geistes ,  in  religiösen  das  Dasein 
Gottes  voraus.  Die  willkürliche  Tätigkeit  des  Verstandes  aber 
hellt  diese  im  dunkeln  Innern  vollzogenen  Akte  der  ursprüng- 
lichen Selbsttätigkeit  der  Vernunft  auf,  sie  reflektiert  die  für  sich 
dunkeln  Teile  der  unmittelbaren  Erkenntnis  und  bringt  so  das 
der  selbsttätigen  Vernunft  gehörende  Gesetz  der  Wahrheit  zum 
Bewußtsein.  Ganz  mit  Unrecht  behaupten  also  Fries'  Gegner, 
dieser  habe  das  wahrhaft  Vernunftallgemeine  zu  einem  empirisch- 
psychologisch Tatsächlichen  herabgedrückt.  Nicht  die  allgemein- 
gültigen und  notwendigen  Erkenntnisse    sind   nach  ihm   psycholo- 

14* 
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gisclicn  Ursprungs  ;  aber  die  Erforschung  ihrer  Stellung  im  Ganzen 
der  menschlichen  Erkenntnis  ist   empirisch -ps3'chologischer  Natur. 

Diese  Darlegung  des  Verhältnisses  des  Verstandes  zur  Ver- 
nunft gibt  auch  überraschende  Aufklärung  über  verschiedene  bei 
Kant  unklar  gebliebene  Punkte.  Kant  hatte  den  Parallelismus 
zwischen  den  logischen  Urteilsforraen  des  Verstandes  und  den 
Formen  der  ursprünglichen  synthetischen  Einheit  entdeckt,  und 
er  war  so  dazu  geführt,  die  Tafel  der  Urteilsformen  als  Leitfaden 
zur  Auffindung  des  vollständigen  Systems  der  metaphysischen 
Grundbegrifte  oder  Kategorieen  zu  benutzen.  Aber  woher  rührte 
jener  Parallelismus'?  Der  innere  Zusammenhang  war  nicht  klar 
geworden.  Fries  erst  gelang  es,  diesen  Zusammenhang  aufzu- 
hellen ,  indem  er  zeigte ,  daß  die  Urteilsform  der  die  Vernunft 
beobachtenden  Reflexion ,  die  Kategorie  aber  der  ursprünglichen 
Synthesis  der  Vernunft  gehört ,  daß  mithin  jener  Parallelismus 
notwendig  bestehen  muß.  —  Ferner  ward  durch  jene  Bestimmung 
des  Verhältnisses  zwischen  Verstand  und  Vernunft  auch  der  Grund 
klar ,  weshalb  mit  spekulativer  Vernunft  sich  nichts  ausrichten 
lasse;  Kant  hatte  das  Unvermögen  der  spekulativen  Vernunft 
aufgewiesen,  ohne  einen  Grund  dafür  angeben  zu  können.  Fries 
zeigte  hier,  daß  Kants  spekulative  Vernunft  nichts  anderes  sei, 
als  das  Schlußvermögen  des  Verstandes ,  daß  dieses  aber  als  ein 
bloßes  Instrument  der  Wiederbeobachtung  für  sich  allein  nichts 
Neues  zur  Erkenntnis  beitragen  könne,  sondern  daß  ihm  aller  Ge- 
halt erst  durch  die  von  ihm  beobachtete  unmittelbare  Erkenntnis 
der  Vernunft  gegeben  würde,  welche  zwar  bei  Kant  immer  vor- 
ausgesetzt sei,  ohne  jedoch  klar  zu  werden. 

Kant  hatte  diese  Stellung  der  Reflexion,  welche  sie  tatsäch- 
lich in  der  Organisation  des  menschlichen  Geistes  besitzt,  verkannt ; 
er  hielt  seine  transzendentale  Erkenntnis,    in   welcher  es  sich  um 
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die  Erkenntnisse  a  priori  und  deren  Grebrauch  handelt,  selbst 
wieder  für  eine  Art  der  Erkenntnis  a  priori,  während  sie  doch 
empirischer  Natur  ist.  Dieser  Irrtum  wurzelt  zuletzt  bei  Kant 
in  einem  Vorurteile,  welches  Fries  das  transzendentale  nennt. 
Es  ist  im  Grunde  das  alte  rationalistische  Vorurteil,  nach  welchem 
man  in  dem  Beweis  das  höchste  und  letzte  Begründungsmittel  für 
die  Erkenntnis  erblickte,  und  auf  welchem  alle  dogmatische  Ent- 
wickelung  der  Philosophie  ruhte.  So  bestimmt  auch  Kant  der 
logisch  -  dogmatischen  Methode  des  Philosophierens  entgegentrat 
und  ihr  seine  kritische  Methode  entgegensetzte,  so  verfiel  er  doch 
in  das  Vorurteil  für  den  Beweis,  um  seine  Erkenntnisse  a  priori 
sowohl  gegen  den  Vorwurf  des  Empirismus  als  gegen  den  Ein- 
wurf des  Skeptizismus  sicher  zu  stellen,  daß  wir  nicht  berechtist 
seien,  solche  notwendigen  Erkenntnisse  vorauszusetzen  und  anzu- 
wenden, ohne  sie  zuvor  bewiesen  zu  haben.  So  ward  Kant  dazu 
geführt,  die  objektive  Gültigkeit  der  Erkenntnisse  a  priori  durch 
die  transzendentalen  Deduktionen  oder  Beweise  auf  das  Prinzip 
der  Möglichkeit  der  Erfahrung  zu  stützen.  Die  sinnliche  "Wahr- 
nehmung hat  nach  ihm  objektive  Gültigkeit,  weil  in  ihr  der  Gegen- 
stand der  Grund  der  Vorstellung  von  ihm  sei ;  da  nun  die  An- 
schauung a  priori  die  Bedingung  bildet,  unter  welcher  allein  Ge- 
genstände angeschaut  werden  können,  die  Kategorieen  aber  den 
Grund  der  Möglichkeit  enthalten,  daß  Gegenstände  gedacht  werden 
können ,  wodurch  allein  Erfahrung  zustande  kommen  kann ,  so 
müssen  diese  wie  jene  ebenfalls  objektive  Gültigkeit  besitzen.  Da 
solche  auf  die  Tatsache  der  Erfahrung  gestützte  Beweisführung 
nicht  an  die  transzendentalen  Ideen ,  deren  Gegenstände  nicht  in 
der  Erfahrung  gegeben  werden  können,  langt,  so  suchte  Kant 
die  objektive  Gültigkeit  dieser  nachher  auf  die  unmittelbare  Not- 
wendigkeit des  sittlichen  Gebotes  zu  gründen.  — 
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Hiergegen  zeigte  Fries,  daß  es  ein  ganz  irriges  Unternehmen 
und  ein  Abfall  vom  Geiste  der  Kritik  sei,  wenn  man  die  obersten 
Prinzipien  einem  Beweise   unterwerfen    wolle ,    als    besäßen    diese 
nur  abgeleitete  Gültigkeit,  während  sie  doch  die  höchsten  und  un- 
mittelbarsten Voraussetzungen  in  allem  Erkennen  sind.     Während 
die  Tendenz  der  Kritik  dahin  ging,    das  Gesetz  der  Wahrheit  im 
eigenen  Geiste  zu  finden ,    suchte   Kant   die    letzte  Entscheidung 
über  die  objektive  Gültigkeit  der  höchsten  Prinzipien  doch  in  den 
Dingen  und  ihrem  Verhältnisse  zu  unserer  Erkenntnis.     Nachdem 
die  Frage  quid  facti  in  bezug  auf   die  Erkenntnisse   a  priori   ent- 
schieden war ,    bedurfte    allerdings   auch  die  Frage  quid  juris  der 
Beantwortung;    es  bedurften  jene  Erkenntnisse  einer  Begründung, 
einer  Rechtfertigung.     Fries    behielt  hierfür   die  von  Kant  ge- 
wählte Bezeichnung:    ^Deduktion"    bei;    aber    diese    hat    bei    ihm 
eine  ganz    andere  Stellung   und    Bedeutung   als    bei   jenem.     Wir 
können  dieselbe  erst  klar  bezeichnen,    nachdem   wir  Fries'    voll- 
ständig   veränderte    Ansicht    von    der    tranzendentalen    Wahrheit 
oder  objektiven  Gültigkeit  der  Erkenntnis  erörtert  haben. 

Eine  Erkenntnis   besitzt   transzendentale    Wahrheit    oder   ob- 
jektive Gültigkeit,  sofern  die  Vorstellung  mit  ihrem  Gegenstande 
übereinstimmt;    so  pflegt  man  gemeiniglich   zu  erklären,    und    die 
immer  wieder    aufgeworfene  Frage ,    das   sogenannte  Problem   der 
Erkenntnis,    lautet:    wie  kommt    der  Gegenstand  zur  Vorstellung 
hinzu?   Fries  behauptet  nun,  daß  in  jener  Frage  gar  kein  wahres 
Problem  ausgesprochen  sei,  und  wäre  es  -  so  könnte  es  von  uns 
absolut  nicht  gelöst  werden.     Die   Erkenntnis   ist    ein   schlechthin 
auf  sich  beruhendes  Faktum;   sie  besitzt  unmittelbar  Objektivität 
und  diese  kommt  nicht  erst  künstlich  hinzu.     Das  Erkennen,  d.  h' 
die  Vorstellung   vom    Dasein    eines    Gegenstandes    oder   von    dem 
Bestehen  eines  Gesetzes,   unter   welchem   die  Gegenstände  stehen, 


—    213    — 

ist    die    unmittelbare    Grundtätigkeit    der    erkennenden    Vernunft, 
welche  allen  anderen  Tätigkeiten  derselben  vorangeht.     Die  Exis- 
tenz   dieser    übrigen    zum  Erkennen    gehörenden  Tätigkeiten,    die 
Bildung  der  allgemeinen,  problematischen  Vorstellungen,   in  denen 
keine  Behauptung  über  das  Dasein    ihrer  Gregenstände   liegt,    das 
unwillkürliche  Spiel  der  Assoziation,  die  willkürliche  Leitung  der- 
selben in  der  Reflexion,  —  das  alles   sind  abgeleitete  Tätigkeiten, 
die  einer  Erklärung  fähig  sind   und   einer  solchen   bedürfen.     Das 
Erkennen  aber  ist  ein  erstes,  ursprüngliches  Faktum   aus   innerer 
Erfahrung ,    über  welches    sich  gar  nichts  Erklärendes  sagen  läßt. 
Das  Verhältnis    der   Erkenntnis    zu    ihrem    Gegenstande   ist    kein 
Kausalverhältnis,  in    welchem  etwa  der  Geist  durch  einen  Schluß 
aus  der  angeregten  Vorstellung   zu   ihrem  Gegenstande  als   ihrer 
Ursache  käme,  oder   in  welchem   der    Gegenstand  die  Vorstellung 
von  ihm  wahr  mache.     Der   Gegenstand   ist   unmittelbar   mit   der 
Vorstellung  verbunden,    wir   haben   ihn   nur    in  und   mit   ihr  und 
könnten  auf  ihn  gar  nicht  kommen,  wenn   es   nicht   so   wäre.     Es 
ist  dieses  ganze  Verhältnis  der  Erkenntnis  zu  ihrem  Gegenstaude 
also  eine  Tatsache  aus  innerer  Erfahrung,  die  schlechthin  für  sich 
besteht     Wollten  wir   irgend    etwas   Erklärendes   darüber   sagen, 
so    müßten    wir    aus    unserer    Erkenntnis    heraustreten    und   Vor- 
stellung und  Gegenstand   mit    einander    vergleichen  können;    aber 
eine  sokhe  Vergleichung    ist   ganz    unmöglich.      „Ich    habe,"    sagt 
Fries,  „die  Erkenntnis  nie  mit  ihren  Gegenständen  zu  vergleichen, 
die  immer  schon  bei  ihr  sind,    sondern   ich   bleibe    bei  der  Selbst- 
beobachtung meines  Erkennens ,    wie   dieses    sich    vor  meinem  Be- 
wußtsein aus  den  Sinnesanschauungen,    den   reinen  Anschauungen 
dann  den  gedachten  Erkenntnissen  sowohl  ihren  Denkformen  nach 
als   nach    ihrem  metaphysischen  Gehalt   zum  Bewußtsein   der  Ein- 
heit   und    Notwendigkeit     der    ganzen     menschlichen    Erkenntnis 
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zusnmraonWldet  nnd  in  dieser  Einheit  und  Notwendigkeit  die  Walu- 
heit  nnd  Festigkeit  der  Uberzengung  in   siel,   sell.st  träo-f      Das 
Leben  des  Geistes  kann  ieh    nieht   naeli    seinen   änßerenl  sondern 
nur  naeh  seinen  inneren  Verhältnissen  untersueben ;   aber   hier  in 
dieser  inneren  Untersuebung,    i„   der  klaren    Erfassung  und   dem 
r>cht,gen  Verständnis  der  Tätigkeilen,   in   welchen  das  Leben  des 
Geistes  sich  manifestiert,  liegen  die  wahren  pbilosopbisehen  Probleme 
deren  Lösung  den  Frieden  in  der  Philosophie  bringen  würde     Es 
.st  eine  Täuschung,    entsprungen   aus   der  unmittelbaren  Klarheit 
der  sinnesansclmuliehen  Erkenntnis,    wenn  man  diese  zunächst  für 
objektiv  gültig  hält  und  wähnt,   man  könne   an  sie  die  objektive 
Gültigkeit    der    mathematischen    nnd    philosophischen    Erkenntnis 
durch  Beweise   anschließen.      Diese    wie  jene,    sagt   Fries,    be- 
sitzen   auf  gleiche    Weise    unmittelbar  transzendentale  Wahrheit 
kraft  des  Selbstvertrauens ,    mit   welchem   die  Vernunft   jede   un- 
mittelbare Erkenntnis  begleitet.  — 

Fries    macht  nun  weiter   darauf  aufmerksam,    daß    wir   die 
transzendentale  Wahrheit  wohl  von  jener  Wahrheit  unterscheiden 
müssen    welcher  der  Irrtum  entgegensteht.     Für   die  unmittelbare 
Erkenntnis  ist  ein  Irrtum   ganz  unmöglich ;   denn  sie   spricht  das 
in  der  Vernunft  liegende  Gesetz  der  Wahrheit  aus;   einen  Irrtum 
dieser  unmittelbaren  Erkenntnis  würden  wir  nie  als  einen  solchen 
zu  erkennen  vermögen.     Hegt  jemand  Zweifel   an   der   objektiven 
Gültigkeit    seiner    unmittelbaren   Erkenntnis,    so  gibt  es  absolut 
kein  Mittel,  diesen  Zweifel  zu  heben.     Wenn  jemand  z.  B.   daran 
zweifelt,   daß  die  gerade  Linie  der  kürzeste  Weg  zwischen  zwei 
Punkten  sei,    so  kann  er  auf  keine  Weise  überzeugt  werden,  daß 
dieses  der  Fall  ist,  hält  jemand  für  möglich,  daß  es  Veränderungen 
ohne  Ursache  gebe,  zweifelt  er  also  an  der  Wahrheit   des  Kausa- 
litatspriuzips,   ™    kann  ihm  dieser  Zweifel  nicht  gehoben  werden 
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Solche  Zweifel  sind  aber  für  den  geistig  gesunden  Menschen  ganz 
unmöglich.    Nicht  die  unmittelbare  Erkenntnis  also  ist  dem  Irrtum 
unterworfen,    sondern   nur    die  mittelbare  Erkenntnis,   in  welcher 
wir  uns  jener  bewußt  werden,    und   welche  jene  unmittelbare  Er- 
kenntnis in  Urteilen  ausspricht.     Hier  nennen  wir  das  Urteil  wahr, 
sofern  es  mit  der  unmittelbaren  Erkenntnis  übereinstimmt.      Zum 
Unterschiede   von   der  transzendentalen  Wahrheit  oder  der  Über- 
einstimmung   einer    Erkenntnis     mit     ihrem    Gegenstande     nennt 
Fries    die  Wahrheit    des  Bewußtseins  oder  die  Übereinstimmung 
der    mittelbaren  Erkenntnis    mit    der    in   ihr  ausgesprochenen  un- 
mittelbaren   die   empirische  Wahrheit.      Dieser    steht    der  Irrtum 
gegenüber,    und  wir   besitzen   für  denselben  ein  Korrektiv  in  der 
Vervollständigung    und    der    genaueren  Beobachtung   unserer    un- 
mittelbaren Erkenntnis.     Nicht  die  Vernunft  irrt  in  ihrer  unmittel- 
baren erkennenden  Tätigkeit,  wenn  sie  die  Existenz  eines  farbigen 
Gegenstandes  behauptet,  zu  dessen  Erkenntnis  sie  sinnlich  angeregt 
ist;    wohl    aber  der  Verstand,    welcher   mit  seinem  Urteile  weiter 
geht,    als    die    unmittelbare    Erkenntnis,    welche    er    aussprechen 
will,    reicht,    und  etwa  behauptet,   der  betreffende  Gegenstand  sei 
ein  Apfel,  wobei  sich  dann  leicht  finden  kann,   sobald  wir  die  un- 
mittelbare Erkenntnis    vervollständigen,    daß  der  Gegenstand  ein 
Stück  Wachs  von  der  Gestalt  und  Farbe  eines  Apfels  war.     Alle 
sogenannten  Sinnestäuschungen   sind  nicht  Irrtümer  der  Sinnesan- 
schauung,   sondern    der  mittelbaren  Erkenntnis    im  Urteil.      Aus 
der  unmittelbaren  mathematischen  Erkenntnis,    der  unmittelbaren 
figürlichen    Synthesis    der  Vernunft    entspringt    das    Gesetz,    daß 
der  Durchmesser    eines  Kreises    zum  Umfange   desselben  im  Ver- 
hältnisse   von  1:7t  steht.      Indeß    diese  Erkenntnis    ist  nicht   un- 
mittelbar klar,    sondern    sie    gelangt    erst   durch  das  die  dunkeln 
Verhältnisse   der    unmittelbaren  Erkenntnisse   aufhellende   Urteil 
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Zürn  Bowußtseiu.  Hier  i«t  nun  das  Urteil  über  jenes  Verliältnis 
irrig,  so  lange  es  sich  auf  eine  nur  unvollkommene  Beobachtung 
der  unmittelbaren  Erkenntnis  stützt,  wie  etwa  auf  Anschauung 
oder  Messen.  Erst  durch  die  strenge  Entwickelung  des  Urteils 
aus  den  zugleich  unmittelbar  klaren  ersten  Verbältnissen  der  ma- 
thematischen Erkenntnis,  durch  die  folgerichtige  Anwendung  der 
logischen  Hülfsmittel,  wie  sie  die  Geometrie  ausübt,  wird  uns  das 
mit  objektiver  Gültigkeit  in  unserer  unmittelbaren  Erkenntnis 
liegende  Gesetz  zum  Bewußtsein  gebracht. 

Nur  wenn  man  die  angegebenen  Bestimmungen  über  die  un- 
mittelbare Erkenntnis  und  die  Bedeutung  und  Stellung  der  Re- 
flexion festhält  und  damit  die  Unterscheidung  der  transzendentalen 
und  empirischen  Wahrheit  verbindet,  vermag  man  zu  verstehen, 
was  die  Deduktion  im  Fries  ischen  Sinne  bedeutet. 

Der  logische  Satz  vom  zureichenden  Grunde  fordert  richtig 
verstanden  für  jedes  Urteil  eine  Begründung;  man  irrt  und  dehnt 
ihn  über  die  Grenzen  seines  Gebrauches  aus,  wenn  man  auch  für 
die  unmittelbare  Erkenntnis  eine  Begründung  fordert.  Diese  ist, 
wie  oben  bemerkt,  ein  auf  sich  beruhendes  Faktum;  die  mittel- 
bare Erkenntnis  im  Urteil  aber  bedarf  einer  Begründung.  Die 
Begründung  durch  den  Beweis,  welcher  stets  ein  Urteil  aus  an- 
deren herleitet,  führt  zuletzt  auf  Grundurteile,  welche  eines  Be- 
weises nicht  weiter  fähig  sind.  Für  die  Rechtfertigung  solcher 
Grundurteile  gibt  es  kein  anderes  Mittel  als  die  Berufung  auf 
die  unmittelbare  Erkenntnis,  indem  wir  nachweisen,  daß  in  ihr 
die  in  jenen  Urteilen  ausgesprochenen  Erkenntnisse  tatsächlich 
bestehen.  Am  klarsten  und  einfachsten  ist  hier  die  Begründung 
derjenigen  Grundurteile,  welche  eine  in  der  Anschauung  gegebene 
Erkenntnis  aussprechen,  da  wir  eben  in  solchem  Falle  uns  auch 
sofort    der    Erkenntnis    wieder    bewußt     sind.      Die    Begründung 
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solcher  Urteile  heißt  Demonstration,    welche  in  diesem  Sinne  also 
nicht  mit  Beweis  zu    verwechseln  ist.     Die    auf  Sinnesanschauung 
gegründeten  Urteile    und    die    mathematischen    Grundurteile    oder 
Axiome  sind  solcher  Demonstration  fähig.      Weit    schwieriger    ist 
aber    die  Begründung    der    nur   im  Denken  zum  Bewußtsein  kom- 
menden  philosophischen  Grundurteile ,    welche  Deduktion  genannt 
wird.     Sie  ist  weder  Beweis  noch  Demonstration,  —  jenes  nicht, 
denn  es  handelt  sich  hier   nicht    um    abgeleitete  Urteile,    sondern 
um  Prinzipien,  —  dieses  nicht,   denn   die  in  ihnen  ausgesprochene 
Erkenntnis  ist  nicht  anschaulich  klar,    sondern    kommt  nur  durch 
Denken  zum  Bewußtsein.     Die  Deduktion   hat  also  die  in  den  be- 
treffenden   Grundurteilen    ausgesprochene    Erkenntnis    als    in    der 
unmittelbaren  Erkenntnis  der  Vernunft  tatsächlich  bestehend  nach- 
zuweisen.    Fries   fordert  für  dieselbe  eine  auf  innere  Erfahrung 
gegründete  Theorie  der  Vernunft,  durch  welche  wir  in  den  Stand 
gesetzt   werden,    die  Grundelemente    der  menschlichen  Erkenntnis 
zu  bestimmen,    die  Formen    der  Selbsttätigkeit  der  Vernunft  auf- 
zuweisen   und    so    die  Stelle  jeder  unmittelbaren  Überzeugung  zu 
finden,    welche  in  einem  solchen  philosophischen  Grundurteile  aus- 
gesprochen   wird.      Die  Deduktion    in    seinem    Sinne   hat    es    also 
damit  zu  tun,  den  Ursprung  der  Begriffe  und  Urteile  a  priori  im 
Geiste    aufzuweisen;    sie    ruht    auf    der  Lehre  von  den  Apperzep- 
tionen und  ist  von   Fries   für  alle  Prinzipien  a  priori,  mathema- 
tische und  philosophische,  spekulative  und  praktische,  Kategorieen 
und  Ideen  im  zweiten  Bande    seiner   anthropologischen  Kritik  der 
Vernunft  vollständig  gegeben.     Wir  können  dem  hier  nicht  weiter 
folgen,  müssen  aber  noch  jenes  Mißverständnisses  erwähnen,  welchem 
die    Friesische  Philosophie   gerade    wegen  dieser  Lehre  von  der 
Deduktion  ausgesetzt  gewesen  ist ;  in  ihr  liegt  der  Grund,  weshalb 
auch  von  sonst    scharfsinnigen  Männern    Fries    des  Rückfalls    in 
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Lockoschen  Empirismus    bcschuldet    ist.      Wer    der  Entwickeluno- 

o 

des  Gedankenganges  in  der  Fries  ischen  Lehre  aufmerksam  folgt, 
sollte  zu  einer  solchen  Verwechselung  nicht  kommen  können.  Mit 
Kant  behauptet  Fries  auf  das  bestimmteste,  daß  „zwar  alle 
menschliche  Erkenntnis  mit  sinnlicher  Wahrnehmung  beginne, 
aber  in  ihren  allgemeinen  und  notwendigen  Behauptungen  nicht 
daraus  entspringe,  sondern  daß  die  Vernunft  diese  ursprünglich 
als  die  reinvernünftigen  Formen  der  menschlichen  Erkenntnis  be- 
sitze^. In  der  einen  und  beharrlichen  Form  des  inneren  Lebens 
sieht  Fries  den  Quell  jener  allgemeingültigen  und  notwendigen 
Erkenntnisse,  welche  der  Ausdruck  jener  unmittelbaren  Erkennt- 
nistätigkeit unserer  Vernunft  sind,  die  ihr  beharrlich  in  jedem 
Zustande  ihrer  Tätigkeit  zukommt.  Die  Wahrheit  jener  notwen- 
digen Erkenntnisse  kann  nicht  erwiesen  werden,  sondern  sie  ruht 
in  einem  Wahrheitsgefühle,  mit  welchem  die  Vernunft  kraft  ihres 
Selbstvertrauens  sie  als  Äußerungen  ihrer  unmittelbaren  Selbst- 
tätigkeit der  ganzen  Erkenntnis  zugrunde  legt.  Der  Unterschied 
dieser  Lehre  von  der  Lockeschen,  welche  die  Erwerbung  aller 
Vorstellungen  durch  Erfahrung  behauptet,  ist  so  einleuchtend, 
daß  man  nicht  begreift,  wie  der  Friesischen  Philosophie  der 
Vorwurf  des  Empirismus  gemacht  werden  konnte.  Seine  Deduk- 
tionenlehre gab  dazu  den  Anlaß.  Die  Deduktion  ist  die  Recht- 
fertigung der  philosophischen  Prinzipien.  Nun  sagt  man,  wenn 
Fries  diese  Deduktion  in  seiner  auf  innere  Erfahrung  gegrün- 
deten Theorie  der  Vernunft  geben  will,  so  stützt  er  zuletzt  doch 
wieder  die  philosophischen  Grundsätze  auf  empirische  Erkenntnis 
und  sieht  in  der  Erfahrung  den  letzten  und  wahrhaft  festen  Halt 
der  menschlichen  Erkenntnis.  Es  entspringt  also  jenes  Mißver- 
.ständnis  einer  falschen  Auffassung  der  Bedeutung  der  Deduktion. 
Durch    die    auf   die   Theorie    der  Vernunft   gegründete  Deduktion 
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werden  die  allgemeingültigen  und  notwendigen  Prinzipien  weder 
gegeben  noch  bewiesen.  Gegeben  sind  sie  durch  die  unmittelbare 
Selbsttätigkeit  der  Vernunft ,  wahr  sind  sie  kraft  des  Selbstver- 
trauens ,  welches  die  Vernunft  zu  ihrer  eigenen  Wahrhaftigkeit 
hegt,  und  ihre  "Wahrheit  lebt  in  unserem  Bewußtsein  in  Folge  un- 
mittelbaren Wahrheitsgcfühles.  Eine  jede  menschliche  Vernunft 
besitzt  z.  B.  den  Grundsatz  der  Kausalität,  die  Idee  der  Freiheit 
und  legt  diese  Prinzipien  kraft  ihres  Selbstvertrauens  mit  unmittel- 
barem Wahrheitsgefiihle  allen  ihren  Beurteilungen  zugrunde,  ganz 
unabhängig  von  der  Deduktion  derselben.  Diese  kann  zur  Wahr- 
heit jener  Prinzipien  nichts  hinzutun.  Die  Aufgabe  der  Deduk- 
tion ist  eine  ganz  andere.  Nachdem  Kant  nachgewiesen,  welche 
Prinzipien  a  priori  faktisch  die  Vernunft  besitzt,  blieb  noch  die 
Frage  zu  beantworten,  weshalb  die  Vernunft  gerade  diese  und 
nur  diese  besitzt.  In  diesem  Sinne  allein  kann  von  einer  Be- 
gründung jener  Prinzipien  die  Rede  sein.  Die  Beantwortung 
jener  Frage  hat  Fries  durch  seine  auf  innere  Erfahrung  gegrün- 
dete Theorie  der  Vernunft  vollständig  gegeben,  und  er  hat  damit 
der  Fortbildung  der  Philosophie  zu  fester  Wissenschaft  den  größten 
Dienst  geleistet !  Jene ,  welche  die  von  Fries  geforderte  und 
von  ihm  weiter  und  tiefer,  als  von  irgend  einem  Forscher  vor 
oder  nach  ihm,  ausgebildete  innere  Erfahrung  so  sehr  mißachten 
und  sie  für  unfähig  halten,  zu  einer  klaren  Verständigung  über 
die  philosophischen  Probleme  zu  führen,  sollten  doch  beachten, 
daß  das  innere  Leben  des  Geistes  ebenso  wie  die  äußere  Welt 
der  Materie  ein  Gebiet  ist,  dessen  Erkenntnis  uns  nur  durch  Er- 
fahrung erschlossen  werden  kann,  und  daß  dort  wie  hier  alle  rein 
spekulativen  Versuche  nichts  sind  als  eitle  Träume,  welche  je  mit 
dem  Elfinder  wechseln. 

Die  veränderte  erkenntnistheoretische  Grundansicht  und  seine 
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ganz  andere  Ansicht  von  der  transzendentalen  Wahrheit  veran- 
laßten  Fries,  der  Lehre  von  den  transzendentalen  Ideen  sowohl 
in  bezog  auf  die  Ableitung  als  auf  die  Begründung  eine  ganz  an- 
dere Gestalt  zu  geben,  als  sie  bei  Kant  hatte;  damit  erhielt  zu- 
gleich die  Lehre  des  transzendentalen  Idealismus  eine  weit  festere 
Stellung.  Wir  wollen  versuchen,  dieses  Verhältnis  im  Kurzen 
darzustellen.  — 

Kant  hatte  die  drei  transzendentalen  Ideen  als  faktischen 
Besitz  der  menschlichen  Vernunft  aufgewiesen;  aber  es  hafteten 
seiner  Lehre  von  denselben  Mängel  an,  welche  gehoben  werden 
mußten,  um  ihr  eine  sicherere  Gestalt  zu  geben.  Analog  der 
Aufßndung  der  Kategorieen,  bei  welcher  ihm  die  Tafel  der  Urteils- 
formen als  Leitfaden  diente,  suchte  Kant  die  transzendentalen 
Ideen  aus  der  Form  der  Vernunftschlüsse  herzuleiten.  In  Wirk- 
lichkeit gelang  ihm  aber  diese  Ableitung  allein  dadurch,  daß  er 
das  Prinzip  der  Totalität  aller  Bedingungen  oder  der  Unmöglich- 
keit des  unendlichen  Regressus  hinzubrachte,  welches  ihm  jedoch 
von  nur  subjektiver  Bedeutung  blieb.  Die  objektive  Gültigkeit 
der  synthetischen  Grundsätze,  welche  wir  durch  die  Verbindung 
der  Kategorieen  mit  ihren  anschaulichen  Schematen  erhalten, 
glaubte  Kant  aus  der  vorausgesetzten  objektiven  Gültigkeit  der 
Erfahrungserkenntnis  beweisen  zu  können,  insofern  jene  synthe- 
tischen Erkenntnisse  die  notwendigen  Bedingungen  aller  Erfahrung 
sind.  Jene  Voraussetzung  langte  jedoch  nicht  hin,  die  objektive 
Gültigkeit  der  transzendentalen  Ideen  zu  beweisen;  denn  diese 
gehen  auf  das  Unbedingte  oder  die  Totalität  aller  Bedingungen. 
Da  die  Gegenstände,  welche  sie  uns  nennen,  in  keiner  Erfahrung 
gegeben  werden  können,  so  ist  die  spekulative  Vernunft  unver- 
mögend, die  objektive  Realität  derselben  darzutun.  So  ward 
Kant   zu   seiner   transzendentalen  Dialektik  oder  der  Lehre  vom 
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transzendentalen  Schein  geführt,  worin  er  zeigte,  daß  in  allen 
Versuchen ,  aus  den  Ideen  oder  reinen  Vernunftbegriffen  zu  s-vti- 
thetischen  Sätzen  zu  gelangen  und  diese  zu  beweisen,  die  Vernunft 
durch  einen  ihr  eigentümlichen  Schein  getäuscht  werde,  durch 
welchen  jene  Ideen  den  Anschein  der  Objektivität  erhielten. 
Kant  erklärte  deshalb  alle  Unternehmungen  der  spekulativen 
Vernunft,  mit  ihren  reinen  Begriffen  die  Erkenntnis  über  die 
Grenzen  der  Erfahrung  auszudehnen,  für  unzulässig.  Er  erkannte 
jedoch  den  Ideen  einen  regulativen  Gebrauch  zu,  indem  sie  von 
der  Vernunft  als  eine  Eegel  gebraucht  werden,  um  die  möglichste 
Vollendung  der  systematischen  Einheit  der  Erfahrungserkenntnis 
zu  erreichen.  So  erscheinen  bei  ihm  die  Ideen  als  die  höchsten 
Prinzipien  der  sj^stematischen  Einheit  in  der  menschlichen  Er- 
kenntnis, aus  denen  zwar  nicht  selbst  erkannt  wird,  denen  man 
sich  aber  in  immer  erweiterter  Erfahrung  mehr  und  mehr  nähern 
solle.  Die  Rechtfertigung  oder  den  Beweis  der  objektiven  Gül- 
tigkeit der  transzendentalen  Ideen  suchte  Kant  dann  in  der 
Kritik  der  praktischen  Vernunft  zu  geben,  worin  er  zeigte,  daß 
die  Ideen  mit  dem  unmittelbar  und  notwendig  gültigen  Sittenge- 
setze in  ähnlicher  Weise  zusammenhängen ,  wie  die  Kategorieen 
mit  der  Erfahrungserkenntnis.  — 

Wesentlich  anders  gestaltet  sich  die  Lehre  von  den  Ideen 
bei  Fries.  Er  verwirft  die  Ableitung  derselben  aus  der  Form 
der  Vernunft  Schlüsse ;  durch  die  Form  des  Urteils  wird  die  Ka- 
tegorie gedacht,  die  Idee  aber  nicht  durch  die  Form  des  Vernunft- 
schlusses :  dieser  ist  seiner  Form  nach  ein  analvtisch-hvpothetisches 
Urteil,  und  es  kann  deshalb  in  ihr  nichts  anderes  gedacht  werden, 
als  was  schon  durch  die  Form  des  Urteils  gedacht  ist.  Jenes 
Prinzip  der  Totalität  der  Bedingungen  oder  der  Unmöglichkeit 
des  unendlichen  Regressus,  durch  dessen  Hinzubringen  Kant  die 
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Al)loitimg:    der  Ideen    gelang,    macht    Fries    zum   Prinzip    seiner 
Ideenlehre.      Er  nennt  es  den  Grundsatz   der  Vollendung,    dessen 
Ausspruch  lautet :  Das  Wesen  der  Dinge  kann  nicht  unvollcndbar, 
sondern  muß  an  sich  vollendet  sein.     Fries    weist  in  der  Deduk- 
tion diesen  Grundsatz  als  das  hiichste  objektive  Prinzip  der  Ver- 
nunft,   als    den  synthetischen  Grundsatz  der  reinen  Vernunft  auf. 
In    der  Auffindung   der   transzendentalen  Ideen  wird  er  dann 
so    geführt:    Unsere    sinnlich    eingeleitete  Welterkenntnis    kommt 
zustande,  indem  die  Vernunft  den  mannigfaltigen  sinnesanschaulich 
gegebenen  Gehalt   durch  die  ihrer  reinen  Selbsttätigkeit  entsprin- 
genden   Formvorstellungen   —  reine    Anschauungen    und    Katego- 
rieen  —  verbindet    und    verknüpft.      Die  Kategorieen   oder  meta- 
physischen Grundbegriffe  erhalten  erst   dadurch,    daß    sie    in  der 
unmittelbaren  Erkenntnis    mit    ihren    reinanschaulichen  Schematen 
verbunden  sind,  Anwendung  auf  bestimmte  Erkenntnis  und  liegen 
so    als    die    formalen    synthetischen  Prinzipien    oder    die  höchsten 
Naturgesetze  unserer  empirischen  Erkenntnis  der  Welt  zugrunde. 
Diese   erhält   durch  den  reinanschaulichen  Schematismus  den  Cha- 
rakter der  Unvollendbarkeit,  so  daß  sie  uns  nur  Reihenfolgen  von 
Bedingungen  zeigt,  in  denen  jedes  Glied  von  dem  vorhergehenden 
abhängig  ist,  —  lauter  Reihen   mit    unendlichem  Regressus.      Da- 
gegen fordert  der  objektivgültige  Grundsatz  der  Vollendung,  daß 
das  Wesen  der  Dinge  vollendet    sei:    mit   unabweisbarer  Notwen- 
digkeit fordert    er    für  jedes  Wirkliche    eine  Totalität  der  Bedin- 
gungen,   die    allein    durch   das  Unbedingte   oder  Absolute  möglich 
ist.    Wir  müssen  deshalb  in  jenem  reinanschaulichen  Schematismus 
der  metaphysischen  Grundbegriffe,    an  welchen  unsere  Erkenntnis 
gebunden  bleibt,    eine  Schranke  anerkennen,    welche   uns   hindert, 
das  Wesen  der  Dinge  in  seiner  Vollendung,    das  Unbedingte  oder 
Absolute   selbst   zu   erfassen.     Von   diesem   haben   wir  nur  eine 
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Idee  d.  h.  eine  Vorstellung,  deren  Gegenstand  nicht  in  bestimmter 
Erkenntnis  gegeben  werden  kann. 

Mit  derselben  Notwendigkeit,  mit  welcher  die  Anschauungen 
von  Raum  und  Zeit  und  die  Kategorieen  in  der  menschlichen 
Vernunft  liegen,  gehört  ihr  auch  die  Idee  des  Absoluten;  sie  for- 
dert für  das  Wesen  der  Dinge  Aufhebung  der  an  unserer  sinnlich 
eingeleiteten  Erkenntnis  haftenden  Schranken  d.  h.  Negation  des 
mathematischen  Schematismus  und  absolute  Bestimmung  der  Ka- 
tegorieen, in  welcher  die  obersten  oder  idealen  Formen  der  Syn- 
thesis  —  die  transzendentalen  Ideen  wurzeln. 

Die  Deduktion  der  transzendentalen  Ideen  gibt  Fries,  wie 
schon  bemerkt,  zugleich  mit  derjenigen  der  Kategorieen;  sie 
weist  auch  die  Ideen  als  unmittelbare  reinvernünftige  Überzeu- 
gungen auf,  als  Formen,  in  denen  die  Grundvorstellung  der  ob- 
jektiven synthetischen  Einheit  vor  das  Bewußtsein  tritt.  Anwen- 
dung und  Bedeutung  in  der  menschlichen  Erkenntnis  erhalten  die 
Ideen  erst  durch  den  sittlichen  Schematismus ;  aber  ihre  Gültig- 
keit können  sie  nicht  erst  durch  die  moralischen  Beweise  erlangen. 
Durch  den  Nachweis  des  Ursprungs  der  transzendentalen  Ideen 
aus  der  vom  Grundsatz  der  Vollendung  geforderten  Verneinung 
der  Schranken  unserer  Erfahrungserkenntnis  löst  sich  der  dialek- 
tische Widerstreit  Kants  in  den  Gegensatz  zweier  verschieden- 
artiger Prinzipien  für  die  Auffassung  und  Beurteilung  der  Dinge, 
die  beide  der  Vernunft  mit  gleicher  Notwendigkeit  gehören.  Die 
Vernunft  ist  an  ein  Gesetz  der  sinnlichen  Anregung  gebunden; 
in  dieser  erhält  sie  allen  Gehalt  der  Erkenntnis.  Deshalb  legen 
sich  die  formalen  Prinzipien  des  sinnesanschaulichen  Erkennens 
mit  ihren  charakteristischen  Merkmalen,  Unvollendbarkeit  und 
Stetigkeit,  der  menschlichen  Erkenntnis  zugrunde  und  geben  in 
Verbindung    mit  den  metaphysischen  Grundbegriffen  ihr  den  Cha- 
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raktor  der  Natnrgcsctzlichkeit.  So  lebt  also  in  der  menschlichen 
Vernunft  festgegründet  und  unantastbar  gewiß  die  wissenschaft- 
liche Überzeugung.  Ihr  gegenüber  aber  macht  sie  in  der  Idee 
des  Absoluten  ein  anderes  Prinzip  der  Beurteilung  geltend,  welches 
der  Vernunft  mit  gleicher  Gewißheit  gehört;  auf  ihm  beruht  die 
Überzeugung  des  Glaubens.  Auf  dem  Gebiete  der  wissenschaft- 
lichen Erkenntnis  sind  die  transzendentalen  Ideen  von  schlechthin 
gar  keiner  Anwendung.  Fries  verwirft  hier  auch  auf  das  be- 
stimmteste jenen  regulativen  Gebrauch  der  Ideen,  welchen  Kant 
ihnen  zuerkannt  hatte.  Die  schematisierten  Kategorieen  sind  die 
wahren,  höchsten  Prinzipien  der  Wissenschaft,  denen  keine  Regu- 
lative übergeordnet  werden  können.  Trotz  aller  möglichen  Er- 
weiterung bleibt  die  wissenschaftliche  Erkenntnis  stets  im  Gebiet 
des  Unvollendbaren ,  und  sie  kann  nie  das  selbständige  Wesen, 
die  absolute  Ursache  oder  das  absolute  All  der  Dinge  erreichen. 
Jeder  Versuch,  den  transzendentalen  Ideen  hier  eine  Anwendung 
zu  geben,  ist  fehlerhaft.  Solange  die  Prinzipien  der  wissenschaft- 
lichen Ansicht  der  Dinge  und  der  Überzeugung  des  Glaubens 
nicht  scharf  aus  einander  gehalten  werden,  geschieht  es  gar  leicht, 
daß  die  letzteren  wegen  der  unmittelbaren  Notwendigkeit,  mit 
der  sie  der  menschlichen  Vernunft  gehören,  sich  in  die  wissen- 
schaftliche Beurteilung  einmischen  und  hier  zu  Fiktionen  führen, 
die  lange  täuschen  können,  zuletzt  aber  vor  der  mathematischen 
Klarheit  unserer  wissenschaftlichen  Xaturerkenntnis  sich  in  Nichts 
auflösen  müssen. 

Schematisierte  Kategorie  oder  Naturgesetz  und  Idee  des  Ab- 
soluten gehören  beide  als  objektive  synthetische  Prinzipien  der 
erkennenden  Vernunft.  Durch  ihren  Widerstreit  bildet  sich  sub- 
jektiv der  Gegensatz  zweier  Weltansichten  aus,  der  einer  Er- 
klärung bedarf.     Diese  gibt  der  transzendentale  Idealismus. 
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Kant  gründete  diese  Lehre  von  der  Unerkennbarkeit  der 
Dinge  an  sich  zunächst  auf  die  subjektive  Beschatfenheit  der  for- 
malen Bedingungen  der  menschlichen  Erkenntnis.  Wegen  ihres 
subjektiven  Ursprungs  sollten  Raum  und  Zeit  nicht  Bedingungen 
der  Möglichkeit  der  Dinge  an  sieb,  sondern  nur  ihrer  Erscheinung 
sein;  deshalb  sollten  sie  Gesetze  enthalten,  welche  nur  für  die 
Art,  wie  die  Dinge  den  Menschen  zur  Erscheinung  kommen,  nicht 
aber  für  das  wahre  Wesen  der  Dinge  selbst  gelten.  Diese  Be- 
gründung seines  Idealismus  war  indessen  unsicher  und  fehlerhaft  ; 
die  Erkenntnis  ihrer  Mängel  führte  deshalb  Viele  zur  Verwerfung 
jener  Lehre.  Fries  aber  sah  in  derselben  die  Hauptlehre  der 
ganzen  Metaphysik,  welche  allein  imstande  ist,  das  größte  Prob- 
lem der  menschlichen  Vernunft  in  befriedigender  Weise  zu  lösen, 
nämlich  das  Verhältnis  der  natürlichen  Ansicht  zur  idealen  An- 
sicht der  Dinge  aufzuklären.  Seine  Begründung  des  transzenden- 
talen Idealismus  ist  eine  wesentlich  andere  als  bei  Kant.  Nicht 
der  subjektive  Ursprung,  sondern  die  objektive  Beschaffenheit 
der  formalen  Bedingungen  des  menschlichen  Erkennens  ist  ihm 
die  Grundlage,  auf  welcher  sich  jene  Lehre  entwickelt.  In  seiner 
Deduktion  hatte  er  sowohl  die  formalen  Prinzipien  unserer  em- 
pirischen Erkenntnis,  als  die  Idee  des  Absoluten  als  besondere 
Formen  aufgewiesen,  in  welchen  sich  die  ursprüngliche  objektive 
synthetische  Einheit  der  erkennenden  Vernunft  ausspricht.  In- 
folge ihrer  Sinnlichkeit  ist  die  Vernunft  abhängig  von  einer  ihr 
fremden  Bedingung,  sie  ist  dem  Gesetze  der  sinnlichen  Anregung 
unterworfen,  in  welcher  sie  allen  Gehalt  der  Erkenntnis  erhält. 
Die  ihr  ursprünglich  gehörende  objektive  synthetische  Einheit  im 
Erkennen  muß  sich  demgemäß  der  sinnlich  eingeleiteten  Erkennt- 
nis in  einer   Form  zugrunde  legen,    welche    eine   immer   weitere 

Auffassung  jeder  möglichen  Anregung  zuläßt,  mithin  unvoUendbar 
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ist.  So  bedingt  die  Sinnlicbkcit  der  Vernunft  die  Unvollendbar- 
keit  der  Form  ibres  Erkennens.  Dieser  nun  setzt  die  Idee  des 
Absoluten  die  Forderung  entgegen,  daß  dem  wabren  Wesen  der 
Dinge  Vollendung  zukommen  müsse;  sie  zwingt  uns  also,  die 
Sinnlicbkcit  als  eine  Bescbränkung  der  erkennenden  Vernunft  auf- 
zufassen, und  ibre  unvollendbare  Form  als  das  Gesetz  der  Er- 
scbeinung  der  Dinge,  nicht  aber  als  das  Gesetz  ihres  Daseins  zu 
betrachten.  So  führt  uns  der  Gegensatz  zwischen  der  Unvollend- 
barkeit  unserer  mathematischen  Naturerkenntnis  und  der  Forderung 
der  Idee  des  Absoluten  dazu ,  der  Welt ,  wie  wir  sie  erkennen, 
die  Welt,  wie  sie  an  sich  beschaffen  ist,  entgegenzusetzen.  Wegen 
der  Immanenz  alles  menschlichen  Erkennens  ist  eine  positive  Er- 
kenntnis der  Welt ,  wie  sie  an  sich  beschaffen  ist ,  für  uns  ganz 
unmöglich ;  wir  können  uns  der  Schranken  unserer  Erkenntnis 
nicht  entledigen ,  ohne  diese  selbst  aufzuheben.  Aber  durch  die 
Idee  des  Absoluten  macht  sich  gegenüber  der  natürlichen  Ansicht, 
welche  die  Welt  unter  dem  Naturgesetz  faßt,  eine  ideale  Ansicht 
geltend,  in  welcher  wir  nach  den  transzendentalen  Ideen  an  das 
vollendete  Wesen  der  Dinge   glauben. 

Wer  im  alleinigen  Vertrauen  auf  die  Wahrheit  seiner  wissen- 
schaftlichen Erkenntnis  die  Wahrheit  der  Überzeugung  des 
Glaubens  verwirft,  der  übersieht,  daß  diese  wie  jene  auf  derselben 
Basis  ruht,  nämlich  auf  dem  Selbstvertrauen  der  Vernunft,  kraft 
dessen  sie  die  Wahrheit  jeder  Äußerung  ihrer  unmittelbaren  Selbst- 
tätigkeit behauptet.  Er  mißversteht  sich  selbst  und  sieht  nicht, 
daß  die  Prinzipien  der  idealen  Ansicht,  welche  auch  in  ihm  not- 
wendig und  mit  unmittelbarer  Gewißheit  leben,  sich  in  mancher- 
lei Gestalt  in  alle  seine  Beurteilungen  einmischen,  in  denen  sich 
wunderbare  Widersprüche  zeigen  würden,    wenn  er  versuchte,  sie 
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in  ilirem  ganzen  Zusammenhange  aus  der  Wissenschaft  und  ihren 
Gesetzen  zu  begreifen  und  zu  rechtfertigen. 

Die  Behauptung,  der  Gegensatz  der  natürlichen  und  der  ide- 
alen Ansicht  der  Dinge  ziehe  sich  unversöhnt  durch  Fries'  Phi- 
losophie, ist  nicht  richtig.  Die  Versöhnung  desselben  und  die 
einzig  mögliche  Verständigung  über  ihn  ist  in  der  Lehre  des 
transzendentalen  Idealismus  tatsächlich  gegeben,  welche  nach 
Fries  nicht  auf  dem  subjektiven  Ursprünge  der  Formen  unserer 
wissenschaftlichen  Erkenntnis,  sondern  auf  der  objektiven  Be- 
schaffenheit und  dem  in  ihr  gegründeten  Widerstreit  der  Prin- 
zipien des  Wissens  und  des  Glaubens  ruht.  Diese  Art  der  Be- 
gründung jener  wichtigen  Lehre  ist  von  den  meisten  übersehen 
oder  nicht  verstanden.  Deshalb  meint  denn  auch  der  jüngere 
Fichte,  mit  den  Einwendungen  gegen  die  Kantische  Lehre  zu- 
gleich Fries'   transzendentalen  Idealismus  überwunden  zu  haben. 

Die  Behauptung  der  Beschränktheit  des  menschlichen  Wissens 
ist  es,  welche  immer  wieder  die  Opposition  gegen  jene  Lehre 
hervorrief.  So  sagt  H.  J.  Fichte:  „Damit  bleibt  es  für  den 
Menschen  über  alle  großen  und  eigentlich  entscheidenden  Fragen 
der  Menschheit,  nach  dem  Wesen  Gottes,  nach  dem  An  sich,  der 
Ewigkeit,  der  menschlichen  Seele  bei  dem  traurigen  Bekenntnisse 
des  Nichtwissens  und  Nichtwissenkönnens,  der  absoluten  Unzu- 
länglichkeit.''' Allerdings;  aber  wir  möchten  das  Eingestehen 
eines  tatsächlichen  Verhältnisses  nicht  ein  trauriges  Bekenntnis 
nennen.  Eine  solche  Klage  würde  so  vergeblich  und  unberechtigt 
sein,  wie  diejenige  über  die  Hinfälligkeit  und  Vergänglichkeit  un- 
seres irdischen  Daseins.  Die  Einsicht  in  die  Natur  der  erkennenden 
Vernunft  zeigt  uns,  wie  in  der  notwendigen  Form  unseres  Wissens 
das  Gesetz  liegt,  daß  wir  mit  dem  Wissen  stets  nur  das  Bedingte 
zu  erfassen  vermögen,  daß  wir  ferner  nur  in  der  durch  die  Negation 
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der  Beschränktheit  unseres  Wissens  gegebenen  Überzeugung  dos 
Glaubens  uns  zum  Unbedingten  erheben,  und  daß  wegen  des  nega- 
tiven Ursprungs  der  transzendentalen  Ideen  eine  positive  Er- 
kenntnis des  Unbedingten  für  uns  ganz  unmöglich  ist. 

Der  transzendentale  Idealismus  ist  vielfach  so  mißdeutet  und 
mißverstanden,  als  behaupte  er,  unser  Wissen  gewähre  nur  einen 
subjektiven  Schein,  dem  keine  Realität  zukomme,  als  verwerfe  er 
das  Wissen  als  eine  subjektive  Vorstellungsart  und  ordne  ihm 
den  Glauben  in  der  Weise  über,  daß  nur  dieser  das  Reale  er- 
fasse. Das  Irrtümliche  dieser  Auffassung  wird  aus  dem  Gesagten 
klar  sein.  Der  transzendentale  Idealismus  leugnet  nicht  nur  nicht 
das  Dasein  der  Gegenstände  unserer  empirischen  Erkenntnis,  son- 
dern er  behauptet  ihre  Realität  auf  das  bestimmteste.  Die  Welt, 
deren  Erkenntnis  uns  durch  den  Sinn  eröffnet  wird,  ist  nach  ihm 
nicht  eitel  Trug  und  Schein,  sondern  die  Erscheinung  der  wahren 
Welt,  d.  h.  die  Auffassung  derselben  gemäß  der  unserer  sinnlichen 
Erkenntnis  notwendigen  Formen.  Diesen  Formen  aber  spricht  er 
wegen  ihrer  Unvollendbarkeit  die  Bedeutung  für  das  wahre  Wesen 
der  Dinge  ab.  Es  ist  dieselbe  Realität,  welche  wir  positiv  in 
den  Schranken  Raum  und  Zeit  erkennen ,  und  welche  wir  durch 
Negation  jener  Schranken  absolut  denken;  von  einer  anderen 
Realität  sprechen  zu  wollen,  hat  gar  keinen  Sinn,  da  uns  alle 
Realität  durch  die  Anschauung  gegeben  wird.  Mit  jenem  Idealis- 
mus Berkeleys,  welcher ,  um  Boden  für  die  freie  Geisteswelt 
zu  gewinnen,  die  Körperwelt  für  bloßen  Schein  erklärt,  hat  also 
der  transzendentale  Idealismus  nichts  gemein.  Dieser  setzt  nicht 
der  Sinncnwelt ,  als  einem  nur  subjektiven  Schein ,  eine  andere, 
wahre  Welt  entgegen,  sondern  er  gibt  für  den  Gegensatz  zwischen 
der  natürlichen  und  der  idealen  Ansicht  der  Dinge  diese  Lösung : 
in  jener  besitzt  die  Vernunft  nur   eine   infolge   ihrer  Sinnlichkeit, 
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also  subjektiv  beschränkte  Ansicht  der  Dinge,  —  in  dieser  erhebt 
sie  sich  durch  die  Negation  jener  Schranken  in  den  transzenden- 
talen Ideen  zur  Überzeugung  von  dem  wahren  und  vollendeten 
Wesen  der  Dinge.  Mit  gleicher  Gewißheit  leben  Glauben  und 
Wissen  in  der  menschlichen  Vernunft ;  der  transzendentale  Idealis- 
mus ordnet  aber  den  Glauben  in  dem  Sinne  dem  Wissen  über, 
daß  er  diesem  nur  eine  endliche  Wahrheit  zuschreibt,  nach  welcher 
uns  die  Welt  in  Raum  und  Zeit  der  Naturnotwendigkeit  unter- 
worfen und  der  Geist  als  abhängig  vom  Körper  erscheint,  — 
während  er  der  Überzeugung  des  Glaubens,  welche  sich  auf  das 
vollendete  Wesen  der  Dinge  bezieht,  eine  ewige  Wahrheit  zuer- 
kennt, nach  welcher  der  Geist  als  selbständig,  der  Wille  als  frei, 
und  das  All  der  Dinge  allein  durch  Gottes  Allmacht  besteht. 
Diese  ewige  Wahrheit  lebt  uns  im  Glauben  allein  kraft  unseres 
sittlichen  Selbstvertrauens  ;  wir  können  sie  weder  schauen ,  noch 
wissenschaftlich  erkennen.  Wer  die  ewige  Wahrheit  des  Glaubens 
wissenschaftlich  zu  entwickeln  versucht,  verfällt  notwendig  der 
Amphibolie  der  ReflexionsbegrifFe.  Es  gibt  also  keine  Wissen- 
schaft aus  den  Prinzipien  des  Glaubens  oder  den  Ideen.  Nicht 
in  theoretischem ,  sondern  nur  in  rein  ästhetischem  Urteile  ver- 
mögen wir  Gegenstände  Ideen  unterzuordnen ,  und  kraft  dieser 
Beurteilung  allein  ahnen  wir  in  der  Erscheinung  das  wahre  Wesen 
der  Dinge,  im  Endlichen  das  Ewige. 

Die  Lehre  des  transzendentalen  Idealismus  steht  im  Mittel- 
punkte der  Friesischen  Philosophie;  „sie  bringt  wohlverstanden 
die  Beendigung  der  ganzen  Geschichte  der  spekulativen  Metaphysik, 
indem  sie  uns  die  schulgemäße  Ausführung  jener  Paulinischen 
Lehre  der  Unterordnung  des  Wissens  unter  den  Glauben  bringt." 
Fries  zeigt,  daß  diese  Lehre  in  der  Tat  den  Schlüssel  zur  Auf- 
lösung jener  Gegensätze   gibt,   welche    das  Auseinandergehen    der 
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verschiedenen  Weltansiclitcn  bedingen  und  das  Gebiet  der  reinen 
Philosophie  so  lange  zur  Stätte  des  Kampfes  machen,  bis  es  ge- 
lungen ist.  den  zwischen  jenen  Weltansichten  herrschenden  Wider- 
streit zu  schlicliten.  — 

So  lange    als    mau    die    Natur    der    analytischen  Denkformen 
des  Verstandes  verkannte    und    das   Denken   für    eine    eigene  Art 
der  Erkenntnis  hielt,    so    lange  konnte   man   der  Hoffnung  leben,    ^ 
welche    das    logische    Ideal    der    früheren    Philosophie    war,    das 
Ganze  der  menschlichen  Erkenntnis  in  ein  wissenschaftliches  System 
zu  fassen  und  aus  einem  obersten  Grundsatze  herzuleiten.     Diese 
Hoffnung  muß  als  ein  Wahn  erkannt  werden,  sobald  man  einsieht, 
daß   der    Verstand    aus    sich   allein    nichts    zu    erkennen    vermag, 
sondern  daß  er  nur  anderweitig  gegebene,  daß  er  die  unmittelbare 
Erkenntnis  wiederholt    und   zum  Bewußtsein  bringt.     In   der  Or- 
ganisation   der  menschlichen  Vernunft   liegt    der  Grund,    weshalb 
sie  nicht  imstande   ist,    die   eine   Wahrheit  in   ein   geschlossenes 
System  wissenschaftlicher  Erkenntnis  zu  fassen,   sondern   von  ihr 
stufenweise     verschiedene    Ansichten    gewinnt.      Aus    zweifacher 
Quelle   fließt  unserer   unmittelbaren  Erkenntnis   aller  Gehalt   zu; 
der  äußere  Sinn  eröffnet  den  Blick  in   die  Welt  der  Materie,   der 
innere  in  das  Leben  des  Geistes.     So  werden   wir   also   gleichsam 
in  zwei  verschiedene  Welten  eingeführt,   deren  Einheit   wir  nicht 
wissenschaftlich  zu  begreifen ,    sondern   nur  in  der  Idee  zu  fassen 
vermögen.     Dieser   Gegensatz    zwischen   Körper   und  Geist,    ver- 
bunden mit  jenem  anderen,    von  der  Kritik   der  Vernunft    aufge- 
wiesenen, zwischen  den  Prinzipien  unseres  Wissens  und  denjenigen 
des    Glaubens,   bedingt   das   Auseinandertreten   der   verschiedenen 
Weltansichten,  welche,  mit  gleich  starken  Gründen  verteidigt,  in 
der  Geschichte  der  Philosophie  streitend  einander  gegenüberstehen. 
Die  kritische  Philosophie  entscheidet   hier  nicht  für  die  eine  oder 
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die  andere,  sondern  sie  zeigt,  daß  jeder  derselben  ein  Ansprach 
an  Wahrheit,  aber  nicht  in  unbeschränkter  Weise,  zakommt,  daß 
eine  jede  ihr  besonderes  Recht  in  einem  bestimmten  Kreise,  aber 
keine  den  Anspruch  an  die  volle  Wahrheit  besitzt.  Indem  eine 
jede  der  verschiedenen  Weltansichten  jedoch  diesen  Anspruch  er- 
hebt und  sich  auf  Kosten  der  übrigen  zu  der  alleinherrschenden 
zu  machen  sucht,  entbrennt  jener  Streit,  welcher  allein  dadurch 
geschlichtet  werden  kann,  daß  das  Gesetz  der  Nebenordnung  jener 
verschiedenen  Ansichten  aufgewiesen,  und  so  einer  jeden  das 
Eecht  zuerkannt  wird,  welches  ihr  infolge  ihrer  Erkenntnisweise 
und  der  ihr  zugrunde  liegenden  Prinzipien  zukommt.  Diese  Auf- 
gabe ist  allein  durch  die  vollendete  kritische  Philosophie  und  die 
ihr  gehörende  Lehre  vom  transzendentalen  Idealismus  gelöst ;  nicht 
mit  Unrecht  dürfte  hierin  ein  Zeugnis  für  die  Wahrheit  der 
Friesischen  Philosophie  zu  finden  sein!  — 


V. 


Jakob  Friedrich  Fries 
und  seine  jüngsten  Kritiker. 


Von 
Leonard  Nelson. 


Einleitung. 

Über  die  Wahrheit  in  der  Philosophie. 

Man   hat   in   neuerer  Zeit  von    einem    „Kant-Friesischen  Pro- 
blem'^ gesprochen.     Man  hat  dabei  an  die  von  Kuno  Fischer  in 
seiner  Prorektoratsrede  1862  erörterte  Frage  angeknüpft,  „ob  die 
Vernunftkritik  metaphysisch  oder  anthropologisch  sein  solle",  eine 
Frage,  die  gleichbedeutend  ist  mit  derjenigen,  ob  die  wahre  Fort- 
bildung der  von  Kant  begründeten  kritischen  Philosophie  beiden 
deutschen  Identitätsphilosophen    oder    bei  Fries    zu    suchen   sei. 
Kuno   Fischer   selbst   entscheidet  zwar  gegen  Friesens  anthro- 
pologische Auffassung  der  Kritik,  meint   indessen  doch,    daß  diese 
„anthropologische  Auffassung   der  Kritik  in   die  Entwicklung  der 
kritischen  Philosophie  gehöre",  und  daß  es  „von  großer  Bedeutung 
sei,  daß  ein  bedeutender  Denker  wie  Fries  sie  annahm  und  durch- 
führte."    „Verliere"  auch  infolge  dieser  Auffassung  „die  Vernunft- 
kritik ihre  ganze  Bedeutung",    so  sei  doch  die  Durchführung  der- 
selben „sein  großes,  geschichtlich  denkwürdiges  Verdienst."   Fragt 
man   aber   angesichts    dieser  Beurteilung:    „Wo    bleibt  die  Wahr- 
heit?", so  lautet  Fischers  Antwort:  Eine  „allzeit  fertige  Wahr- 
heit  kenne   der   echte  Geist  der  Philosophie  nicht",   in  der  Philo- 
sophie gelte  vielmehr  der  Satz  :   „Wahre  Probleme  sind  auch  Wahr- 
heit."    Und  „die  Frage,  ob  die  Vernunftkritik  metaphysisch  oder 
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anthropologisch  sein  solle",  sei  ein  solches  „echtes,  in  der  Ent- 
wicklungsgeschichte der  deutschen  Philosophie  seit  Kant  unver- 
meidliches Problem  ^" 

Eine  andere  als   eine  solche  problematische  Wahrheit   scheint 
in  der    Tat    Friesens    Beteiligung   an   der    Ausbildung   der    deut- 
schen Philosophie  seit  dieser  Darlegung  K  Fischers  nicht  mehr 
zuerkannt    worden   zu    sein.     Und    so  ist  seitdem  Friesens  Name 
und   Verdienst    in    der    wissenschaftlichen  Welt   nahezu    als    ver- 
schollen zu  betrachten.    Abgesehen  von  den  wenigen  litterarischen 
Erzeugnissen   der  Friesschen  Schule    und  von  einigen  Stellen,    an 
denen   einer    oder   der   andere  der   sogenannten  Neukantianer  der 
Friesschen    Wendung   der    Kritik    eine    wegwerfende    Bemerkung 
schenkt,    davon    abgesehen   kommt    fast  nur  einigen  jüngeren  Ge- 
lehrten  das  Verdienst  zu,   sich  der  Erhaltung  seines  Namens  an- 
genommen zu  haben.     Diese  haben,  im  Anschluß  an  K.  Fischer, 
es   sich   angelegen    sein   lassen,    in   besonderen    Darstellungen   die 
verkehrte   Art    seines    Philosophierens    den  Zeitgenossen   als   ab- 
schreckendes Beispiel  vorzuhalten  und  im  Vernichtungskampfe  gegen 
seine  rückschrittlichen  Tendenzen  ihre  jugendlichen  Kräfte  zu  er- 
proben. 

Bereits  der  erste  unter  diesen  hat,  nach  seiner  eigenen  Aus- 
sage, „nicht  bloß  den  Kernpunkt  der  Friesschen  Philosophie  ge- 
troffen, sondern  ist  der  Friesschen  Anmaßung  bis  in  ihre  letzten 
und  äußersten  Schlupfwinkel  gefolgt  l"     Dennoch  fühlten  sich  an- 

■  Kuno  Fischer.  Die  beiden  kantischen  Schulen  in  Jena.  Rede  zum  An- 
tritt des  Prorektorats,  den  1.  Februar  18G2.     S.  19  u.  20. 

2  Fritz  Freiherr  von  Wangeuhcim.  Verteidigung  Kants  gegen  Fries.  Inau- 
gural-Dissertation.    Halle  a.  S.    187G.    S.  7. 

Vgl.  auch :  Hermann  Strasosky.  Jacob  Friedrich  Fries  als  Kritiker  der 
kantischen  Erkenntnistheorie.  Eine  Antikritik.  luaugural-Dissertatiou.  Hamburg 
und  Leipzig  lb91. 
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dere  berufen,  den  Kampf  von  neuem  zu  beginnen,    sei  es  nun,  um 
dem   nur  Scheintoten   den   völligen  Garaus  zu  machen,  sei  es,  um 
den  Toten    auch  in  dem  Schlupfwinkel  seines  Grabes  aufzustören. 
Diese    sich   immer   wiederholenden  Widerlegungen   bieten    ein 
höchst  seltsames  Schauspiel.      "Warum  bedarf   es   immer  erneuter 
Prüfungen  und  Zurückweisungen  der  Friesschen  Anmaßung?   Steckt 
das  Friessche  Philosophem  so  voller  Irrtümer  und  Verkehrtheiten, 
daß  sie  sich  gar  nicht  in   absehbarer  Zeit   alle  ausrotten  lassen? 
Bedarf  es  vielleicht  darum  immer  weiterer  Polemik,  weil  des  Un- 
sinns   zu   viel   ist,    um   mit   ihm    gänzlich  aufzuräumen?     Ist  dies 
letztere    nicht   der  Fall,    ist  Fries  wirklich   endgültig  widerlegt, 
so  sollte  man  ihn  doch  ein  für  allemal  ad  acta  legen.     Die  Frage 
verlohnt  daher  einer  Prüfung,  ob  man,  nach  dem  heutigen  Stande 
der  Litteratur,  annehmen  darf,  daß  eine  solche  endgültige  Wider- 
legung stattgefunden  hat.     Läßt  sich  zeigen,  daß  die  Hinfälligkeit 
seines  Philosophems  bereits  bestimmt  erwiesen  ist ,  so  könnte  dieser 
Nachweis,   sollte  er  auch  sonst  kein  Interesse  beanspruchen,   doch 
insofern  nützlich  sein,  als  dadurch  zukünftigen  Forschern  die  Ar- 
beit   eines    abermaligen   Eingehens    auf   diesen    Fries    und    eine 
nochmalige  Auseinandersetzung  mit  ihm  erspart  würde. 

Denkt  man  an  Kuno  Fischers  Ausspruch:  eine  allzeit  fer- 
tige Wahrheit  kenne  der  echte  Geist  der  Philosophie  nicht,  so 
läßt  sich  freilich  die  Vermutung  nicht  abweisen,  daß  das  merk- 
würdige Schauspiel  der  nicht  enden  wollenden  Reihe  von  Wider- 
legungen der  Friesischen  Vernunftkritik  vielleicht  noch  einen  an- 
dern Grund  habe.  So  Recht  nämlich  auch  K.  Fischer  seiner 
Zeit  gehabt  haben  mag,  als  er  das  „tcq&tov  t^vdog"  der  Friesischen 
Kritik  und  die  „verwundbare  Stelle  an  ihrem  anthropologischen 
Grundgedanken^"    aufdeckte,     so    möchten    doch    vielleicht    jene 

»  a.  a.  0.  S.  18  f. 
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jüngeren  Kritiker  nicht  bedacht  haben,  daß  die  Zeit  der  Wahr- 
heit der  Fischerschen  Entdeckung  bereits  überschritten  gewesen 
sei.  Falls  diese  Vermutung  zuträfe,  würden  wir  den  in  der  Phi- 
losophie nicht  seltenen  und  sogar  den  echten  philosophischen  Geist 
jener  Fischerschen  Entdeckung  kennzeichnenden  Fall  vor  uns 
haben,  daß  der  Entdecker  die  Zeit  der  Wahrheit  seiner  eigenen 
Entdeckung  überlebt  habe.  In  diesem  Falle  würde  das  Bedürfnis 
einer  stets  fortgesetzten  Erneuerung  der  Kritik  der  Friesischen 
Philosophie  in  der  Unzulänglichkeit  dieser  Kritik  eine  unge- 
zwungene Erklärung  finden. 

Diese  Vermutung  wird  auch  noch  durch  eine  andere  Erwä- 
gung nahe  gelegt.  Fries  war  nämlich,  wie  einer  seiner  jüngsten 
Kritiker  in  einem  ,,das  Ganze  zusammenfassenden  Urteil  über 
ihn"  treffend  sagt,  ein  „Wissenschaftler"  ^,  speciell  ein  Mathema- 
tiker und  Katnrwissenschaftler.  Seine  ganze  Arbeit,  soweit  sie 
dem  Gebiete  der  theoretischen  Philosophie  angehört,  ist  der 
Grundlegung  der  mathematischen  Naturwissenschaft  gewidmet. 
Seine  eigenen  Leistungen  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik,  der 
Astronomie,  der  Physik  und  der  Physiologie  wurden  von  den 
großen  Mathematikern  und  Naturforschern  seines  Zeitalters,  von 
Männern  wie  Gauß,  Mobius,  Schlömilch,  Alexander 
von  Humboldt  und  Schieiden  außerordentlich  hoch  geschätzt. 
In  der  Mathematik  und  in  den  Naturwissenschaften  gilt  aber 
nicht  der  Satz,  daß  wahre  Probleme  auch  AVahrheit  seien  und 
daß  es  keine  allzeit  fertige  Wahrheit  gebe.  Der  Mathematiker  und 
Naturforscher  sucht  die  Wahrheit  nicht  in  den  Problemen,  son- 
dern  einzig    und   allein   in   der   Auflösung    der   Probleme.     Diese 


'  A.  Hermann  Leser.  Die  zwei  Ilauptmomente  der  kritischen  Methode 
Kants  und  ihr  Verhältnis  zur  Methode  von  Fries.  Inaugural-Dissertation.  Dres- 
den lUUÜ.    S.  29. 
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"\^''alirlieit  gewinnt  er  durch  Anschauung  und  durch  Induktion  aus 
Experiment  und  Beobachtung,  und  wenn  er  sie  einmal  gefunden 
hat,  so  bleibt  sie  ihm  unabänderlich  stehen,  unbekümmert  um  alle 
Spekulationen  der  Philosophen.  Was  daher  vor  hundert  Jahren 
mathematische  und  naturwissenschaftliche  Wahrheit  war,  ist  es 
auch  noch  heute.  Und  so  könnte  sich  denn  vielleicht  bei  einer 
Prüfung  herausstellen,  daß  Friesens  Arbeiten,  so  fremd  sie  jenem 
echten  philosophischen  Geiste  auch  sein  mögen,  vielleicht  gerade 
für  die  principiellen  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Ange- 
legenheiten unserer  Tage  sich  desto  wertvoller  erweisen. 

I. 

Fries'  Verhältnis  zur  genetischen  Methode  ^ 

Es  ist  gemeinhin  die  Ansicht  verbreitet,  es  sei  eine  Forderung 
der  wissenschaftlichen  Gerechtigkeit,  sich  bei  einem  philosophischen 
Streit  auf  den  Standpunkt  des  Gegners  zu  versetzen  und  auf 
seine    Voraussetzungen    einzugehen.      Diese    Forderung    erscheint 


^  Die  "Werke  von  Fries  citiere  ich  mit  folgenden  Abkürzungen : 

V.  d.  P.  z.  M.  —  Über  das  Verhältnis  der  empirischen  Psychologie  zur  Me- 
taphysik. In  Carl  Christian  Erhard  Schmids  Psychologischem  Magazin.   3.  Bd.  1798. 

R.  F.  u.  S.  —  Reinhold,  Fichte  und  Schelling.    1803. 

N.  K.  d.  V.i  —  Neue  Kritik  der  Vernunft.    3  Bde.    1807. 

N.  K.  d.  V.2  —  Neue  oder  anthropologische  Kritik  der  Vernunft.  2.  Auflage. 
1828—31. 

S.d.L.  —  System  der  Logik.    1.  Aufl.  1811,  2.  Aufl.  1819,  3.  Aufl.  1837. 

E.  —  Handbuch  der  praktischen  PhUosophie.    1.  Teil.   Ethik.    1818. 

Ps.  A.  —  Handbuch  der  psychischen  Anthropologie.  1.  Aufl.  1820—21 ;  2. 
Aufl.  1837—39. 

M.  N.  —  Die  Mathematische  Naturphilosophie.    1822. 

P.  S.  —  Polemische  Schriften.   1824. 

S.  d.  M.  —  System  der  Metaphysik.    1824. 

G.  d.  Ph.  —  Die  Geschichte  der  Philosophie.   2  Bde.    1837—40. 

Abhandlungen  der  Fries'schen  Schale.    I.  Bd.  J-O 
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uns  indessen  nirgend  so  ungerechtfertigt  wie  gerade  in  der  Philo- 
sophie. Denn  den  richtigen  Standpunkt  überhaupt  erst  zu  ge- 
winnen und  die  richtigen  Voraussetzungen  zuerst  aufzufinden, 
möchte  eben  die  Hauptschwierigkeit  in  der  Philosophie  sein,  und 
somit  auch  dasjenige,  um  das  zu  streiten  vorzüglich  der  Mühe 
lohnt.  Hat  man  nämlich  erst  einmal  den  rechten  Standpunkt  ein- 
genommen, so  dürfte  alles  weitere  verhältnismäßig  leichtes  Spiel 
sein;  denn  ist  man  erst  im  Besitz  der  richtigen  Voraussetzungen, 
so  beschränkt  sich  das  noch  übrige  Geschäft  in  der  Philosophie 
—  wo  es  doch  nicht,  wie  in  anderen  "Wissenschaften,  darauf  an- 
kommt, den  allgemeinen  Voraussetzungen  erst  aus  der  Erfahrung 
das  Feld  ihrer  Anwendungen  zu  verschaffen  —  lediglich  darauf, 
die  Konsequenzen  aus  denselben  zu  ziehen,  die  doch  mit  jenen 
Voraussetzungen  stehen  und  fallen.  Hat  man  sich  über  den  Stand- 
punkt und  den  Ausgangspunkt  des  Schließens  geeinigt,  so  wird 
man  sich  mit  gutem  Willen  auch  bald  über  die  Entwicklung  der 
Resultate  einigen  können.  Damit  also  diese  Entwicklung  der 
Hesultate  einen  Zweck  und  Wert  erhalte,  wird  es  nötig  sein,  zuvor 
den  Ausgangspunkt  sicher  zu  stellen.  Dieser  wird  daher  in  einem 
wissenschaftlichen  philosophischen  Streite  zunächst  allein  den  Ge- 
genstand der  Untersuchung  bilden  müssen.  Das  heißt  aber  nichts 
anderes  als :  aller  wahrhaft  fördernde  Streit  in  der  Philosophie 
wird  der  Streit  um  die  rechte  Methode  zu  philosophieren  sein, 
und  man  wird  das  Streiten  um  die  Resultate  so  lange  aussetzen 
müssen,  bis  man  sich  darüber  geeinigt  hat,  auf  Grund  welcher 
Methode  man  zu  den  Resultaten  gelangen  will. 

Nach  dieser  Regel  werden  wir  den  Streit  um  die  Friesische 
Philosophie  zu  beurteilen  haben.  Wir  werden  also  zunächst  nur 
fragen,  ob  die  von  Fries  befolgte  Methode  bisher  widerlegt 
worden  ist.    Kommen  wir  zu  dem  Ergebnis,   daß  die  Behauptung 
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von  Fries'  Gegnern,  er  habe  in  seiner  Methode  zu  philosophieren 
fehlgegriffen,  zu  Recht  besteht,  so  sind  wir  damit  zugleich  aller 
Mühe  überhoben,  noch  ferner  auf  die  Kritik  der  Resultate  seines 
Systems  einzugehen. 

Die  Frage  nach  der  richtigen  Methode  zu  philosophieren  ist 
in  neuerer  Zeit  wiederholt  zum  Gegenstande  besonderer  Erörte- 
rungen gemacht  worden.  Dabei  handelt  es  sich  überall  um  einen 
Gegensatz  zweier  Grundansichten,  der  unter  verschiedenen  Namen 
als  der  Streit  der  metaphysischen  und  anthropologischen  ^  der 
objektiven  und  subjektiven^,  der  kritischen  und  genetischen^,  der 
erkenntnistheoretischen  und  psychologischen*  oder  der  transcen- 
dentalen  und  psychologischen^  Methode  sich  geltend  gemacht  hat. 
Auf  die  Methode  von  Fries  hat  man  bei  diesen  Erörterungen  im 
allgemeinen  keine  Rücksicht  genommen.  Wo  sein  Name  erwähnt 
wird,  da  geschieht  es  nur  beispielsweise,  um  einen  Repräsentanten 
der  genetischen  Methode  oder  des  „Psychologismus"  zu  nennen. 
So  ist  von  den  Anhängern  der  „transcendentalen  Methode"  ohne 
Ausnahme  über  ihn  als  einen  Vertreter  des  „Psychologismus"  das 
Verdammungsurteil  gesprochen  worden.  Einer  Definition  dieses 
Terminus  hat  man  sich  dabei  allerdings  allemal  überhoben.  Wir 
werden  indessen  wohl  nicht  fehlgehen,  wenn  wir  annehmen,  daß 
dadurch  nicht  eine  psychologische  Lehre  als  solche  bezeichnet 
werden  soll,   sondern   nur  diejenige  tatsächlich  psychologische 


*■  K.  Fischer  a.  a.  0. 

^   P.   Natorp.     Über  objective  und  subjective  Begründung  der   Erkenntnis. 
Philosoph.  Monatshefte.    Bd.  XXIII.    Heft  5  u.  6.    1887. 

'  "W.  Windelband.    Präludien.    1884.   Kritische  oder  genetische  Methode? 

*   C.  Stumpf.     Psychologie   und  Erkenntnistheorie.     Abhandl.  der  phil,  bist. 
El.  d.  Kgl.  BajT.  Akad.  der  Wiss.   XIX.  Bd.    S.  465—516. 

^   M.  Scheler.     Die    transzendentale  und  die  psychologische  Methode.    Eine 
grundsätzliche  Erörterung  zur  philosophischen  Methodik.   1900. 
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Lehre,  die  mit  dem  Anspruch  auftritt,  eine  philosophische  zu 
sein.  Psychologismus  wäre  danach  der  Standpunkt  aller  derer, 
die  die  Philosophie  als  eine  psychologische  Wissenschaft  auszu- 
bilden suchen.  So  wird  man  z.B.  die  Behauptung  von  Lipps, 
die  Logik  sei  eine  psychologische  Disziplin  ^,  als  psychologistisch 
zu  bezeichnen  keine  Bedenken  tragen. 

Ich  führe  zunächst  zum  Beleg  des  Gresagten  einige  Beispiele 
an.  Cohen  urteilt  über  Fries  unter  anderm  folgendermaßen : 
„Die  Beziehung  der  Philosophie  auf  mathematische  Naturwissen- 
schaft hat  unter  den  Kantianern  vorzugsweise  Jacob  Friedrich 
Fries,  in  willkürlicherem  Verhältnis  auch  Johann  Friedrich  Her- 
bart vorgeschwebt  ....  Wie  dieses  Verhältnis  jedoch  zu  ge- 
winnen und  zu  fixieren  sei,  das  haben  Beide,  wie  sehr  sie  im  Ein- 
zelnen auseinandergehen,  gemeinsam  verfehlt  ....  Sie  gehen  da- 
rauf aus,  ein  Seelengemälde  von  den  Vorgängen  im  Erkennen  zu 
entwerfen,  suchen  darin  die  Selbständigkeit  philosophischer  Arbeit 
und  füllen  die  Metaphysik  wieder  mit  eigenen  Ausgeburten  an, 
anstatt  die  Grundlagen  der  Wissenschaft  keusch  zu  empfangen, 
und  in  der  kritischen  Charakteristik  derselben  die  erzeugende 
Mitwirkung  der  Metaphysik  zu  rekognoscieren  ....  Es  fehlt  ihnen 
der  Begriff  der  kritischen  Methode.  Diese  Methode  ist  die  trans- 
cendentale '*.  —  Windelband  läßt  sich  bei  seiner  Darstellung 
des  Gegensatzes  der  kritischen  und  der  genetischen  Methode  fol- 
gendermaßen vernehmen:  „Der  Psychologismus,  wie  ihn  etwa  die 
Fries  und  Beneke  darstellen,  oder  wie  er  sich  in  der  völker- 
psychologischen Richtung  neu  entwickelt  hat,  verdankt  die  große 
Überlegenheit ,  die  er  den  entsprechenden  früheren  Theorieen 
gegenüber     zweifellos     besitzt,    lediglich    dem    Anschluß    an     die 

*  Theodor  Lipps.    Grundzüge  der  Logik.    1893.   §  3.   S.  1. 
2  a.  a.  ü.  S.  579  f. 
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kritlsclie  Philosophie.  Das  ist  die  Größe  des  Kantianismus ,  daß 
er  alle  seine  Gegner  veredelt  hat. "  ^  —  Ganz  ähnlich  äußert  sich 
Dr.  Max  Scheler:  „Fries,  der  die  psychogenetische  Methode 
auf  die  Aprioritätslehre  Kants  im  Geiste  von  Leibniz  an- 
wandte ,  fand  noch  keine  so  bestimmte  Gegnerschaft  von  solchen 
vor ,  welche  die  transz  endentale  Methode  allein  als  die  rechte 
Methode  der  Erkenntnistheorie  behaupteten ,  als  daß  sich  seine 
Methode  rein  dabei  herausgebildet  hätte."  ^  —  Und  in  der  neuesten 
Beurteilung  der  Friesischen  Philosophie  lesen  wir:  „Dem  Gegen- 
satz zwischen  Psychologismus  und  Neukantianismus  in  der  gegen- 
wärtigen Philosophie  entspricht  der  Gegensatz  zwischen  der  „Neuen 
Kritik  der  Vernunft"  von  Fries  und  der  Kantischen  Vernunftkritik, 
so  wie  sie  von  der  Mehrzahl  der  Ausleger  aufgefaßt  wird."  ^ 

Den  Grund ,  auf  den  die  genannten  Autoren  diese  Urteile 
über  Fries  stützen ,  habe  ich  in  den  Schriften  von  Fries  nicht 
ausfindig  zu  machen  vermocht.  Vielmehr  weisen  alle  mir  bekannt 
gewordenen  Äußerungen  von  Fries  auf  eine  strenge  Unterschei- 
dung psychologischer  und  philosophischer  Erkeuntnisweise.  Was 
insbesondere  die  genetisch-psychologische  Methode  in  der  Philo- 
sophie, betrifft  so  hat  sich  Fries  wiederholt  mit  unverkennbarer 
Deutlichkeit  gegen  deren  Vertreter  unter  seinen  Zeitgenossen 
erklärt ;  und  seine  eigene  Methode  bestimmt  er  gelegentlich 
geradezu  negativ  durch  den  Gegensatz  gegen  die  der  genetischen 
Psychologie.  Sie  ist  „keine  Geschichte  der  Vernunft,  wie  sie  sich 
im  Kinde  zum  Erwachsenen ,  zum  Greise  entwickelt ,  wie  sie  mit 
Wachen  und  Schlafen  erscheint,  wie  sie  nach  Mann  und  Weib, 
nach  Konstitution,  Volk  und  Race  sich  nuanciert,  oder  wie  sie  in 


»  a.  a.  0.  S.  248.  ^  a.  a.  0.  S.  34. 

8  Dr.  Theodor  Elsenhans.    Das  Kant-Friesische  Problem.    1902.    S.  1. 
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körperlichen  und  Geisteskrankheiten  verletzt  und  zerstört  wird. 
Dieses  sind  Aufgaben  für  die  psychische  Anthropologie,  wir  suchen 
hingegen  eine  Beschreibung  der  Vernunft,  um  zu  einer  Theorie 
derselben  zu  gelangen  .  .  /^  —  Gegen  Beneke  erklärt  Fries 
sich  folgendermaßen:  „Beneke  setzt  bei  dem  Vorwurf  gegen 
mich,  daß  ich  das  Ende  zum  Anfang  mache,  voraus,  daß  die  Psy- 
chologie genetische  Gesetze  des  Geisteslebens ,  die  Gesetze  der 
Entstehung  desselben  geben  solle,  aber  das  wird  immer  eine 
Täuschung  bleiben.  Nur  den  schon  zu  einer  gewissen  Reife  ge- 
diehenen Geist  kann  ich  in  mir  beobachten,  über  die  Entwicklung 
des  Geistes  von  der  ersten  Kindheit  herauf  kann  ich  nur  Hypo- 
thesen machen  und  diese  selbst  nur  verstehen  durch  die  Ver- 
glcichung  mit  dem  schon  zu  größerer  Reife  gediehenen  Leben  .  .  . 
Ich  kami  also  B  e  n  e  k  e  s  Hoffnung ,  auf  seinem  Wege  der  Psy- 
chologie ein  ganz  neues  Heil  zu  bereiten,  gar  nicht  teilen,  mir 
scheint  vielmehr,  daß  er  auf  eine  ganz  irrige  "Weise  zu  dem 
Empirismus  der  engländischen  Schule  zurückgekehrt,  und  uns 
Leibnizianern  untreu  geworden  ist.  Seine  Methode  bringt  ihn 
nämlich  ganz  um  die  großen  Vorteile,  welche  die  Psychologie  von 
der  Kritik  der  Vernunft  erhalten  hat.  Ich  will  mich  bemühen, 
ihn  auf  diesen  entscheidenden  Punkt  aufmerksam  zu  machen.  Der 
feste  Wiederhalt  aller  unsrer  geistigen  Selbsterkenntnis  liegt 
einzig  in  dem  Gedankengerüste  der  synthetischen  notwendigen 
Wahrheiten,  deren  wir  uns  nur  mit  Bewußtsein  überhaupt 
(nach  der  Kantischen  Benennung)  bewußt  werden,  welches  Bewußt- 
sein überhaupt  in  jeder  Behauptung  eines  Urteils  lebt  und  uns 
nicht  eine  Geistestätigkeit  zeigt ,    welche   uns   gestern  oder  heute 


'  N.  K.  d.  V.  Einleitung. 
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oder  irgend   zu   bestimmter   Zeit  zukommt,    sondern   die    unserm 
Geiste  schlechthin  gilt  für  alle  Zeit  oder  vielmehr  ohne  dabei  der 
Wandelbarkeit    der   Zeit    zu    gedenken.      Ihre   klarsten   Beispiele 
sind    die     einleuchtenden    mathematischen    Wahrheiten ,     (so    wie 
Pia  ton  im  Dialog  Menon  lehrt,  was  ich  meine,)  aber  in  gleicher 
Weise    gehören    dahin    auch    alle    philosophischen    Überzeugungen 
vom  Wahren  und  Guten.     Dieses  Bewußtsein  überhaupt  und  seine 
notwendigen    Wahrheiten    wird    Beneke    mit    seiner   genetischen 
Psychologie    nie    erreichen.      Spreche   er    nun    von    präformierten 
oder  prädeterminierten  Vermögen  des  Geistes  .  .  .,   er   wird  sich 
nie   den    zeitlichen    Ursprung    dieser    Erkenntnisse    und    Überzeu- 
gungen  in    dem  menschlichen  Geiste    zu  erklären    vermögen.     Sie 
sind  ganz  unabhängig    von    den    sinnlichen  Anreizungen   und  Ent- 
wicklungen  in    unsrer  Vernunft    gegründet   und    werden    mit  Be- 
wußtsein überhaupt  in  uns  zur  Einsicht  gebracht,  nicht  als  etwas 
jetzt  erst  uns  zufallendes,  sondern  schlechthin  als  unser  ursprüng- 
liches Eigentum.      Wir  beobachten    diese    notwendigen    Grundbe- 
stimmungen   unsrer    Geistestätigkeiten    im    denkend    entwickelten 
Leben,  aber  ihre  Entstehung  ist  gar  nicht  wissenschaftlich  zu  er- 
fragen,   sondern  des  Sokrates  Weisheit,    die    eigene  Unwissen- 
heit kennen  zu  lernen,  ist  hier  allein  zur  Stelle  .  .  ."^ 

Ähnlich  äußert  sich  Fries  in  seiner  Geschichte  der  Philo- 
sophie: „Aber  das  versteht  Herr  Beneke  wieder  nicht,  weil  ihn 
seine  unglückliche  genetische  Psychologie  irre  macht.  So  versteht 
er  Kants  Ausdruck  ,Erkenntnis  rein  a  priori'  gar  nicht.  Er 
hält  ihn  für  einen  genetischen  Begriff  dessen,  was  wir  früher  als 
alle  Erfahrung  erkennen  sollen  und  sagt  dann  mit  Fug  und  Recht, 
solche  Erkenntnisse  gebe  es  genau  genommen  für  das  menschliche 
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Erkenntnisvermögen  nicht.  Kants  Erkenntnisse  rein  a  priori 
gelten  aber  weder  vor  noch  nach  der  Erfahrung,  sondern  in  der 
Erfahrung,  aber  nicht  durch  Wahrnehmung  und  Beobachtung. 
Notwendige  Wahrheiten  sind  gar  nicht  zeitlich  entstanden  im 
menschlichen  Geist,  sondern  sie  gelten  mit  Bewußtsein  über- 
haupt und  sind  ursprünglich  im  menschlichen  Erkenntnisver- 
mögen gegründet.  Kants  Ausdruck  a  priori  geht  gar  nicht 
subjektiv  auf  den  Anfang  unsrer  Vorstellungen, 
sondern  bezeichnet  eine  Erkenntnisweise,  welche  Bestimmungen 
eines  Gegenstandes  erkennen  läßt,  ohne  daß  diese 
zuvor  beobachtet  worden  wären.  So  gelten  die  geo- 
metrischen Gesetze  rein  a  priori  nicht  nur  an  unsrer  Erde,  son- 
dern in  allen  Himmelsräumen,  nicht  nur  heute  oder  morgen,  sondern 
schlechthin,  ohne  alle  Rücksicht  auf  den  Zeitverlauf.  ^Die  Ge- 
setze der  allgemeinen  Gravitation  gelten  z.  B.  so  gut  für  die 
unbekannten  wie  für  die  bekannten  Planeten;  darum  konnte 
gleichsam  auf  den  ersten  Blick  Bode  die  Bahn  des  Uranus,  Gauß 
die  der  Ceres  bestimmen.  Ein  solches  ursprüngliches  Eigentum 
unsers  Erkenntnisvermögens  sind  also  die  Anschauungen  a  priori 
und  bestimmen  deswegen  für  sich  nur  Erkenntnisse  mit  Bewußt- 
sein überhaupt."  ^ 

Auch  im  Streite  gegen  Her  hart  kehren  dieselben  Einwen- 
dungen wieder :  „Her  hart  hat  sich  von  Anfang  an  von  Ficht  es 
Phantasie  leiten  lassen,  daß  alle  menschliche  Erkenntnis  aus  dem 
sich  selbst  Setzen  des  Ich  abzuleiten  sei.  Dies  führte  ihn  auf 
seine  Hypothese,  daß  die  Seele  ein  einfaches,  gestörtes  Wesen 
sei  und  somit  zu  seiner  genetischen  Psychologie,  in  welcher  die 
Macht  der  anschaulichen  Erkenntnis  ganz  verkannt,  das  Bewußt- 
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sein  überhaupt  nicht  beachtet  ist  und  darum  die  Erkenntnis 
der  allgemeinen  und  notwendigen  Wahrheiten  als  eine  in  der 
menschlichen  Vernunft  zeitlich  entstandene  nachgewiesen  werden 
soll.  Stolz  erhebt  er  sich  neulich  über  Kant,  indem  er  sagt : 
,wer  nochan  dem  Vorurteil  hängt ,  das  Räum  liehe  sei  simultan  , 
folglich  auch  die  Vorstellung  des  Räumlichen  ohne  Succession, 
der  enthalte  sich  aller  Fragen  an  die  Psychologie  in  Bezug  auf 
das  Räumliche.  Die  Kantische  Meinung  von  den  sogenannten 
reinen  x\nschauungen  a  priori,  als  Schätzen,  worin  alle  räumlichen 
und  zeitlichen  Konstruktionen  enthalten  wären,  so  daß  man  sie 
nach  Belieben  herausgreifen  könne,  hatte  alle  Untersuchung  dieser 
Gegenstände  unterdrückt;  aus  dieser  Befangenheit  mußte  man 
zuerst  herausgehen'.  Mit  diesem  Traum  mußte  sich  Her  hart  in 
die  leere  dogmatische  Metaphysik  zurück  verirren.  Kant  da- 
gegen wird  immer  recht  behalten  .  .  ."  ^ 

Diese  Stellen  sind  insofern  von  besonderem  Interesse,  als  sie 
gerade  gegen  diejenigen  gerichtet  sind,  mit  denen  Fries  ge- 
meinhin —  wie  die  obigen  Beispiele  zeigen  —  in  eine  Klasse  ge- 
stellt worden  ist,  nämlich  in  die  Klasse  der  Vertreter  der  der 
Kantischen  Methode  entgegengesetzten  genetischen  Psychologie. 
Auch  bei  Elsenhans  lesen  wir:  „Aus  dem  Kreise  der  selb- 
ständigeren Vertreter  seiner  [Fries]  methodologischen  Richtung 
verdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden  F.  E.  Beneke, 
der  die  psychologische  Methode  in  konsequenter  Weise  fortbildete 
und  weiter  ausdehnte  .  .  .  Die  anthropologische  oder  psycholo- 
gische Auffassung  der  Vernunftkritik,  welche  Fries  begründete, 
hat  daher  eigentlich  erst  in  Beneke  ihren  völlig  konsequenten 
Vertreter  gefunden."  ^ 
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Demgegenüber  können  wir  aus  den  angeführten  Stellen  diesen 
Schluß  ziehen:  Fries  ist,  weit  entfernt,  ein  Anhänger 
der  genetisch-psychologischen  Methode  zu  sein, 
vielmehr  ihr  entschiedener  Gegner. 


n. 

Fries'  Verhältnis  zum  Psychologismus. 

Also  war  Fries  nicht  Psychologist?  Dies  aus  den  oben  an- 
geführten Äußerungen  zu  schließen  wäre  voreilig.  Hat  man  doch 
neuerdings  vielfach  von  einer  „transcendentalpsychologischen" 
Methode  gesprochen,  als  von  einem  „durchaus  notwendigen  Gliede'' 
sogar  „der  Kantischen  Beweisführung"  ^  Der  Beweis,  daß  Fries' 
Lehre  nicht  Psychologismus  in  dem  oben  definierten  Sinne  ist 
und  zwar  auch  nicht  „Transcendentalpsychologismus",  erfordert 
daher  eine  weitere  Untersuchung.  Um  ihn  zu  erbringen,  wird  es 
notwendig  sein,  nachzuweisen,  daß  bei  Fries  eine  strenge  Schei- 
dung zwischen  psychologischer  und  philosophischer  Erkenntnis- 
weise herrscht.     Dieser  Nachweis  ist  unschwer  zu  führen. 

Die  Psychologie  ist  eine  empirische,  die  Philosophie  eine 
rationale  Wissenschaft.  Die  Wahrheiten  der  Psychologie  sind 
zufällige  Tatsachen ,  die  der  Philosophie  notwendige  Gesetze. 
Die  Gegenstände  der  ersteren  sind  Sache  der  Kenntnis,  die  der 
letzteren  sind  Sache  der  Einsicht.  Die  Psychologie  ist  eine  in- 
duktive Naturwissenschaft,  die  Philosophie  eine  reine  Vernunft- 
wissenschaft. —  Hat  Fries  diesen  Unterschied  gekannt  ? 

Hören  wir  zunächst ,  wie  Fries  über  das  Verhältnis  der 
Logik  zur  Psychologie  urteilt  ^ : 
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„Die  Erklärung  der  Logik  als  einer  Wissenschaft  von  den 
allgemeinen  Gesetzen  des  Denkens  ist  zweideutig,  denn  verstehen 
wir  unter  diesen  Denkgesetzen  nur  die  Regeln,  nach  denen  unser 
Verstand  begreift,  urteilt,  schließt  und  Systeme  baut,  so  ist  dies 
kein  Thema  für  Philosophie ,  sondern  nur  für  empirische  Anthro- 
pologie, wir  können  hier  nur  aus  innerer  Erfahrung  antworten. 
Logik  hingegen  soll  formale  Philosophie  sein,  und  notwendige  Ge- 
setze über  das  "Wesen  der  Dinge  überhaupt,  und  nicht  einzelne 
Regeln  über  die  Denkweise  unsers  Verstandes  enthalten.  Logik 
als  philosophische  Wissenschaft  ist  daher  nur  Analytik,  System 
der  analytischen  Urteile,  die  Denkgesetze  sind  hier  nicht  nur 
subjektiv  die  Gesetze,  nach  denen  wir  denken,  sondern  objektiv 
die  Gesetze  der  Denkbarkeit  eines  Dinges  ...  Es  würde  hier 
zu  weit  führen,  wenn  wir  geschichtlich  nachweisen  wollten,  welche 
Folgen  die  Verwechselung  dieser  anthropologischen  und  philoso- 
phischen Ansicht  der  Logik  gehabt  hat." 

Demgemäß  unterscheidet  Fries  in  seiner  Logik  die  philo- 
sophische Logik  von  der  anthropologischen.  Von  der  letzteren 
heißt  es:  „Ihre  Hauptfrage  ist:  wie  kommen  Begriff  und  Denken 
unter  die  Tätigkeiten  des  menschlichen  Geistes?  wie  verhalten 
sie  sich  zu  den  übrigen  Tätigkeiten  des  Erkennens  und  wie 
stimmen  sie  mit  diesen  zur  Einheit  der  lebendigen  Tätigkeit  unsers 
Geistes  zusammen?  Diese  Art  logischer  Untersuchungen  fragt 
nur  nach  der  Natur  des  menschlichen  Verstandes,  sie  gehört  also 
zur  Innern  Sebstbeobachtung  des  Menschen.  Diese  anthropologische 
Logik  ist  unwillkürlich  mit  allen  Teilen  der  Logik  verflochten 
und  vermengt  bearbeitet  worden.  Das  Verhältnis  und  der  Unter- 
schied dieser  beiden  logischen  Erkenntnisweisen  ist  bisher  noch 
nie  richtig  verstanden  worden  .  .  .  Auf  der  entgegengesetzten 
Seite  verlor  sich  in  der  englischen  Schule  und  bei  denen,    die   in 
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Frankreich  und  unter  uns  ihr  folgten,  alle  Philosophie  und  somit 
auch  die  philosophische  Logik  ganz  in  empirische  Psychologie. 
Kant  fing  bei  uns  zuerst  an ,  diese  entgegengesetzten  Einseitig- 
keiten der  Vereinigung  zur  Wahrheit  näher  zu  bringen."  Es 
„wäre  höchst  ungereimt,  die  Grundsätze  der  philosophischen  Logik, 
die  notwendigen  Grundgesetze  der  Denkbarkeit  der  Dinge  durch 
empirische  Psychologie,  d.  h.  durch  Erfahrungen  beweisen  zu 
wollen"  '. 

Was  das  Verhältnis  der  Metaphysik  zur  Psychologie  betrifft, 
so  finden  wir  darüber  bei  Fries  unter  anderm  folgende  Äußer- 
ungen : 

„Suchen  wir  den  Überblick  der  ganzen  Aufgabe  für  die  Fort- 
bildung der  K  an  tischen  Lehre,  für  die  spekulative  Philosophie, 
so  ist  für  die  Dialektik  die  Hauptsache,  daß  die  metaphysische 
Erkenntnis  a  priori  von  der  psychisch-anthropologischen  Selbst- 
beobachtung unterschieden  werde"  ^.  „Über  der  erfahrungsmäßigen 
Ausbildung  der  Psychologie  ist  den  Engländern  und  Franzosen 
die  Kenntnis  der  Metaphysik  fast  ganz  verloren  gegangen"  ^ 

Ausführliche  Erörterungen  gibt  Fries  über  den  Unterschied 
der  induktiven  Methode  der  empirischen  Psychologie  von  der  spe- 
kulativen Methode  der  Metaphysik,  So  heißt  es  von  H  e  r  b  a  r  t : 
„Er  unterscheidet  nicht  die  induktorische  Methode,  welche  auf 
der  Erfahrung  selbst  ruht  und  durch  Vergleichung  der  Beobach- 
tungen Naturgesetze  entdeckt,  von  der  kritischen,  die  durch  Abs- 
traktion nachdenkend  findet ,  welche  allgemeine  und  notwendige 
AVahrheiten   unsre  Vernunft   bei    der   Beurteilung   gegebener  Er- 
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fahrungen  voraussetzt  und  anwendet"  ^  —  „Das  regressive  Ver- 
fahren enthält  zwei  Hauptfälle  der  Anwendung  unter  sich.  Der 
erste  ist  der  hier  betrachtete  der  Spekulation  oder  der  kri- 
tischen Methode,  durch  welche  wir  nämlich  in  reinen  Vernunft- 
erkenntnissen vermittelst  der  Zergliederung  unsrer  eignen  Gedanken 
aufsuchen,  aus  welchen  allgemeinen  Regeln  und  Begriffen  ihre 
ersten  Voraussetzungen  bestehen.  Die  andere  regressive  Methode 
hat  es  hingegen  mit  empirischen  Erkenntnissen  zu  tun;  sie  geht 
in  Erfahrungswissenschaften  von  den  Beobachtungen  aus  und  sucht 
aus  diesen  nach  Wahrscheinlichkeiten  allgemeine  Regeln  zu  be- 
stimmen, von  denen  die  Gesetzmäßigkeit  dieser  Erscheinungen 
abhängt.  Diese  Methode  heißt  die  induktorische,  weil  wir 
diese  Beweise  allgemeiner  Gesetze  vermittelst  der  Beobachtung 
durch  die  Induktionen  d.  h.  durch  den  Schluß  von  vielen  Fällen 
auf  die  Einheit  der  Regel  zu  führen  haben"  'K 

Über  Kant  heißt  es:  „Ihm  konnte  durch  seine  Methode  die 
Verteidigung  der  Erkenntnis  a  priori  nur  dadurch  gelingen,  daß 
er  einen  von  der  Induktion,  von  der  Methode  der  engländisch- 
französischen  Erfahrungsphilosophie  wesentlich  verschiedenen  Re- 
gressus  befolgte.  Dieses  ist  nämlich  der  der  spekulativen  Methode, 
der  Zergliederung  unsrer  Gedanken.  Wir  haben  oben  gezeigt,  wie 
diese  kritische  Methode  allein  uns  wahrhaft  über  unsre  philoso- 
phischen Erkenntnisse  aufzuklären  und  durch  ihre  Deduktion  deren 
Principien  rechtfertigen  könne;  wie  dagegen  die  Induktion  nur 
den  Erfahrungswissenschaften  diene,  um  empirische  Naturgesetze 
zu  erforschen"  ^.  ;,Aus  diesem  wird  man  einsehen,  daß  die  Möglich- 
keit der  induktorischen  Methoden  selbst  schon  die  rein  vernünftige 
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Erkenntnis  in  Philosophie   und  ]\Iathematik  voranssetze,    daß  man 
also  zu  deren  Ausbildung  anderer  Methoden    bedürfe,    und    dieses 
sind   eben   die   regressiven    der   Kritik    der   Vernunft"  K  —    „Ich 
sehe  für  diesen  Streit  die  Forderung  als  höchst  wichtig  an:    eine 
bessere  Theorie    der  Induktionen    zu   finden,    als    die   gewöhnliche 
engländisch-französische,    und  ich   meine   diese  gefunden  zu  haben. 
Die  Induktion  beruht  nicht  nur  auf  Zusammenstellung  von  Wahr- 
nehmungen ,    sondern    ihre    wahre    Schlußkraft    liegt    in    leitenden 
Maximen,    welche  sie  voraussetzt  und  durch  welche  sie  von  Prin- 
cipien  a  priori  abhängig  wird.     Die  Induktion  ist  also  auch  nicht 
das  höchste,  überhaupt  kein    unabhängiges  Begründungsmittel 
allgemeiner  Behauptungen,    sondern   dafür   kommen  wir  auf  Leib- 
nizens  ersten  Satz  gegen   Locke    zurück:    Erkenntnisse  a  priori 
findet  der  Verstand  durch  Abstraktion  und  nicht  durch  Induktion. 
Die  Induktion  für  sich  könnte  keine  Begriffe  in  unsre  Erkenntnis 
einführen,    die  nicht  schon  in  der  Wahrnehmung  liegen,    wenn  sie 
sich   nicht    selbst  auf  a  priori  erkannte  leitende  Maximen  stützte. 
So  fordert  unsre  Urteilskraft  a  priori  die  Gültigkeit  der  Kausal- 
begriffe   als  Bedingungen  der  Möglichkeit  der  Erfahrung  und  nur 
kraft  dieser  Voraussetzung  kann  die  Induktion  sie  anwenden"  ^.  — 
„Allgemeine  Gesetze  lernen  wir  zuerst  immer  nur  durch  Abstrak- 
tionen  von    einzelnen  Erfahrungen,    durch    einen   regressiven  Ge- 
dankengang kennen.     Aber  diese  Abstraktion  ist  von  zwei  wesent- 
lich  verschiedenen  Arten.     In    den    Fällen   des    spekulativen 
Verfahrens  ist  sie  eine  Zergliederung  unsers  eignen  Gedankens 
und  macht  uns  klar,  welche  allgemeine  und  notwendige  Wahrheiten 
jeder  Mensch  bei  dieser  oder  jener  Art  von  Beurteilungen  unver- 
meidlich  als    wahr   voraussetze.      Dieses   sind  die   Erkenntnisse 
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a  priori  und  aus  ihnen  bilden  sich  die    reinen    Theorieen    der 
Wissenschaften.      Die    andern  Fälle   hingegen   sind  die  Fälle   des 
induktorischen  Verfahrens.     Hier  erraten  wir  mit  Hülfe 
von    unvollständigen  Induktionen  Naturgesetze,    die    nur    aus  Er- 
fahrungen folgen,    aus    diesen  bewiesen    werden    müssen,    und    die 
wir  nicht  a  priori    erkennen.      Aus    solchen  Gesetzen   bilden    sich 
die    empirischen    Theorieen.      Wir    erkennen  z.B.  bis   jetzt 
die  Gesetze,    nach  denen  sich  die  Lichtstrahlen  bewegen,    die  Ge- 
setze der  Elektricität   und    viele  andere  auf  diese  letztere  Art"  ^ 
In    seiner  „Geschichte    der  Philosophie''    wendet  sich   Fries 
mit  besonderer  Ausführlichkeit  gegen  das  Vorurteil,    das  „die  er- 
fahrungsmäßige Selbsterkenntnis   des  Ich  mit  der  allgemeinen  und 
notwendigen  metaphysischen  Erkenntnis  verwechseln  läßt"  ^.  „Unsre 
Schule    wird    nicht   eher  zu  einer  gesunden  Fortbildung  der  Kan- 
tischen Lehre  gelangen,  als  bis  dieser  Fehler  allgemein  eingesehen 
und  überwunden  wird.     Schon  diejenigen  unter  Kants    Schülern, 
welche  lehrten,  die  Tatsachen  des  Bewußtseins  seien  die  Principien 
der  Philosophie,    verwickelten   sich  weiter  in  die  falsche  Abstrak- 
tion vom  Vorurteil  des  transcendentalen,    denn  die  Tatsachen  des 
Bewußtseins    sind    wol    die    Anfänge    der    kritischen    Erkenntnis, 
aber  nicht  die  Principien  der  Metaphysik.     Reinhold  aber  wandte 
diesen  Fehler    am    schärfsten    epistematisch    um    in  seinen  Unter- 
suchungen   über   die  Fundamente   des  philosophischen  Wissens  .  .  . 
Diese   Betrachtung    führte    ganz    natürlich   auf   die  Verwechslung 
des  psychologischen   und  metaphysischen   im  Begriff  des  transcen- 
dentalen,  und  da  Reinhold   diesen  Fehler  nicht  gewahr  wurde, 
so  verstrickte  er  sich  ganz  in  demselben.      So    wurde   er  auf  den 
Fehler    des    Tschirnhausen    zurückgeführt,    in  unbestimmten 
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psycliologisclion  Formeln .  aus  denen  sich  gar  keine  scliarfen  Ab- 
leitungen machen  lassen ,  die  hüchsten  Principien  der  Philosophie 
zu  suchen''  ^ 

Bereits  in  seiner  ersten  philosophischen  Veröffentlichung 
finden  wir  Fries  im  Streite  gegen  Reinholds  Vermengung 
psychologischer  Erkenntnisse  mit  philosophischen^: 

„  .  .  ,  Aber  wie  gelangte  er  zu  diesem  obersten  Punkt  der 
Abstraktion?  In  der  Zergliederung  selbst  liegt  nichts,  was  ihr 
eine  Grenze  setzte.  Er  fand  einen  Punkt ,  der  seiner  Meinung 
nach  der  oberste  wäre;  aber  eben  hierin  tadeln  ihn  Fichte  und 
Schelling,  welche  noch  weiter  gegangen  sind  als  er.  Meiner 
Meinung  nach  hingegen,  war  schon  Reinhold  über  das  Ziel 
einer  metaphysischen  Zergliederung  hinaus.  Der  allgemeinste 
Begriff  ist  offenbar  der  eines  Gegenstandes  überhaupt,  d.  h.  der 
einer  Vorstellung,  so  weit  dies  Wort  mit  jenem  gleichbedeutend 
ist.  Reinhold  ging  aber  von  da  zum  Begriff  einer  Vorstellung, 
sofern  dies  etwas  ganz  vom  Gegenstand  verschiedenes  bezeichnet, 
über  und  gelangte  so  zum  Begriff  des  Bewußtseins  und  somit  in 
eine  Sphäre  von  Erkenntnissen,  welche  der  metaphysischen  ganz 
heterogen  ist.  Denn  statt,  daß  er  vorher  schon  bei  den  allge- 
meinsten ontologischen  Begriffen  war,  so  gelangte  er  nun  (und 
doch  sollte  dies  durch  Zergliederung  geschehen)  zu  dem  vereinzelten 
Begriff  eines  bestimmten  Gegenstandes  der  Innern  Wahrnehmung, 
eines  Bewußtseins.  Was  ihn  nun  über  die  Grenze  der  Meta- 
physik in  die  Psychologie  hineintrieb ,  ist  leicht  zu  übersehen  .  .  . 
Da  er  also  auf  psychologischem  Boden  das  oberste  Princip  der 
Philosophie  aufsuchte,  so  ist  klar,  daß  er  notwendig  dem  ganzen 
Gebäude    eine  Tatsache   aus    innerer  Erfahrung   zu  Grunde  legen 
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mußte.  Diese  sollte  aber  doch  Erkenntnis  a  priori  gewähren,  und 
so  wurde  endlich  Erkenntnis  a  priori  überhaupt  zu  einem  Teil 
der  Erkenntnis  aus  innerer  Erfahrung." 

Denselben  Vorwurf  erhebt  Fries  gegen  F  i  c  h  t  e  s  Wissen- 
schaftslehre :  „  .  .  .  Seine  Idee  ist  folglich  aus  einer  Vermischung 
und  Verwechselung  von  "Wissenschaftskunde,  Philosophie  und  An- 
thropologie entstanden  ...  Es  soll  also  bei  ihm  eine  Wissenschaft 
aus  innerer  Erfahrung  nach  einer  ihr  ganz  heterogenen  Methode 
notwendiger  und  allgemeiner  Erkenntnisse  behandelt  werden"  ^ 
„Der  Zusammenhang  des  Ganzen  zeigt  uns,  daß  Fichte  eigent- 
lich die  Principien  für  eine  Theorie  der  Organisation  unsrer  Ver- 
nunft geben  wollte,  um  daraus  die  synthetische  Einheit  im  Systeme 
unsrer  Erkenntnisse  abzuleiten,  daß  er  aber  verleitet  durch  jene 
Idee  versuchte,  einer  anthropologischen  Wissenschaft,  welche  sich 
also  auf  innere  Erfahrung  gründet,  die  logische  Form  einer  phi- 
losophischen Wissenschaft  zu  geben,  welche  es  nicht  mit  einzelnen 
Tatsachen,  sondern  mit  allgemeinen  und  notwendigen  Regeln  in 
abstracto  zu  tun  hat"  ^  —  „Ferner  er  sah  laut  obigem  das  unmittel- 
bare Bewußtsein  der  innern  Tätigkeiten  des  Ich  nicht  als  sinnlich, 
sondern  als  unmittelbare  intellektuelle  Anschauung  an,  er  ver- 
wechselte also  innere  Anschauung,  die  doch  sinnlich  ist,  mit  in- 
tellektueller Anschauung.  Dadurch  mußten  ihm  notwendig  viele 
G-egenstände  der  Anthropologie,  die  doch  Erfahrungswissenschaft 
ist,  die  Gestalt  des  rein  Spekulativen  annehmen.  Philosophie  und 
erfahrungsmäßige  Kenntnis  der  Vernunft  mußten  bei  ihm  verworren 
gedacht  werden"  ^  —  „Indem  Fichte  aber  diese  einfachen  Rück- 
schritte im  Gebiete  der  Anthropologie  tat,  glaubte  er  in  den 
schwierigsten  Gegenden  der  Philosophie  zu  sein.     Es  zeigen   sich 
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dalior  auch  durch  das  ganze  S3'stem  Gegenstünde  dieser  Anthro- 
pologie, welche  aber  immer  nach  einer  philosophisch  gemeinten 
Methode  behandelt  werden.  Fichte  verfährt  ganz  nach  den 
Reinholdischen  Ideen  über  System  der  Philosophie,  er  hätte 
aber  im  weitern  Fortschritte  doch  wohl  bemerken  müssen,  daß  er 
es  mit  nichts  andern  als  einer  verkünstelten  empirischen  Anthro- 
pologie zu  tun  habe".  —  „Die  Verwirrung  zwischen  philosophischen 
und  anthropologischen  Begriffen  mußte  hier  noch  weit  größer 
werden  als  bei  E-einhold,  sie  brachte  die  dunkle  zweideutige 
Sprache  hervor,  die  sich  so  oft  mit  identischen  oder  gar  wider- 
sprechenden Sätzen  zu  tun  macht,  in  denen  nicht  der  Buchstabe, 
sondern  der  Geist  gilt,  weil  er  durchaus  die  Art  der  Erkennt- 
nisse verkannte,  mit  denen  er  es  eigentlich  zu  tun  hat"  ^ 

Und  auch  Schellings  Philosophem  beruht  nach  Fries  nur 
auf  der  Fortführung  desselben  Grundfehlers:  „Schelling  irrt, 
wenn  er  seinen  Gegensatz  des  Subjektiven  und  Objektiven  diesem 
Gegensatz  des  Spinoza  gleichsetzen  will,  der  letztere  ist  rein 
spekulativ  ,  der  erstere  aber  nur  durch  den  R  e  i  n  h  o  1  d  ischen 
Mißgriff,  wodurch  ihm  die  Idee  seiner  Elementarphilosophie  ent- 
stand, in  die  Spekulation  hineingezogen  worden,  da  er  doch  für 
sich  durchaus  empirisch  ist"  ^ 

Ich  habe  diese  Stellen  ausführlich  angeführt ,  weil  das ,  was 
sie  uns  über  Fries'  Verhältnis  zum  Psychologismus  lehren ,  das 
Gewicht  fast  sämtlicher  Darstellungen  der  Geschichte  der  Philo- 
sophie, die  seit  hundert  Jahren  erschienen  sind,  gegen  sich  hat 
und  die  Fehlerhaftigkeit  einer  Beurteilungsweise  aufdeckt,  die  sich 
bis  auf  diesen  Tag  traditionell  fortgeerbt  hat.  Die  angeführten 
Stellen   beweisen   mit   unzweideutiger   Bestimmtheit, 
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(laß  Fries  nicht  nur  selbst  nicht  Psychologist  ge- 
wesen ist,  sondern  sogar  den  Psychologismus  seiner 
Zeitgenossen  auf  das  lebhafteste  bekämpft  und  in 
der  Befreiung  von  ihm  das  wahre  Heil  für  die  Fort- 
bildung der  Philosophie  gesucht  hat. 


m. 

Fries'  Verhältnis  zur  transcendentalen  Methode. 

Wenn  somit  urkundlich  bewiesen  ist,  daß  Fries  nicht 
Psychologist  ist ,  so  fragt  sich  nunmehr ,  ob  seine  Methode  die 
transcendentale  ist.  Er  selbst  —  soviel  können  wir  zunächst 
feststellen  —  hat  sein  Verfahren  nie  so  bezeichnet,  er  nennt  es 
vielmehr  überall  das  kritische:  Ich  bemerke  hier  nebenbei,  daß 
auch  bei  Kant  die  Bezeichnung  „transcendentale  Methode'^,  meines 
Wissens,  nicht  vorkommt.  Wo  Kant  sonst  das  Wort  „transcen- 
dental"  gebraucht  hat,  da  hat  er,  veranlaßt  durch  seine  Zwei- 
deutigkeit und  den  Unfug,  der  schon  zu  seinen  Lebzeiten  mit 
diesem  Worte  getrieben  wurde,  das  Wort  „kritisch"  an  seine 
Stelle  zu  setzen  vorgezogen.  Die  Schule  der  sogenannten  Neu- 
kantianer hat  sich  seiner  Wiedereinführung  um  so  eifriger  ange- 
nommen. Aber  schwerlich  wird  man  für  dieses  Wort  bei  seinen 
neueren  Liebhabern  eine  genaue  und  scharfe  Definition  finden. 
Fragt  man  nach  seiner  Bedeutung,  so  ist  die  übliche  Antwort  die : 
es  bezeichne  den  Gegensatz  zum  Psj-chologismus.  Verlangt  man 
aber  eine  Erklärung  des  Psychologismus ,  so  erhält  man  die  Aus- 
kunft: der  Psychologismus  sei  ein  grundverkehrter  und  verwerf- 
licher Standpunkt,  denn  er  sei  dem  Transcendentalen  gerade  ent- 
gegengesetzt. 

17* 
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Die  neueste  und  relativ  ausführlichste  Darstellung  der  „trans- 
cendentalen  Methode"  findet  sich  in  der  Schrift  von  Dr.  Max 
Scheler:  Die  transcendentale  und  die  psychologische  Methode. 
Auch  in  dieser  Schrift  wird  mit  dem  Wort  transcendental  ope- 
riert, ohne  daß  eine  Definition  desselben  vorkäme.  Indessen  stellen 
sich  doch  im  Verlaufe  der  Untersuchung  einige  „Charakterzüge" 
der  transcendentalen  Methode  heraus.  Ich  werde  mich  dieser 
Charakteristik  der  transcendentalen  Methode  bedienen,  um  die 
Frage  zu  untersuchen,  ob  man  die  Friesische  Methode  —  dieser 
Charakteristik ,  als  der  einzig  vorliegenden ,  gemäß  —  als  trans- 
cendental zu  bezeichnen  habe. 

„Der  erste  wesentliche  Charakterzug  der  transcendentalen 
Methode  ist"  nach  Scheler*  „im  scharfen  Gegensatz  zum  vor- 
kritischen Rationalismus  ihre  reduktive  Art.  Zu  gegebenen 
Tatsachen  sollen  Gründe  gesucht  werden.  Der  ältere  Rationalis- 
mus verfuhr  progressiv".  —  Ist  dieser  „erste  wesentliche  Charak- 
terzug der  transcendentalen  Methode"  auch  ein  Charakterzug  der 
Methode  von  Fries? 

Fries   selbst  gibt  uns  die  Antwort  auf  diese  Frage: 

„Es  wird  ein  regressiver  Gang  der  Untersuchung 
erfordert,  dessen  allgemeiner  Charakter  Fortschritt  vom  Besondern 
zum  Allgemeinen ,  Reduktion  der  Erkenntnis  auf  ihre  Prin- 
cipien  ist.  In  diesem  letztern  ist  ohne  Unterschied  allein  das 
Leben  der  Wissenschaft,  der  progressive  Fortschritt  ist  nur  totes 
Resultat"  K 

„Das  Wesen  der  Spekulation  besteht  darin,  daß  die  gewöhn- 
liche Erkenntnis  durch  Zergliederung  auf  ihre  ersten  und  allge- 
meinsten   apodiktischen  Anfänge   zurückgeführt  wird,    von   denen 
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man  nachweist,  daß  sie  in  jeder  einzelnen  Anwendung  in  der  Tat 
schon  im  allgemeinen  als  wahr  vorausgesetzt  werden.  Wir  heben 
das  Gresetz  in  seiner  Allgemeinheit  aus  der  Erkenntnis  heraus, 
welches  wir  in  der  einzelnen  Anwendung  täglich  brauchen.  Wir 
beweisen  nichts  durch  die  Spekulation,  sondern  wir  machen  uns 
nur  deutlich,  woraus  wir  eigentlich  gemeinhin  alle  unsre  Beweise 
zu  führen  pflegen.  Wenn  z.  B.  jemand  ohne  Widerrede  behauptet, 
ein  Gefäß  müsse,  nachdem  es  der  Künstler  gegossen  hat,  eben  so 
viel  wiegen,  als  das  rohe  Metall  wog,  ehe  der  Künstler  ihm  die 
Form  gab;  so  zeigt  die  Spekulation,  daß  dieser  unbewußt  schon 
die  Richtigkeit  des  metaphysischen  Grundsatzes  von  der  Beharr- 
lichkeit der  Substanz  voraussetze,  und  nur  hieraus  sein  einzelnes 
Urteil  ableite.  Nämlich  nur,  weil  er  die  Masse  des  Metalls  als 
Substanz,  und  die  Begriffe  von  Substanz  und  Beharrlichkeit  als 
notwendig  verknüpft  ansieht,  urteilt  er,  das  Gewicht  dieser  be- 
stimmten Masse  sei  unveränderlich.  Eben  so,  wenn  jemand  einen 
einzelnen  Stein,  weil  er  fällt,  für  schwer  erklärt,  setzt  er  darin 
schon  voraus  die  notwendige  Verknüpfung  der  Begriffe,  Verän- 
derung und  Wirkung  nach  dem  Gesetze  der  Kausalität. 

„Erst  wenn  die  Spekulation  vollendet  ist,  sind  wir  im  Stand, 
das  System  der  Wissenschaft  in  der  Unterordnung  des  Besondern 
unter  seine  Principien  durch  Definition  und  Beweis  dogmatisch 
aufzustellen,  welches  nur  das  tote  Geschäft  der  Subsumtion  ist"  K 

„Die  Regeln  der  philosophischen  Spekulation  sind  die  Regeln 
der  kritischen  Methode.  Das  Allgemeinste,  welches  hier  als 
Princip  aufgewiesen  wird,  ist  das  Schwerste,  am  wenigsten  Evi- 
dente und  doch  Unerweisliche.  Es  muß  also  hier  jeder  Schüler, 
der  eigne  Einsicht  erlangen  will,  die  Rückschritte  der  Spekulation 
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vom  gemeinen  Bewußtsein  zu  den  höheren  Abstraktionen  erst 
selbst  mit  gemacht  haben ,  ehe  er  zum  Verständnis  des  Systems 
durchdringen  kann  .  .  .  Die  meisten  Philosophen  halten  es  für 
Unrecht,  ihre  Spekulationen  öffentlich  mitzuteilen,  sie  meinen,  es 
zieme  sich  nur,  das  vollendete  System  der  öffentlichen  Prüfung 
vorzulegen.  Dadurch  aber  wird  gerade  der  richtige  Gesichtspunkt 
der  Beurteilung  ganz  verschoben.  Evidenz  fehlt  den  Anfängen 
eines  philosophischen  Systems  unvermeidlich,  weil  sie  die  höchsten 
Abstraktionen  sind,  das  Publikum  kann  also  nur  entweder  die 
handwerksmäßige  Brauchbarkeit  der  Resultate  für  Theologie,  Po- 
litik oder  Medizin  zum  Maßstab  der  Beurteilung  nehmen,  oder  die 
sogenannte  Konsequenz ,  nach  der  man  oft  das  lächerliche  Lob 
austeilen  hört:  der  Mann  behauptet  freilich  die  größten  Absurdi- 
täten, aber  er  bleibt  sich  doch  konsequent"  ^. 

„Die  philosophische  Methode  der  Erfindung  ist  einzig  die  zer- 
gliedernde. "Wir  nennen  sie  die  kritische  Methode  ..  .  Wir 
haben  gefunden ,  das  Erklären  und  Beweisen ,  das  Ableiten  aus 
Principien  überhaupt  ist  in  der  Philosophie  nicht  die  Hauptsache, 
sondern  gerade  das  Aufsuchen  der  richtigen  Principien  lohnt  allein 
der  Mühe  ....  Die  Regeln  der  philosophischen  Erfindung  sind 
also  folgende:  1)  Beobachte  man,  wo  die  menschliche  Vernunft 
sich  Urteile  anmaßt,  ohne  diese  auf  Anschauung  zu  gründen. 
Überall,  wo  dies  geschieht,  müssen  wir  ein  Thema  philosophischer 
Untersuchungen  erhalten,  denn  dies  war  eben  das  Eigentümliche 
der  philosophischen  Erkenntnis.  So  kommen  wir  auf  die  Fragen 
nach  dem  Wahren,  Guten  und  Schönen.  2)  Bei  jedem  einzelnen 
Thema  dieser  Art  sehe  man  zu,  welche  Fälle  auf  diese  Weise  be- 
urteilt werden,   man   sammle  diese  nach  denselben  allgemeinen  in 
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ihüen  vorwaltenden  Begriffen  und  sehe  zu,  welche  Grundvoraus- 
setzungen es  eigentlich  sind,  aus  denen  hier  die  Urteile  fließen. 
Darin  besteht  das  "Wesen  der  philosophischen  Zergliederung  oder 
Regression  .  .  .'^  \ 

„Die  kritische  Methode  wird  sich  also  von  der  entgegenge- 
setzten darin  unterscheiden,  daß  sie  in  Sachen  der  freien  Speku- 
lation immer  unmittelbar  analytisch  oder  zergliedernd,  niemals 
gleich  synthetisch  oder  ableitend  verfährt,  indem  sie  jedesmal 
zuerst  vom  konkreten  einzelnen  zum  allgemeinen  fortschreitet, 
niemals  gleich  allgemeine  Formen  auffaßt,  welche  sich  der  Faß- 
lichkeit der  gemeinen  Erfahrung  entziehen.  Deswegen  setzte 
Kant,  der  Erfinder  der  kritischen  Methode  in  der  Philosophie, 
dem  Kriticismus  den  Dogmatismus  entgegen,  indem  für  die  Kritik 
das  allgemeine  Dogma  erst  das  Resultat  ist,  dagegen  der  Dogma- 
tiker  unmittelbar  davon  ausgeht.  Fichte  hat  also  diesen  Begriff 
ganz  mißdeutet,  wenn  er  dem  Dogmatismus  den  Idealismus  ent- 
gegensetzt. Idealismus  und  Realismus,  oder,  wenn  man  will,  Ide- 
alismus und  Materialismus  stehen  sich  nur  als  Lehrmeinungen  in 
Rücksicht  der  Resultate  einer  Spekulation  entgegen ,  der  Gegen- 
satz des  Kriticismus  und  Dogmatismus  ist  aber  von  weit  höherer 
Bedeutung,  indem  er  auf  die  Methode,  auf  die  Kunst  zu  speku- 
lieren selbst  geht"  ^.  —  ;,Wir  sollen  also  in  der  Philosophie  immer 
der  rückwärts  vom  besondern  zum  allgemeinen,  vom  bedingten  zu 
seiner  Bedingung,  von  den  Folgen  zu  den  nächsten  Gründen  auf- 
steigenden Methode  folgen '^^ 

„Das  spekulative  Verfahren  ist  nur  zergliedernd,  wir  suchen 
zu  besondern  Behauptungen    durch  Zerlegung   unserer   eignen  Ge- 
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danken  die  allgemeinorn  Gründe,  welche  wir  in  ihnen  schon  voraus- 
setzen —  wir  durchlaufen  die  Reihe  eines  Beweises  rückwärts, 
dadurch  finden  wir  die  Principien  unsrer  apodiktischen  Erkenntnis^  ^ 

„  .  .  .  Daher  wird  hier  unser  erster  Satz :  das  Glück  in  der 
Ausbildung  der  Philosophie  hängt  ganz  vom  zergliedernden 
Gedankengang,  von  regressiven  Methoden  ab,  die  vom  Be- 
sondern zum  Allgemeinen  aufsteigen,  also  den  Ausdruck  der 
allgemeinen  Grundwahrheiten  erst  suchen.  Dieser 
Ausspruch  der  Principien  ist  hier  das  Schwerste  und  Unverständ- 
lichste; wer  diesen  auf  eine  taugliche  Weise  in  seine  Gewalt 
gebracht  hat,  der  ist  im  Besitz  der  philosophischen  Wissenschaft"  ^ 

„Ist  dem  nun  aber  so,  so  liegt  in  der  zergliedernden  Methode 
der  Anspruch :  die  Ordnung  der  Gründe  und  Folgen  in  Betrachtung 
der  philosophischen  Erkenntnisse  umzukehren.  Dogmatisch  lehrt 
man  auf  geradem  Wege,  wie  sich  die  Abfolge  in  unsern  Erkennt- 
nissen mache;  hier  beginnt  man  umgekehrt  mit  der  Folge  und 
sucht  erst  von  dieser    sich   zu   ihren  Gründen  durchzufinden"  ^.  — 

„Ich  leite  nicht  eigentlich  den  Grund  von  der  Folge  ab, 
sondern  ich  zeige,  daß  meine  Annahme  der  Folge  die  des  Grundes 
schon  voraussetze.  .  .  .  Bei  allem  regressiven  Verfahren  der  Spe- 
kulation suche  ich  geradezu  zu  meinen  eignen  Schlußsätzen  die 
Prämissen,  von  denen  ich  ausgegangen  sein  mußte,  um  den  Schluß- 
satz behaupten  zu  können  ....  Suchen  wir  in  der  Spekulation 
einen  Grund  für  die  Behauptung,  daß  die  Kreisbewegung  des 
Mondes  eine  stetig  wirkende  anziehende  Kraft  der  Erde  voraus- 
setze, —  so  findet  sich ,  daß  wir  diese  Behauptung  nur  als  eine 
Folge  des  allgemeinen  Gesetzes  annehmen:   daß  jede  Veränderung 
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eine  Ursache  haben  müsse.  Die  Kreisbewegung  ist  nämlich  eine 
Bewegung,  deren  Richtung  mit  einer  gegen  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  gerichteten  Beschleunigung  stetig  verändert  wird,  und  wir 
schließen  hier  aus  dem  allgemeinen  Gesetz ,  daß  auch  die  Verän- 
derung der  Richtung  einer  Bewegung  ihre  Ursache  haben  müsse. 
Hier  wird  der  gegebene  besondere  Satz  durch  Zergliederung  von 
einem  allgemeinern  Grunde  abgeleitet  und  zugleich  gezeigt,  daß 
der  erstere  allgemein  zugegebene  Satz  den  letztern  schon  voraus- 
setze" ^ 

Hiermit  dürfte  hinlänglich  bewiesen  sein,  daß  der  „erste  we- 
sentliche Charakterzug  der  transcendentalen  Methode"  in  eminentem 
Maße    auch    einen  Charakterzug  der  Methode   von    Fries    bildet. 

„Der  zweite  wesentliche  Charakterzug  der  transcendentalen 
Methode  ist  dieser:  daß  sowohl  Ausgangspunkt  wie  Endpunkt 
logische  Gebilde,  Urteile  sind.  Den  Ausgangspunkt  bilden 
wissenschaftliche  Urteile,  resp.  Systeme  solcher,  und  nicht  um 
deren  Ursachen  wird  gefragt,  sondern  um  deren  logische 
Gründe;  dies  heißt  aber,  wohlgemerkt,  nicht  um  jene  Gründe, 
welche  die  Subjekte,  die  diese  Urteile  fällten,  (die  einzelnen  Ge- 
lehrten) in  ihrem  denkenden  Bewußtsein  haben  mochten,  als  sie 
sie  fällten,  sondern  um  jene  Gründe,  die  nach  formal-logischen 
Gesetzen  jene  Urteile  bedingen"  ^  —  Ist  dieser  „zweite  wesent- 
liche Charakterzug  der  transcendentalen  Methode"  ein  Charakter- 
zug der  Methode  von  Fries?  Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist 
eigentlich  schon  zur  Genüge  in  den  soeben  citierten  Stellen  ge- 
geben.    Zum  Überfluß  setze  ich  noch  die  folgende  hierher: 

„Das  spekulative  Verfahren  geht  den  Gang  der  Abstraktion, 
indem   es   beständig   das  Untergeordnete  in  Rücksicht  seiner  Prä- 
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missen  bis  zu  den  Principien  hinauf  zu  orientieren  sucht.  Es  be- 
schäftigt sich  mit  denselben  Beweisen,  welche  das  dogmatische 
Verfahren  aufstellt,  aber  nur  sie  regressiv  aufsuchend  und  er- 
findend. Im  Leben  ist  uns  immer  der  Fall  der  Anwendung  das 
erste,  bei  diesem  werden  apodiktische  Gesetze  als  vorausgesetzte 
"Wahrheiten  geltend  gemacht.  Hier  sucht  nun  das  spekulative 
Verfahren  in  Mathematik  und  Philosophie  die  Fragen  zu  beant- 
worten: welches  sind  diese  vorausgesetzten  Wahrheiten?  wie 
wird  der  Fall  der  Anwendung  davon  abhängig?  Es  sei  mir  z.  B. 
in  der  Mathematik  die  Rechnung  mit  logarithmischen  und  trigo- 
nometrischen Tafeln  bekannt,  und  ich  frage  nun:  worauf  beruht 
die  Richtigkeit  dieser  Regeln,  die  Konstruktion  dieser  Tafeln? 
so  leite  ich  meinen  Gedankengang  hier  nach  spekulativem  Ver- 
fahren. Hier  suche  ich  immer  höhere  arithmetische  Beweisgründe, 
beweise  aber  nicht  etwa  regressiv  die  Wahrheit  arithmetischer 
Grundsätze  und  Lehrsätze  aus  dem  Gebrauch  der  Tafeln  .  .  . 
Das  spekulative  Verfahren  dient  also,  um  uns  die  Principien  unsrer 
apodiktischen  Erkenntnis  zum  Bewußtsein  zu  bringen*^  ^ 

„Ein  drittes  mit  dem  Wesen  der  transcendentalen  Methode 
verbundenes  Merkmal  ist  ihr  Anspruch,  zugleich  eine  erkenntnis- 
kritische Methode  zu  sein  ....  So  bleibt  ihr  die  Erkenntnis- 
kritik d.  h.  der  Gebrauch  jener  letzten  Principien  als  Kriterien 
nicht  nur  der  Wahrheit  gewisser  Sätze,  sondern  schon  des  bloßen 
Versuchs,  zu  einer  gewissen  Art  von  Urteilen  zu  gelangen, 
als  die  bedeutsamste  aller  ihrer  Funktionen  im  Ganzen  der  Wissen- 
schaft" '\ 

Ist  dieses  ;, dritte  mit  dem  Wesen  der  transcendentalen  Me- 
thode  verbundene  Merkmal"    auch   mit   dem  Wesen   der   Methode 


'  S.  d.  L.  §  97.    3.  Aufl.     S.  314  f.  »  a.  a.  0.  S.  38  f. 
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von    Fries     verbunden?       Folgende    Äußerungen    von     Fries 
können  uns  der  Entscheidung  dieser  Frage  näher  führen: 

„Besonders  werden  wir  uns  aber  hier  die  BeschaiFenheit  der- 
jenigen Aufgabe  bekannt  machen  müssen,  welche  ich  das  System 
einer  rein  philosophischen  Lehre  nenne.  Ihr  Eigentümliches 
bestimmt  sich  durch  das  Verhältnis,  in  welchem  die  philosophischen 
Grundsätze  als  Kriterien  eigentlich  zu  unsern  Beurteilungen 
im  täglichen  Leben  stehen"^.  —  n^ie  einzelnen  philosophischen 
Grundgedanken  können  leicht  mißverstanden,  verschiedene  leicht 
mit  einander  verwechselt  werden,  z.  B.  logische  mit  metaphysischen, 
NaturbegrifFe  mit  Ideen.  Deswegen  bedürfen  wir  also  erstlich 
einer  sorgfältigen  zergliedernden  Behandlung  dieser  Beurteilungen 
in  der  Grundlegung  und  nach  spekulativer  Methode,  um  eine  rich- 
tige systematische  Übersicht  dieser  Grundgedanken  zu  erhalten. 
Dann  aber  stellt  das  System  der  reinen  Philosophie  die  so  er- 
haltenen Principien  auf  und  hat  vorzüglich  die  Regeln  genau  zu 
entwickeln,  nach  welchen  die  Kriterien  in  unsern  Beurteilungen 
jeder  Art  als  leitende  Maximen  der  Induktion  gebraucht  werden 
sollen"^.  —  jjl^iö  Principien  der  reflektierenden  Urteilskraft  sind 
nun  leitende  Maximen ,  welche  uns  im  Aufsuchen  der  Wahrheit 
führen  sollen,  welche  uns  behülflich  sind,  allgemeine  Ansichten 
für  die  Gesetze  in  einer  Wissenschaft  oder  auch  neue  Gebiete 
der  Anwendung  für  schon  bekannte  Gesetze  aufzufinden"  ^.  — 
„Philosophische  Grundsätze  sind  nur  Kriterien,  nach  denen 
sich  unter  ihnen  stehende  Fälle  beurteilen  lassen,  wenn  diese 
Fälle  erst  in  Tatsachen  zu  ihnen  hinzugegeben  werden"  *. 

Daß  das  „dritte  mit  dem  Wesen  der  transcendentalen  Methode 
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verbundene  Merkmal"  auch  mit  dem  Wesen  der  Methode  von 
Fries  verbunden  sei,  dürfte  danach  keinem  Zweifel  unterliegen. 
Folgen  wir  also  nunmehr  weiter  der  Charakteristik,  die  Scheler 
von  der  transcendentalen  Methode  entwickelt.     ' 

„Ein  viertes  wesentliches  Merkmal  der  Methode  ist  der  for- 
male Charakter  der  Principien,  zu  denen  sie  gelangt".  „Mit 
irgend  welchem  Inhalt  wären  sie  an  einen  bestimmten  Kreis 
von  Objekten  gebunden"  ^  —  Vergleichen  wir  hiermit  wiederum 
das  Urteil  von  Fries  über  den  Charakter  der  philosophischen 
Principien.     Dasselbe  lautet: 

„Wir  sagen:  alle  menschliche  Erkenntnis  läßt  sich  unter  all- 
gemeine und  notwendige  Gesetze  teils  nach  NaturbegrifFen ,  teils 
nach  Ideen  ordnen;  die  Gesetze  sind  von  rein  vernünftigem  Ur- 
sprung und  ihre  Wahrheit  läßt  sich  nicht  aus  der  Erfaürung  ab- 
leiten; die  Erkenntnis  der  Tatsachen  dagegen  ist  von  empirischem 
Ursprung,  ihre  Wahrheit  fließt  nicht  aus  den  notwendigen  Ge- 
setzen" ^.  —  „In  der  Philosophie  sind  nur  die  Grundsätze  rein  phi- 
losophisch, und  die  Erkenntnisquelle  für  die  Untersätze  liegt 
immer  in  der  Anschauung"  l  —  „Für  jede  philosophische  Wissen- 
schaft gibt  die  Vernunft  ein  Princip,  welches  in  ihren  höchsten 
Obersätzen  ausgesprochen  wird;  in  den  Untersatz  aber  tritt  der 
ganze  Reichtum  der  Erfahrung,  und  die  Wissenschaft  besteht  ei- 
gentlich nur  in  der  Anw^endung  jenes  Grundgedankens  auf  den 
Teil  der  Erfahrung,  auf  den  dieser  sich  bezieht"  *.  —  „Gesetz  und 
Regel  sind  sich  nie  selbst  genug,  sondern  sie  fordern  immer  erst 
die  Fälle  der  Anwendung  in  einzelnen  Tatsachen"  ^. 

„Die  Wahrheit  der  Tatsachen  ist  nicht   in  der  Wahrheit  der 
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Gesetze  enthalten,  sondern  die  Tatsachen  sind  nur  unter  den 
Gesetzen  mit  einander  verbunden,  sie  sind  das  Besondere,  welches, 
wenn  es  gegeben  ist,  sich  durch  das  Allgemeine  bestimmen  läßt, 
welches  aber  nicht  durch  das  Allgemeine  gegeben  wird"  ^  „Durch 
die  philosophischen  Grundsätze  allein  käme  es  zu  keiner  Theorie, 
denn  in  denen  besitzen  wir  nur  allgemeine  Regeln  der  Einheit, 
welche  sich  aber  selbst  nie  den  Fall  unter  der  Regel  geben  können. 
Alle  Anwendung  ist  etwas  dem  philosophischen  Princip  Fremdes, 
welches  sie  erst  von  empirischer  Erkenntnis  erwartet '^  l  ^i^ 
der  Philosophie  sind  die  Grundsätze  die  Hauptsätze,  deren  leere 
Allgemeinheit  aber  durch  die  einzelnen  Fälle  der  Tatsachen  aus- 
gefüllt werden  muß"  ^. 

In  der  Kritik  der  Vernunft  stellt  Fries  das  „Gesetz  der 
Leerheit  aller  rein  vernünftigen  Formen"  auf: 
„Die  Gesetze  der  Notwendigkeit  erkennen  wir  in  reiner  Ein- 
sicht mathematisch  und  metaphysisch,  aber  davon  getrennt  bleibt 
alle  Erkenntnis  des  Wirklichen  Sache  der  Kenntnis,  welche 
uns  nur  mit  Hülfe  der  Wahrnehmungen  wird  .  .  .  Daher  ist  der 
rein  vernünftige  Grund  aller  Erkenntnis  unsers  sinnlich  bedingten 
Geistes  für  sich  leere  Form  ohne  bestimmte  Gegen- 
stände, aller  Gehalt  in  den  Erkenntnissen  wird  erst  mit  der 
sinnlichen  Entwicklung  unsers  Lebens  gegeben"*. 

Der  formale  Charakter  der  philosophischen  Principien  erweist 
sich  also  auch  als  ein  wesentliches  Merkmal  der  Methode  von 
Fries. 

„Ein  fünftes  wesentliches  Merkmal  der  Methode  ist  die  Ein- 
rechnung  jener  Principien    in    die  Wissenschaft  selbst.      Sie    sind 

^  S.  d.  L.  §  111.    3.  Aufl.    S.  370.  «  S.  d.  L.  §  114.    S.  383. 
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nicht  bloß  irrationale  Sätze,  die  nur  die  Eigentümlichkeit  besäßen, 
daß  sie  gelten  müßten,  wenn  "Wissenschaft  sein  soll,  sondern  sind 
selbst  wissenschaftliche,  auf  Wahrheit  Anspruch  machende  Ur- 
teile^ \ 

Daß  auch  dieses  fünfte  wesentliche  Merkmal  der  transcenden- 
talen  Methode  ein  Merkmal  der  Methode  von  Fries  ist ,  wird 
aus  folgenden  Stellen  hervorgehen: 

„Die  Anschauung  für  sich  selbst  ist  ihr  eigner  Zeuge  der 
Wahrheit,  nur  wiefern  ich  der  Anschauung  vertraue,  weiß  ich 
etwas  von  dem  Sein  wirklicher  Gegenstände.  Ebenso  unmittelbar 
gelten  uns  die  metaphysischen  Grundwahrheiten*  -. 

„Oben  zeigte  sich  schon,  daß  alle  philosophischen  Untersuchungen 
anfangs  regressiv  sein  müssen.  Wir  haben  ab-^.r  gesehen,  daß 
hierdurch  keineswegs  das  Allgemeine  aus  dem  Besondern  bewiesen, 
sondern  vielmehr  nur  aufgewiesen  wird,  die  Wahrheit  des  Besondern 
bei  Erkenntnissen  a  priori  setze  jederzeit  die  des  Allgemeinen 
voraus.  Wie  soll  ich  nun  durch  diese  Regression  auf  ein  Letztes 
kommen,  das  als  Princip  gelten  kann?  .  .  .  Als  philosophisches 
Princip  soll  es  ganz  auf  Begriffen  beruhen,  es  findet  also  keine 
Berufung  auf  Anschauung  statt.  Das  Princip  muß  also  unmittel- 
bar durch  sich  selbst  gültig  und  einleuchtend  sein"  ^. 

„Darin  hat  sich  Kant  fälschlich  den  Vorteil  vergeben,  indem 
er  die  Gültigkeit  der  Kategorieen  von  der  anschaulichen  Erkennt- 
nis abhängig  macht,  anstatt  die  in  ihnen  aufgezeigten  Bedingungen 
der  Möglichkeit  der  Erfahrung  direkt  als  einen  wirklichen  Be- 
standteil unserer  Erkenntnis  nachzuweisen"  ^. 

^So   fordert   unsre  Urteilskraft   a   priori   die   Gültigkeit    der 


'  a.  a.  0.  ^  N.  K.  d.  V.^     1.  Bd.    Vorrede  S.  XXVni. 

8  V.  d.  P.  z.  M.    S.  174  f.  *  P.  S.    Anhang.     S.  341. 


—    269    — 

KausalbegrifFe  als  Bedingungen  der  Möglichkeit  der  Erfahrung 
und  nur  kraft  dieser  Voraussetzung  kann  die  Induktion  sie  an- 
wenden" ^ 

„Die  Urteilskraft  ist  offenbar  so  gut  wie  die  Anschauung  im 
Besitz  (und  möchte  es  gleich  immer  unbekannt  bleiben,  wie  sie 
dazu  gelangt  sei)  von  wirklichen  metaphysischen  Erkenntnissen, 
die  sie  nicht  aus  der  Anschauung  entlehnt  hat.  Wir  müssen  ihr 
das  gleiche  Recht  wie  der  Anschauung  lassen  und  unsrer  Unter- 
suchung unparteiisch  die  Tatsachen  beider  Erkenntnisweisen  neben 
einander  vorlegen"  -. 

„Wir  sehen  also  als  die  erste  Angelegenheit  der  philosophischen 
Untersuchungen  an  die  Zergliederung  der  Aussprüche  unsers 
Wahrheitsgefühls  und  lassen  die  darin  liegenden  'Behauptungen 
mit  gleichem  Recht  wie  die  Anschauungen  als  Erkenntnisse  gelten, 
aber  wir  behaupten  darin  doch  keines weges  mit  Leibniz  (oder 
Piaton)  die  angeborenen  Ideen.  Hierin  hat  der  Kantische 
Ausspruch:  alle  unsre  Vorstellungen  fangen  mit  den  sinnlichen 
Anregungen  an,  aber  ihre  allgemeinen  und  notwendigen  Bestand- 
teile entspringen  nicht  aus  der  sinnlichen  Anregung,  —  die 
genügende  Erläuterung  gegeben"  ^ 

„Mit  Glück  läßt  sich  eine  Untersuchung  dieser  Grundsätze 
nur  spekulativ  und  kritisch  führen,  und  die  Spekulation  hat 
dabei  noch  die  große  Schwierigkeit,  daß  diese  Grundsätze  nur  als 
Kriterien  vorausgesetzt  werden,  für  welche  die  Fälle  der 
Anwendung  erst  durch  eine  ihnen  fremde  Erkenntnisquelle  hinzu- 
gegeben werden  müssen.  Diese  Grundsätze  sind  nämlich  Voraus- 
setzungen (Prämissen),  welche  allen  unsern  philosophischen  Be- 
trachtungen   als    Beurteilungsgründe    übergeordnet    stehen,    aber 
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nicht  als  Hypothesen,  welche  erst  durch  Induktionen  zu  beweisen 
oder  wahrscheinlich  zu  machen  wären ,  sondern  als  unmittelbar 
und  ursprünglich  in  der  menschlichen  Vernunft  bestimmte  Grund- 
wahrheiten ,  an  die  alle  menschlichen  Urteile  notwendig  gebunden 
bleiben"  *. 

Hiermit  ist  die  Zahl  der  wesentlichen  Merkmale  der  trans- 
cendentalen  Methode  erschöpft  ^.  Jedes  dieser  fünf  Merkmale  hat 
sich  uns  als  Merkmal  der  Methode  von  Fries  herausgestellt.  Es 
ist  somit  auf  Grrund  des  Vorstehenden  durch  voll- 
ständige Induktion  bewiesen,  daß  Fries  ein  An- 
hänger  der    transcendentalen    Methode   ist. 

IV. 

Theodor  Elsenhans  und  das  „Kant -Friesische  Problem". 
Induktion  und  Spekulation  bei  Fries. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  einer  Prüfung  der  neuesten  und  zu- 
gleich —  wenn  wir  von  den  Schriften  der  Schüler  von  Fries 
absehen  —  relativ  ausführlichsten  Erörterung  der  Friesischen 
Vernunftkritik.  Dieselbe  findet  sich  in  der  Schrift  von  Dr. 
Theodor  Elsenhans:  Das  Kant-Friesische  Problem '.  Der  Ver- 
fasser stellt  sich  die  Aufgabe,  durch  eine  „systematische  Erör- 
terung" „die  Bearbeitung  des  Problems  bis  zu  dem  Punkte  zu 
führen,  welcher  mit  den  Mitteln  der  Gegenwart  erreichbar  ist"*. 
Eine  eindeutige  FormuUerung  dieses  Problems  giebt  er  nicht. 
Einmal  findet  er  das  „Kant-Friesische  Problem"  „angedeutet"  in 
dem  Ausspruch  K.  Fischers:  „die  Frage,  ob  die  Vernunftkritik 
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metaphysisch  oder  anthropologisch  sein  solle ,  sei  ein  echtes ,  in 
der  Entwicklungsgeschichte  der  deutschen  Philosophie  seit  Kant 
unvermeidliches  Problem^^  ^.  Andererseits  „lassen  sich  bei  ge- 
nauerer Betrachtung  drei  Seiten  des  Problems  unterscheiden.  Es 
handelt  sich  I.  um  einen  Gegensatz  des  wissenschaftlichen  Ver- 
fahrens: transcendentale  und  psychologische  Methode;  II.  um 
einen  Gegensatz  der  psychischen  Vorgänge ,  .  .  .  III.  um  einen 
Gegensatz  der  erkenntnistheoretischen  Prinzipien  .  .  ."  —  Hier 
soll  offenbar  in  dem  ersten  Gegensatz,  dem  des  wissenschaftlichen 
Verfahrens,  das  oben  „angedeutete  Problem"  wiederholt  werden. 
Ich  will  daher  hier  nur  darauf  aufmerksam  machen ,  daß  dabei 
die  Worte  ^^metaphysisch"  und  ^^transcendental"  als  gleichbedeu- 
tend genommen  oder  wenigstens  nicht  unterschieden  werden.  Dies 
hat,  wie  wir  sehen  werden,  nicht  geringen  Einfluß  auf  die  nach- 
folgenden Erörterungen  erhalten. 

Auf  einen  „Überblick  über  die  Geschichte  und  Litteratur  des 
Problems"  folgt  zunächst  eine  Erörterung  desselben  „nach  seiner 
methodologischen  Seite"  ^      Hier    wird   mit  Recht    darauf   hinge- 


»  S.  2. 

*  Die  Darstellung  der  „Geschichte  und  Litteratur  des  Prohlems"  wird  mit 
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wiesen,  daß  die  vou  Ulrici^  und  Lieb  mann'''  gegen  Fries 
gerichtete  Polemik  „hinfällig  ist,  da  Fries  die  Ansicht  seiner 
Kritiker  über  die  Unzulänglichkeit  der  Induktion  für  die  Haupt- 
aufgabe der  Vernunftkritik  völlig  teilt'^ '.  Die  Induktion  sei  nach 
Fries  keine  selbständige ,  unabhängige  Methode ,  sie  bedürfe 
vielmehr  selbst  erst  metaphysischer  und  mathematischer  Voraus- 
setzungen als  leitender  Maximen.  Durch  diese  „werden  erst  die 
untauglichen  empirischen  Induktionen  in  , rationelle  Induktionen' 
verwandelt".  „Für  Fries  ist  also  hier  gerade  dasjenige  grund- 
legende Wahrheit,  was  manche  sei.ier  Kritiker  gegen  ihn  geltend 
machen  wollen.  In  seinen  umsichtigen  Ausführungen  über  In- 
duktion erkennt  er  ganz  klar,  daß  keine  Ableitung  von  Gesetzen 
aus  noch  so  vielen  empirischen  Einzelwahrnehmungen  zur  Gewiß- 
heit führt,  ohne  die  anders  woher  .  .  .  stammenden  Voraus- 
setzungen der  Allgemeinheit  und  Notwendigkeit".  ;,Doch"  —  so 
heißt  es  weiter  —  „muß  zugegeben  werden,  daß  das  Verhältnis 
der  Induktion  zu  den  philosophischen  Erkenntnissen  bei  Fries 
nicht  ganz  folgerichtig  durchgeführt  ist.  Einerseits  soll  sie  nur 
den  Erfahrungswissenschaften  dienen  und  für  die  philosophischen  ' 
Erkenntnisse  die  kritische  Methode  vorbehalten  bleiben,  andrer- 
seits ist  sie  ein  Hilfsmittel  der  Spekulation  in  der  Ermittlung 
der  philosophischen  und  mathematischen  Gesetze.  Es  spielen 
mehrere  Begriffe  der  Induktion  ineinander,  wofür  die  Unterschei- 
dung zwischen  , empirischen'  und  , rationellen'  Induktionen  einen 
Anhaltspunkt  giebt"  *. 

Hierzu    ist    zu    bemerken,    daß   Fries    für    die    Zwecke    der 
Spekulation  die  Induktion  ausdrücklich  abweist  und   daß  sein  Be- 


»  H.  Ulrici.     Das  Grundprincip  der  Philosophie.     1.  Teil.     1845. 

*  Dr.  Otto  Liebmann.    Kant  und  die  Epigonen.     1865.    S.  140—156, 

»  S.  24.  *  S.  26. 
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griff  der  Induktion  durchaus  eindeutig  und  bestimmt  ist.    Er  ver- 
steht nämlich  unter  Induktion  überall  den  Schluß  von   den  Fällen 
auf  das  Gresetz  nach    disjunktiver  Schlußart  ^     Die    rationelle   In- 
duktion  unterscheidet    sich    von    der    empirischen    allein    dadurch, 
daß   sie   sich    in    der  Erforschung    des    allgemeinen  Gesetzes    von 
heuristischen  .  Maximen    leiten    läßt ,    während    die    empirische  In- 
duktion nur   dem  Princip    der  Erwartung   ähnlicher  Fälle   folgt  ^ 
Die  Spekulation,    d.  h.    die    Aufsuchung    der   philosophischen   und 
mathematischen  Grrundwahrheiten  hat  es  nun  weder  mit  empirischer 
noch    mit    rationeller  Induktion    zu    tun,    da    sie   überhaupt    kein 
Schlußverfahren  ist,  sondern  vielmehr  die  Schlußreihen  rückwärts 
durchläuft,    um   die  allgemeinsten  Prämissen  aller  Schlüsse  aufzu- 
weisen,   die  selbst    nicht    wieder    auf   Schlüssen    beruhen    können. 
Ich  erinnere   hierfür   an    die    oben    (vgl.    Kapitel  II)    angeführten 
Stellen  und  füge  zu  ihrer  Bekräftigung  noch    die  folgende  hinzu: 
„Dieses  regressive  Verfahren  der  Induktion  haben   wir  schon  von 
der  ebenfalls  regressiven  Spekulation   unterschieden.     Die   Speku- 
lation hat  es  nur  mit    dem    Aufweisen    allgemeiner  Regeln    zu 
tun,    welche  wir    in    unsern    mathematischen    und    philosophischen 
Beurteilungen  schon  als  wahr  voraussetzen,  wenn  gleich  ohne  uns 
dessen  deutlich    bewußt    zu    sein;    die   Induktion    des    regulativen 
Verfahrens  hingegen  muß  für  ihre  allgemeinen  Gesetze  regressive 
Beweise    führen,    indem    sie    die   Erscheinungen    unter    leitende 
Maximen  zusammenordnet"  ^. 

Hier  finden  wir  die  Induktion  aufs  deutlichste  und  bestimmteste 
von  der  Spekulation  geschieden.  Eine  Äußerung  von  Fries,  die 
dieser    Stelle    widerspräche,    hat    Elsenhans    nicht   angegeben. 


»  S.  d.  L,  §  60.  2  S.  d.  L.  §  105. 

8  S.  d.  L.  §  128.    (3.  Aufl.    S.  428  f.) 
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Der  Vorwurf,  ;,(Iaß  das  Verhältnis  der  Induktion  zu 
den  philosophischen  Erkenntnissen  bei  Fries  nicht 
ganz  folgerichtig  durchgeführt  ist",  ist  also  ebenso 
unzutreffend    wie    unbegründet. 

"Wir  übersehen  indessen  leicht,  wodurch  sich  Elsenhans  zu 
diesem  Vorwurf  hat  verleiten  lassen.  Fries  versteht  nämlich, 
wie  Elsenhans  richtig  bemerkt,  unter  Deduktion  die  Er- 
klärung, wie  die  philosophischen  Grundurteile  „aus  dem  Wesen 
der  Vernunft  entspringen.  Aus  einer  Theorie  der  Vernunft  ist 
abzuleiten,  welche  ursprüngliche  Erkenntnis  wir  notwendig  haben 
müssen"  ^  Die  Entwicklung  dieser  Theorie  der  Vernunft  „soll 
nach  Fries  auf  dem  Standpunkt  der  empirischen  Psychologie  oder 
der  inneren  Selbstbetrachtung  beginnen,  soll  jedoch  bei  dem  nur 
beschreibenden  Standpunkt  der  Erfahrungsseelenlehre  nicht  stehen 
bleiben,  sondern  die  auf  diesem  Wege  gewonnene  , reine  Tatsache' 
nur  als  Grund  brauchen,  ,von  welchem  eine  vernünftige  Induktion 
nach  gut  gewählten  heuristischen  Maximen  ausgeht,  um  sich  zu 
den  allgemeinen  Gesetzen  unseres  inneren  Lebens ,  und  somit  zu 
einer  physikalischen  Theorie  dieses  Lebens  rein  nach  seinen  geistigen 
Verhältnissen  zu  erheben'  "  ^  —  Diese  Theorie  der  Vernunft  soll 
also  nach  Fries  durch  rationelle  Induktion  ausgebildet  werden. 
Mithin  beruht  letztlich  auch  die  Möglichkeit  der  Deduktion 
der  philosophischen  und  mathematischen  Grundsätze  auf  dieser 
rationellen  Induktion.  Dies  Verhältnis  ist  es  offenbar ,  was 
Elsenhans  zu  dem  Urteil  veranlaßt  hat,  bei  Fries  sei  die 
Induktion  „ein  Hilfsmittel  der  Spekulation  in  der  Ermittlung  der 
philosophischen  und  mathematischen  Gesetze",  während  sie  an- 
dererseits „nur   den  Erfahrungswissenschaften   dienen   solle',    und 

»  S.  26.  ^  S.  24  f. 
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wodurch  er  zu  dem  Vorwurf  der  Inkonsequenz  in  Fries'  Dar- 
stellung des  Verhältnisses  der  Induktion  zu  den  philosophischen 
Erkenntnissen  verleitet  worden  ist.  Er  hat  aber  hierbei  völlig 
übersehen,  daß  es  der  Deduktion  gar  nicht  um  die  „Ermittlung 
der  philosophischen  und  mathematischen  Gresetze"  zu  tun  ist;  er 
hat  nicht  beachtet,  daß  die  Deduktion  vielmehr  selbst  einer  durch- 
aus er fahrungs mäßigen  Erkenntnisweise  angehört,  nämlich  der 
ganz  subjektiven  Untersuchung  des  Ursprungs  gewisser  Grund- 
urteile in  der  Vernunft.  —  Auf  seinen  Vorschlag  aber,  die  hier 
scheinbar  bei  Fries  vorliegende  Unklarheit  durch  Anwendung 
des  Unterschiedes  rationeller  und  empirischer  Induktion  zu 
klären,  ist  er  geführt  worden,  weil  es  sich  bei  der  Spekulation, 
als  deren  Hilfsmittel  Fries  angeblich  die  Induktion  verwendet, 
um  die  Aufsuchung  rationaler  Sätze  handelt,  während  die  An- 
wendung der  Induktion  in  den  Erfahrungswissenschaften,  auf 
deren  Dienst  sie  eigentlich  allein  beschränkt  war,  stets  nur  zu 
empirischen  Sätzen  führen  kann.  Dieser  Vorschlag  ist  aber 
einerseits  an  sich  fehlerhaft,  andererseits  überflüssig.  Er  ist 
fehlerhaft:  denn  der  Unterschied  empirischer  und  rationeller  In- 
duktion betrifft  nicht  die  Sätze,  auf  die  die  Induktion  führt,  son- 
dern diejenigen,  aus  denen  sie  geführt  wird;  er  bezieht  sich  nicht 
auf  die  Resultate,  die  durch  sie  begründet  werden,  sondern  auf 
die  Principien,  durch  die  sie  selbst  begründet  wird.  Der  Vor- 
schlag ist  aber  auch  überflüssig:  denn  die  vermeintliche  Inkonse- 
quenz findet  bei  Fries  nicht  statt. 
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V. 

Der  Begriff  der  transcendentalen  Deduktion 
bei  Kant  und  bei  Fries. 

Fries  hat  die  eben  erwähnte  psychologische  Deduktion  in 
den  Mittelpunkt  seiner  Kritik  der  Vernunft  gerückt  und  hiermit 
einen  wesentlichen  methodischen  Fortschritt  über  Kant  hinaus 
zu  tun  behauptet.  Er  ist  überzeugt,  daß  Kant  selbst  mit  seiner 
.jtranscendentalen"  Erkenntnis  eigentlich  auf  diese  psychologische 
Deduktion  gezielt  habe,  sich  aber  hierüber  nicht  klar  geworden 
sei,  vielmehr  diese  in  der  Tat  psychologische  Natur  seiner  trans- 
cendentalen Untersuchung  verkannt  habe. 

Mit  Recht  trennt  daher  Elsenhans,  indem  er  zu  einer 
Prüfung  der  Berechtigung  dieser  Friesischen  Auffassung  der 
transcendentalen  Kritik  schreitet,  die  beiden  Fragen,  die  bisher 
meist  miteinander  vermengt  worden  sind ,  ob  „Fries  Recht  hat, 
wenn  er  behauptet,  Kant  habe  mit  seiner  transcendentalen  Er- 
kenntnis , eigentlich'  die  psychologische  oder  besser  anthropologische 
Erkenntnis  gemeint",  und  „wie  die  anthropologische  Methode  des 
Friesischen  Systems  selbst  zu  beurteilen  sei".  „Es  handelt  sich 
erstens  um  das  Recht  der  Friesischen  Interpretation  Kants,  zwei- 
tens um  das  Recht  der  Friesischen  Methode  selbst  auf  dem  Boden 
der  Erkenntniskritik"  ^ 

Um  zunächst  der  Entscheidung  der  ersten  dieser  beiden  Fragen 
näher  zu  kommen,  unterscheidet  Elsenhans  wiederum  zwei 
Fragen:  diejenige,  „ob  Kant  selbst  seine  Vernunftkritik  als  eine 
im  Wesentlichen  psychologische  Untersuchung  betrachtet  wissen 
wollte"  und  diejenige  „ob  er  die  Psychologie  zwar  prinzipiell  ab- 


S.  29. 
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wies,  aber  tatsächlich  doch  auf  psychologischem  Wege  zu  seiner 
Entscheidung  gelangte"  ^ 

Elsenhans  führt  nun  eine  Reihe  von  Argumenten  an,  auf 
Grund  deren,  wie  er  meint,  „kaum  ein  Zweifel  darüber  sein  kann, 
daß  Kant  selbst  seine  Vernunftkritik  nicht  als  eine  psychologische 
oder  philosophisch-anthropologische  Untersuchung  angesehen  wissen 
woUte"  \ 

Das  erste  dieser  Argumente  besteht  in  der  Berufung  auf 
eine  Stelle  der  Vorrede  zur  ersten  Auflage  der  Kritik  der  reinen 
Vernunft.  Diese  Stelle  ist  Kants  Definition  der  Kritik  der  reinen 
Vernunft.  Sie  lautet:  „Ich  verstehe  aber  hierunter  nicht  eine 
Kritik  der  Bücher  und  Systeme,  sondern  die  des  Vernunftver- 
mögens überhaupt,  in  Ansehung  aller  Erkenntnisse,  zu  denen  sie, 
unabhängig  von  aller  Erfahrung,  streben  mag,  mithin 
die  Entscheidung  der  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  einer  Meta- 
physik überhaupt  ..."  Hieraus  zieht  Elsenhans  den  Schluß: 
„Zu  deutlich  hat  Kant  die  Unabhängigkeit  des  gesamten  Unter- 
nehmens der  Vernunftkritik  von  aller  Erfahrung  hervorgehoben". 
Dieser  Schluß  ist  ein  Fehlschluß.  Denn  in  der  angezogenen  Stelle 
werden  zwar  die  Erkenntnisse  der  reinen  Vernunft,  keineswegs 
aber  wird  die  Kritik  dieser  Erkenntnisse,  als  ;, unabhängig  von 
aller  Erfahrung"  bezeichnet.  Den  Gegenstand  der  Kritik  bilden 
die  von  aller  Erfahrung  unabhängigen  Erkenntnisse ;  ob  aber  die 
Erkenntnisse,  die  den  Inhalt  der  Kritik  bilden,  ebenfalls  von 
aller  Erfahrung  unabhängig  sind  oder  nicht,  das  bleibt  durch 
jenen  Satz  völlig  unentschieden. 

Das  zweite  Argument  für  die  Behauptung,  daß  Kant  selbst 
seine  Vernunftkritik   nicht  als   eine   psychologische  Untersuchung 

1  S.  30.  »  S.  32. 
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angesehen  wissen  wollte,  ist  nicht  trifFtiger  als  das  erste.  Elsen- 
hans beruft  sich  nämlich  hierfür  auf  den  bekannten  Ausspruch 
Kants:  „Also  muß  empirische  Psj^chologie  aus  der  Metaphysik 
gänzlich  verbannet  sein,  und  ist  schon  durch  die  Idee  derselben 
davon  gänzlich  ausgeschlossen  ...  Es  ist  also  bloß  ein  so  lange 
aufgenommener  Fremdling,  dem  man  auf  einige  Zeit  einen  Auf- 
enthalt vergönnt,  bis  er  in  einer  ausführlichen  Anthropologie  (dem 
Pendant  zu  der  empirischen  Naturlehre)  seine  eigene  Behausung 
wird  beziehen  können"  ^  —  Man  sieht  ohne  weiteres,  daß  Elsen- 
hans auch  bei  der  Heranziehung  dieser  Stelle  die  Metaphysik, 
d.  h.  das  System  der  Erkenntnisse  aus  reiner  Vernunft,  mit  der 
Kritik  der  Vernunft  verwechselt  hat.  Die  Kritik  der  Vernunft 
soll,  gemäß  ihrer  oben  angeführten  Definition,  allererst  die  Mög- 
lichkeit oder  Unmöglichkeit  der  Metaphysik  entscheiden,  wird 
also  unter  allen  Umständen  eine  von  der  Metaphysik  verschiedene 
Wissenschaft  sein  müssen;  weshalb  Kant  sie  auch  oft  als  die 
Propädeutik  zur  Metaphysik  bezeichnet.  Muß  also  gleich  empi- 
rische Psychologie  gänzlich  aus  der  Metaphysik  verbannt  sein, 
so  muß  sie  doch  darum  noch  keineswegs  aus  der  Kritik  der 
Vernunft  verbannt  sein. 

Das  dritte  Argument  von  Elsenhans  beruht  auf  demselben 
Fehler.  Das  System  der  reinen  Philosophie  zerfällt  näm- 
lich nach  Kant  in  das  System  der  analytischen  Urteile:  die 
Logik,  und  in  das  System  der  synthetischen  Urteile  a  priori  aus 
bloßen  Begriffen:  die  Metaphysik.  Wie  nun  Elsenhans  in  den 
beiden  vorigen  Argumenten  die  Kritik  mit  dem  einen  Teil  des 
Systems  der  reinen  Philosophie  verwechselt  hat ,  nämlich  mit  der 
Metaphysik,    so   verwechselt  er  sie  hier  mit  seinem  andern  Teile: 


^  Kritik  der  reinen  Vernunft.    (Ausgabe  von  Kehrbach.)    S.  640. 
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mit  der  Logik.  Wenn  Kant  sagt:  „Eine  allgemeine,  aber  reine 
Logik  hat  es  also  mit  lauter  Principien  a  priori  zu  tun  .... 
Als  reine  Logik  hat  sie  keine  empirischen  Principien,  mithin 
schöpft  sie  nichts,  (wie  man  sich  bisweilen  überredet  hat),  aus  der 
Psychologie"  \  und  wenn  er  sich  „gegen  die  Vermischung  der 
reinen  Logik  mit  der  Psychologie"  erklärt,  so  ist  auch  hiermit 
über  das  Verhältnis  der  Kritik  zur  Psychologie  gar  nichts  gesagt. 

In  einem  vierten  Argument  beruft  sich  Elsenhans  auf 
Kants  Lehre  von  der  transcendentalen  Deduktion  der  Katego- 
rieen.  Hier  liegen  die  Verhältnisse  verwickelter  als  in  den  vorigen 
Fällen,  und  es  bedarf  daher  einer  ausführlicheren  Erörterung,  um 
Klarheit  in  die  in  Frage  stehenden  BegriiFe  zu  bringen. 

Es  handelt  sich  hier  zunächst  um  fünf  verschiedene,  in  ihrem 
gegenseitigen  Verhältnis  bisher  trotz  aller  Erläuterungen  noch 
nicht  genügend  geklärte  Begriffe,  nämlich  um  die  BegriflPe  der 
;, empirischen  Deduktion",  der  „physiologischen  Ableitung",  der 
„metaphysischen  Deduktion"  und  der  „transcendentalen  Deduk- 
tion", welche  letztere  wieder  in  zwei  Untersuchungen  zerfällt, 
nämlich  in  die  Rechtfertigung  der  „objektiven  Gültigkeit"  der 
Kategorieen,  und  in  die  Untersuchung  ihrer  „subjektiven  Quellen". 
Nur  wer  eine  klare  Einsicht  in  diese  BegriflPe  und  ihre  gegen- 
seitigen Beziehungen  besitzt,  kann  hoffen,  zum  Verständnis  des 
Verhältnisses  der  Methode  von  Fries  zu  derjenigen  von  Kant 
zu  gelangen. 

Worin  zunächst  der  Unterschied  zwischen  der  empirischen 
Deduktion  und  der  physiologischen  Ableitung  besteht,  ist  weder 
von  Kant  ausdrücklich  angegeben,  noch  auch  —  meines  Wissens  — 
von    seinen   Erläuterern   bisher    klar   gestellt   worden.      Ich   will 


*  Kritik  der  reinen  Vernunft.    S.  78  f. 


—    280    — 

versuchen,  dies  Verhältnis  deutlich  zu  machen.  Daß  wir  über- 
haupt zwischen  diesen  beiden  Begriffen  zu  unterscheiden  haben  — 
was  bisher  meistens  übersehen  worden  ist  —  geht  daraus  hervor, 
daß  eine  „empirische  Deduktion*^  der  Kategorieen  „nichts  als  ei- 
tele  Versuche  sein  soll,  womit  sich  nur  derjenige  beschäftigen 
kann,  welcher  die  ganz  eigentümliche  Natur  dieser  Erkenntnisse 
nicht  begriffen  hat",  während  eine  „physiologische  Ableitung"  der 
Kategorieen  allerdings  als  möglich  bezeichnet  wird,  indem  man 
nämlich  „von  diesen  Begriffen,  wie  von  allem  Erkenntnis,  wo  nicht 
das  Principium  ihrer  Möglichkeit,  doch  die  Gelegenheitsursachen 
ihrer  Erzeugung  in  der  Erfahrung  aufsuchen  kann"  ^ 

Worin  besteht  nun  der  Unterschied  beider  Verfahren?  „De- 
duktion" will  Kant  allgemein,  nach  dem  Sprachgebrauch  der 
Rechtslehrer,  den  Beweis  nennen,  der  die  Befugnis  oder  auch  den 
Rechtsanspruch  eines  Begriffs  dartut.  Er  spricht  von  „usurpierten 
Begriffen,  die  bisweilen  durch  die  Frage:  quid  juris,  in  Anspruch 
genommen  werden,  da  man  alsdann,  wegen  der  Deduktion  der- 
selben in  nicht  geringe  Verlegenheit  gerät,  indem  man  keinen 
deutlichen  Rechtsgrund  weder  aus  der  Erfahrung,  noch  der  Ver- 
nunft anführen  kann,  dadurch  die  Befugnis  seines  Gebrauchs  deut- 
lich würde".  —  Nach  diesen  Worten  ist  die  Annahme  logisch  be- 
rechtigt, daß  sowohl  die  Erfahrung  wie  die  Vernunft  den  Rechts- 
grund von  gewissen  Begriffen  enthält.  Es  gäbe  danach  zwei 
Klassen  von  Begriffen;  solche,  deren  Rechtsgrund  in  der  Erfah- 
rung, und  solche,  deren  Rechtsgrund  in  der  Vernunft  liegt.  Dem- 
gemäß heißt  es  auch  bei  Kant  weiter,  daß  „einige  .  .  .  unter  den 
mancherlei  Begriffen,  ....  zum  Gebrauch  a  priori  (völlig  unab- 
hängig  von   aller  Erfahrung)  bestimmt  sind  ....     Zu  der  Recht 


»^Kritik  der  reinen  Vernunft.    S.  104  f. 
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mäßigkeit  eines  solchen  Gebrauchs"  seien  „Beweise  aus  der  Er- 
fahrung nicht  hinreichend"  .  .  .  „Ich  nenne  daher  die  Erklärung 
der  Art,  wie  sich  Begriffe  a  priori  auf  Gegenstände  beziehen,  die 
transcendentale  Deduktion  derselben  ....  Von  ihnen  eine  empi- 
rische Deduktion  versuchen  zu  wollen,  würde  ganz  vergebliche 
Arbeit  sein;  weil  eben  darin  das  Unterscheidende  ihrer  Natur 
liegt .  daß  sie  sich  auf  ihre  Gegenstände  beziehen ,  ohne  etwas  zu 
deren  Vorstellung  aus  der  Erfahrung  entlehnt  zu  haben.  Wenn 
also  eine  Deduktion  derselben  nötig  ist ,  so  wird  sie  jederzeit 
transcendental  sein  müssen". 

Hiernach  wird  es  deutlich  sein,  daß  die  empirische  Deduktion 
—  gemäß  der  obigen  Einteilung  der  Arten  der  Rechtsgründe  — 
die  Deduktion  eines  Begriffs  durch  Anführung  eines  Rechtsgrundes 
aus  der  Erfahrung  ist;  während  die  transcendentale  Deduktion 
eines  Begriffs  in  der  Aufweisung  des  Rechtsgrundes  in  der  Ver- 
nunft besteht.  Daraus  folgt  dann  von  selbst,  daß  nur  von  empi- 
rischen Begriffen  eine  empirische  Deduktion  möglich  ist.  Denn, 
einen  Begriff,  dessen  Rechtsgrund  nicht  in  der  Erfahrung  liegt, 
durch  Anführung  eines  Rechtsgrundes  aus  der  Erfahrung  zu  de- 
ducieren,  wäre  ein  logischer  Widerspruch. 

Da  nun  Begriffe  nur  entweder  aus  der  Erfahrung  oder  aus 
der  Vernunft  entspringen  können,  (denn  „Vernunft  ist  das  Ver- 
mögen, welches  die  Principien  der  Erkenntnis  a  priori  an  die 
Hand  gibt"  \)  so  kann  es  auch  keine  anderen  Arten  der  Deduktion 
geben  als  die  empirische  und  die  transcendentale.  Alle  empirischen 
Begriffe  können  nur  durch  empirische  Deduktion,  alle  Begriffe  a 
priori  können  nur  durch  transcendentale  Deduktion  begründet 
werden. 


*  Kritik  der  reinen  Vernunft.    S.  43. 
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Danach  versteht  es  sich  von  selbst,  daß  die  „physiologische 
Ableitung  ....  eigentlich  gar  nicht  Deduktion  heißen  kann'',  und 
daß  auch  die  sogenannte  „metaphysische  Deduktion",  wofern  sie 
etwas  von  der  empirischen  und  von  der  transcendentalen  Deduk- 
tion Verschiedenes  bezeichnen  soll ,  nur  uneigentlich  Deduktion 
genannt  werden  kann.  —  Was  zunächst  die  physiologische  Ab- 
leitung betrifft,  so  unterscheidet  sie  sich  von  der  empirischen  und 
von  der  transcendentalen  Deduktion  schon  dadurch,  daß  sie  sich 
auf  alle  Begriffe  ohne  Unterschied  ihres  Ursprungs  anwenden 
läßt.  Man  kann  von  allen  Begriffen,  „wo  nicht  das  Principium 
ihrer  Möglichkeit,  doch  die  Gelegenheitsursachen  ihrer  Erzeugung 
in  der  Erfahrung  aufsuchen,  wo  alsdann  die  Eindrücke  der  Sinne 
den  ersten  Anlaß  geben,  die  ganze  Erkenntniskraft  in  Ansehung 
ihrer  zu  eröffnen  und  Erfahrung  zu  stände  zu  bringen,  die  zwei 
sehr  ungleichartige  Elemente  enthält,  nämlich  eine  Materie  zur 
Erkenntnis  aus  den  Sinnen,  und  eine  gewisse  Form,  sie  zu  ord- 
nen, aus  dem  Innern  Quell  des  reinen  Anschauens  und  Denkens, 
die  bei  Gelegenheit  der  ersteren,  zuerst  in  Ausübung  gebracht 
werden  und  Begriffe  hervorbringen.  Ein  solches  Nachspüren  der 
ersten  Bestrebungen  unserer  Erkenntniskraft,  um  von  einzelnen 
Wahrnehmungen  zu  allgemeinen  Begriffen  zu  steigen,  hat  ohne 
Zweifel  seinen  großen  Nutzen  ....  Allein  eine  Deduktion  der 
reinen  Begriffe  a  priori  kommt  dadurch  niemals  zu  stände,  denn 
sie  liegt  ganz  und  gar  nicht  auf  diesem  Wege,  weil  in  Ansehung 
ihres  künftigen  Gebrauchs,  der  von  der  Erfahrung  gänzlich  unab- 
hängig sein  soll,  sie  einen  ganz  andern  Geburtsbrief,  als  den  der 
Abstammung  von  Erfahrungen,  müssen  aufzuzeigen  haben.  Diese 
versuchte  physiologische  Ableitung,  die  eigentlich  gar  nicht  De- 
duktion heißen  kann,  weil  sie  eine  quaestio  facti  betrifft,  will  ich 
daher  die  Erklärung  des  Besitzes  einer  reinen  Erkenntnis  nennen". 
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Was  nun  die  „metaphysische  Deduktion"  betrifft,  so  kommt 
dieser  Terminus  nur  ein  einziges  Mal  in  der  Kritik  der  reinen 
Vernunft  vor,  und  zwar  nur  in  der  zweiten  Auflage,  in  der  „trans- 
cendentalen  Deduktion  des  allgemeinen  möglichen  Erfahrungsge- 
brauchs der  reinen  Verstandesbegriffe".  Dort  heißt  es:  „In  der 
metaphysischen  Deduktion  wurde  der  Ursprung  der  Kate- 
gorieen  a  priori  überhaupt  durch  ihre  völlige  Zusammentreffung 
mit  den  allgemeinen  logischen  Funktionen  des  Denkens  dargetan,  in 
der  transcendentalen  aber  die  Möglichkeit  derselben  als  Er- 
kenntnisse a  priori  von  Gegenständen  einer  Anschauung  überhaupt 
dargestellt".  —  Diese  Unterscheidung  einer  metaphysischen  und 
einer  transcendentalen  Deduktion  der  Kategorieen  in  der  trans- 
cendentalen Anatytik  läuft  der  ebenfalls  erst  in  der  zweiten  Auf- 
lage der  Kritik  der  reinen  Vernunft  eingeführten  Unterscheidung 
einer  metaphj'sischen  und  einer  transcendentalen  Erörterung  von 
Raum  und  Zeit  in  der  transcendentalen  Ästhetik  parallel.  „Me- 
taphysisch ist  die  Erörterung,  wenn  sie  dasjenige  enthält,  was 
den  Begriff  als  a  priori  gegeben  darstellt".  ;,Ich  verstehe  unter 
einer  transcendentalen  Erörterung  die  Erklärung  eines  Begriffs, 
als  eines  Princips,  woraus  die  Möglichkeit  anderer  synthetischer 
Erkenntnisse  a  priori  eingesehen  werden  kann.  Zu  dieser  Absicht 
wird  erfordert,  1)  daß  wirklich  dergleichen  Erkenntnisse  aus  dem 
gegebenen  Begriffe  herfließen,  2)  daß  diese  Erkenntnisse  nur  unter 
der  Voraussetzung  einer  gegebenen  Erklärungsart  dieses  Begriffs 
möglich  sind^^  —  Auch  in  der  Einleitung  der  Prolegomena  finden 
wir  dieselbe  Unterscheidung  angedeutet:  „Ich  versuchte  also  zu- 
erst, ob  sich  nicht  Humes  Einwurf  allgemein  vorstellen  ließe, 
und  fand  bald,  daß  der  Begriff  der  Verknüpfung  von  Ursache  und 
Wirkung  bei  weitem  nicht  der  einzige  sei,  durch  den  der  Verstand 
a  priori  sich  Verknüpfungen  der  Dinge  denkt,    vielmehr,  daß  Me- 
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taphvsik  ganz  und  gar  daraus  bestehe.  Ich  suchte  mich  ihrer 
Zahl  zu  versichern,  und,  da  dieses  mir  nach  Wunsch,  nämlich  aus 
einem  einzigen  Princip,  gelungen  war,  so  ging  ich  an  die  Deduk- 
tion dieser  Begriffe ,  von  denen  ich  nunmehr  versichert  war,  daß 
sie  nicht,  wie  H  u  m  e  besorgt  hatte,  von  der  Erfahrung  abgeleitet, 
sondern  aus  dem  reinen  Verstände  entsprungen  seien''  ^  Die  hier 
genannte  Aufweisung  der  Kategorieen  nach  einem  Princip  ist  es 
offenbar,  die  in  der  zweiten  Auflage  der  Kritik  als  ihre  metaphy- 
sische Deduktion  bezeichnet  wird,  während  die  von  ihr  unter- 
schiedene transcendentale  Deduktion  hier  kurzweg  Deduktion  ge- 
nannt wird.  Das  genannte  Princip  aber  ist  der  transcendentale 
Leitfaden,  den  Kant  so  ausspricht:  „Die  Funktionen  des  Ver- 
standes können  insgesamt  gefunden  werden,  wenn  man  die  Funk- 
tionen der  Einheit  in  den  Urteilen  vollständig  darstellen  kann"  ^. 
„Auf  solche  Weise  entspringen  gerade  so  viel  reine  Verstandes- 
begriffe ,  welche  a  priori  auf  Gegenstände  der  Anschauung  über- 
haupt gehen,  als  es  in  der  vorigen  Tafel  logische  Funktionen  in 
allen  möglichen  Urteilen  gab :  denn  der  Verstand  ist  durch  ge- 
dachte Funktionen  völlig  erschöpft,  und  sein  Vermögen  dadurch 
gänzlich  ausgemessen"  ^.  Dies  Princip  ist  in  der  Tat  die  Regel 
zur  Auflösung  der  Aufgabe  der  metaphysischen  Deduktion  der 
Kategorieen,  die  Kant  dahin  bestimmt:  es  komme  dabei  darauf 
an,  „1)  daß  die  Begriffe  reine  und  nicht  empirische  Begriffe 
sind;  2)  daß  sie  nicht  zur  Anschauung  und  zur  Sinnlichkeit, 
sondern  zum  Denken  und  Verstände  gehören;  3)  daß  sie  Elemen- 
tarbegriffe sind  und  von  den  abgeleiteten,  oder  daraus  zusammen- 
gesetzten,   wohl    unterschieden    werden;    4)    daß    ihre  Tafel   voll- 


'  Prolegomena.    Einleitung.  ^  Kritik  der  reinen  Vernunft,    S.  89, 

8  Ebenda  S,  96, 
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ständig  sei  und  sie  das  ganze  Feld  des  reinen  Verstandes  gänzlich 
ausfüllen"  ^ 

Die  metaphysische  Erörterung  oder  Deduktion  eines  Begriffs 
oder  einer  Klasse  von  Begriffen  ist  also  ganz  allgemein  der  Nach- 
weis ihrer  Apriorität. 

Schwieriger    ist    eine    genaue    Bestimmung    des    Begriffs    der 
transcendentalen  Erörterung  oder  Deduktion.      Kants    Definition 
der     transcendentalen    Erörterung     enthält     nämlich     eine    Unbe- 
stimmtheit  insofern,    als   das  Wort  „transcendentale  Erörterung" 
sowohl  auf   „eines  Begriffs"    als    auch    auf  „anderer  synthetischer 
Erkenntnisse  a  priori"  bezogen  werden  kann.    (Vgl.  oben  S.  283.) 
Nach  der  ersteren  Beziehung  wäre  die  transcendentale  Erörterung 
eines  Begriffs  eine  Untersuchung  desselben,  wiefern  er  den  Grund 
der  Möglichkeit   anderer  Erkenntnisse    bildet.      Nach   der  zweiten 
Beziehung    dagegen    wäre    seine    transcendentale    Erörterung    die 
Untersuchung  des  Grundes  seiner  eigenen  Möglichkeit.     So  würde 
z.  B.  diejenige  Untersuchung,  die  wir  nach  der  ersten  dieser  beiden 
möglichen    Beziehungen    als    die    transcendentale    Erörterung    des 
Raumes  zu  bezeichnen  hätten,  zugleich  nach  der  zweiten  Beziehung 
die  transcendentale  Deduktion  der  Geometrie  sein.     Denn  die  Er- 
klärung der  Raumanschauung  als  des  Princips  der  Möglichkeit  der 
Geometrie  ist  zugleich  die  Erörterung  der  Geometrie,  wiefern  sie 
a  priori  möglich  ist. 

Wenden  wir  dies  auf  die  Kategorieen  an,  so  erhalten  wir 
die  folgenden  beiden  Begriffe  ihrer  transcendentalen  Deduktion. 
Nach  der  einen  Bedeutung  wäre  die  transcendentale  Deduktion 
der  Kategorieen  die  Untersuchung  derselben,  wiefern  sie  die 
Principien  der  Möglichkeit    anderer  Erkenntnisse    sind;   nach    der 


1  Kritik  der  reinen  Vernunft.    S.  85. 
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der  Möglichkeit  der  Katogorieen  selbst.  Damit  kommen  wir  auf 
die  Unterscheidung,  die  Kant  zwischen  der  „objektiven"  und  der 
„subjektiven"  Deduktion  der  Kategorieen  macht.  Im  Vorwort 
zur  ersten  Auflage  der  Kritik  heißt  es  von  der  transcendentalen 
Deduktion:  „Diese  Betrachtung,  die  etwas  tief  angelegt  ist,  hat 
aber  zwei  Seiten.  Die  eine  bezieht  sich  auf  die  Gegenstände  des 
reinen  Verstandes  und  soll  die  objektive  Gültigkeit  seiner  Be- 
griffe a  priori  dartun  und  begreiflich  machen  ....  Die  andere 
geht  darauf  aus,  den  reinen  Verstand  selbst,  nach  seiner  Möglich- 
keit und  den  Erkenntniskräften,  auf  denen  er  selbst  beruht,  mit- 
hin ihn  in  subjektiver  Hinsicht  zu  betrachten".  Die  eine  Unter- 
suchung fragt :  „Was  und  wie  viel  kann  Verstand  und  Vernunft, 
frei  von  aller  Erfahrung,  erkennen?"  Die  andere  fragt:  „Wie 
ist  das  Vermögen  zu  Denken  selbst  möglich?"  Die  eine 
wird  die  ..objektive" ,  die  andere  die  „subjektive  Deduktion" 
genannt.  In  der  Kritik  selbst  wird  dieser  Unterschied  mit  fol- 
genden Worten  eingeführt:  „Diese  Begriife  nun,  welche  a  priori 
das  reine  Denken  bei  jeder  Erfahrung  enthalten,  finden  wir  an 
den  Kategorieen,  und  es  ist  schon  eine  hinreichende  Deduktion 
derselben  und  Rechtfertigung  ihrer  objektiven  Gültigkeit,  wenn 
wir  beweisen  können;  daß  vermittelst  ihrer  allein  ein  Gegenstand 
gedacht  werden  kann.  AVeil  aber  in  einem  solchen  Gedanken 
mehr  als  das  einzige  Vermögen  zu  denken,  nämlich  der  Verstand 
beschäftiget  ist,  und  dieser  selbst,  als  ein  Erkenntnisvermögen,  das 
sich  auf  Objekte  beziehen  soll,  eben  so  wohl  einer  Erläuterung, 
wegen  der  Möglichkeit  dieser  Beziehung,  bedarf:  so  müssen  wir 
die  subjektiven  Quellen,  welche  die  Grundlage  a  priori  zu  der 
Möglichkeit  der  Erfahrung  ausmachen,  nicht  nach  ihrer  empirischen, 
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sondern  transcendentalen  Beschaffenheit  zuvor  erwägen" '.  —  Ver- 
gleichen wir  damit  die  Stelle,  von  der  Kant  in  der  Vorrede 
sagt,  sie  „könne  allein  hinreichend  sein",  um  der  „objektiven" 
Deduktion  „ihre  ganze  Stärke"  zu  geben.  Diese  Stelle  ist  die 
folgende :  „  ...  so  ist  doch  die  Vorstellung  in  Ansehung  des  Gegen- 
standes alsdann  ä  priori  bestimmend,  wenn  durch  sie  allein  es 
möglich  ist,  etwas  als  einen  Gegenstand  zu  erkennen... 
Nun  fragt  es  sich,  ob  nicht  auch  Begriffe  a  priori  vorausgehen, 
als  Bedingungen,  unter  denen  allein  etwas,  wenn  gleich  nicht  an- 
geschauet,  dennoch  als  Gegenstand  überhaupt  gedacht  wird,  denn 
alsdann  ist  alle  empirische  Erkenntnis  der  Gegenstände  solchen 
Begriffen  notwendiger  "Weise  gemäß,  weil,  ohne  deren  Voraus- 
setzung, nichts  als  Objekt  der  Erfahrung  möglich  ist.  Nun 
enthält  aber  alle  Erfahrung  außer  der  Anschauung  der  Sinne, 
wodurch  etwas  gegeben  wird,  noch  einen  Begriff  von  einem  Gegen- 
stande, der  in  der  Anschauung  gegeben  wird  oder  erscheint :  dem- 
nach werden  Begriffe  von  Gegenständen  überhaupt,  als  Bedin- 
gungen a  priori  aller  Erfahrungserkenntnis  zum  Grunde  liegen: 
folglich  wird  die  objektive  Gültigkeit  der  Kategorieen,  als  Begriffe 
a  priori,  darauf  beruhen,  daß  durch  sie  allein  Erfahrung,  (der 
Form  des  Denkens  nach)  möglich  sei.  Denn  alsdann  beziehen  sie 
sich  notwendiger  Weise  und  a  priori  auf  Gegenstände  der  Er- 
fahrung, weil  nur  vermittelst  ihrer  überhaupt  irgend  ein  Gegen- 
stand der  Erfahrung  gedacht  werden  kann"  ^. 

Hieraus  erhellt,  daß  die  objektive  Deduktion  der  Kategorieen 
identisch  ist  mit  der  transcendentalen  Deduktion  nach  der  ersten 
der  oben  angegebenen  Bedeutungen  des  Worts.     Sie    ist  die  Auf- 


*  Kritik  der  reinen  Vernunft.    S.  113  f. 
2  Ebenda.    S.  109  f. 

Abhandlungen  der  Fries'echen  Schule.    I.  Bd.  i-'J 
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Weisung  der  Kateg'orieen  als  der  Bedingungen  der  Möglichkeit 
der  Erfahrung.  Die  Erfahrung  bildet  also  hier  die  „anderen 
Erkenntnisse",  und  die  Kategorieen  das  „Princip,  woraus  ihre 
Möglichkeit  eingesehen  werden  kann".  In  der  Tat  fährt  Kant 
fort:  „Die  transcendentale  Deduktitm  aller  Begriffe  a  priori  hat 
also  ein  Principium,  worauf  die  ganze  Nachforschung  gerichtet 
werden  muß,  nämlich  dieses:  daß  sie  als  Bedingungen  a  priori 
der  Möglichkeit  der  Erfahrungen  erkannt  werden  müssen.  Begriffe, 
die  den  objektiven  Grund  der  Möglichkeit  der  Erfahrung  abgeben, 
sind  eben  darum  notwendig". 

Wir  finden  also  bei  Kant  folgende  unter  sich  verschiedene 
Begriffe  einer  transcendentalen  Erkenntnis.  Der  allgemeinste,  in 
der  ersten  Auflage  der  Kritik  der  reinen  Vernunft  allein  vor- 
kommende Begriff  ist  der  in  der  „Einleitung"  der  ersten  Auflage 
definierte :  „Ich  nenne  alle  Erkenntnis  transcendental ,  die  sich 
nicht  sowohl  mit  Gegenständen,  sondern  mit  unseren  Begriffen  a 
priori  von  Gegenständen  überhaupt  beschäftigt".  Dieser  allge- 
meinsten Bedeutung  des  Worts  entsprechen  die  auch  in  der  zweiten 
Auflage  beibehaltenen  Titel  „Transcendentale  Ästhetik,  transcen- 
dentale  Logik,  Analytik"  u.  s.  w.  In  der  zweiten  Auflage  wird 
der  Begriff  enger  gefaßt,  durch  die  Scheidung  metaphysischer  und 
transcendentaler  Erörterung.  Demgemäß  ist  auch  die  citierte  De- 
finition in  der  zweiten  Auflage  enger  gefaßt:  „Ich  nenne  alle  Er- 
kenntnis transcendental,  die  sich  nicht  sowohl  mit  Gegenständen, 
sondern  mit  unserer  Erkenntnisart  von  Gegenständen,  insofern 
diese  a  priori  möglich  sein  soll,  beschäftigt".  Diese  neue  Defini- 
tion läßt  sich  indessen  streng  nur  auf  die  zweite  Art  der  trans- 
cendentalen Erörterung  oder  Deduktion  anwenden,  die  als  die 
subjektive  bezeichnet  wird.  Denn  die  objektive  Deduktion  unter- 
sucht die  Kategorieen  mit  Rücksicht   auf  die  Erkenntnis,    die  sie 
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möglich  machen,  nicht  aber  mit  Rücksicht  auf  den  Grund,  der  sie 
selbst  möglich  macht.  Nur  die  subjektive  Deduktion  kann  die 
Frage  beantworten :  „Was  ist  [bei  synthetischen  Urteilen  a  priori] 
das,  worauf  ich  mich  stütze  und  wodurch  die  Synthesis  möglich 
wird,  da  ich  hier  den  Vorteil  nicht  habe,  mich  im  Felde  der  Er- 
fahrung darnach  umzusehen?"  „"Was  ist  hier  das  Unbekannte 
=  X,  worauf  sich  der  Verstand  stützt,  wenn  er  außer  dem  Be- 
grifp  von  A  ein  demselben  fremdes  Prädikat  aufzufinden  glaubt, 
das  gleichwohl  damit  verknüpft  sei  .  .  .  Es  liegt  also  hier  ein 
gewisses  Geheimnis  verborgen,  dessen  Aufschluß  allein  den  Fort- 
schritt in  dem  grenzenlosen  Felde  der  reinen  Verstandeserkenntnis 
sicher  und  zuverlässig  machen  kann:  nämlich  mit  gehöriger  All- 
gemeinheit den  Grund  der  Möglichkeit  synthetischer  Urteile  a 
priori  aufzudecken,  die  Bedingungen,  die  eine  jede  Art  derselben 
möglich  machen ,  einzusehen  ...  "  ^  Die  Auflösung  der  „eigent- 
lichen Aufgabe  der  reinen  Vernunft",  die  Beantwortung  der 
Frage:  „Wie  sind  synthetische  Urteile  a  priori  möglich?"^  bildet 
demnach  den  strengsten  und  bestimmtesten  Begriff  der  transcen- 
dentalen  Erkenntnis '. 

Es  genüge  hier  nochmals  festzustellen,  daß  die  physiologische 
Ableitung  von  der  transcendentalen  Deduktion  dadurch  unter- 
schieden ist,  daß  sie  sich  nicht  mit  dem  Rechtsgrund,  sondern 
nur  mit  der  Tatsache  des  Besitzes  eines  Begriffs  beschäftigt.     Die 


»  Kritik  der  reinen  Vernunft.     S.  41  f.  ^  Ebenda.     S.  694. 

^  Wobei  natürlich  der  Unterschied  der  zu  deducierenden  Urteile  und 
Begriffe  nicht  zu  übersehen  ist.  Das  Verhältnis  derselben  bestimmt  sich  da- 
durch ,  daß  das  Urteil  (d.  h.  die  Erkenntnis  durch  Begriffe)  die  Begriffe  bereits 
voraussetzt,  und  daß  demgemäß  auch  die  Deduktion  der  Kategorieen  derjenigen 
der  aus  ihnen  entspringenden  Urteile  (wie  das  Mittel  dem  Zweck)  vorhergehen 
mufi. 

19* 
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empirische  Deduktion  aber  unterscheidet  sich  von  der  transcen- 
dontalen  dadurch,  daß  sie  zwar  auch  auf  die  Frage  nach  dem 
Rechtsgrund  eines  Begriffs  antwortet,  diesen  Rechtsgrund  aber 
in  der  Erfahrung  sucht,  es  also  nur  mit  empirischen  Begriffen 
zu  tun  hat. 

Hören  wir  nunmehr  die  Darstellung  von  Elsenhans: 
„Vollends  für  die  Hauptaufgabe  der  Transcendentalphilosophie, 
für  die  transcendentale  Deduktion,  d.  h.  für  die  Erklärung  der 
Art,  wie  sich  Begriffe  a  priori  auf  Gegenstände  beziehen,  ist  sie 
[die  empirische  Psychologie]  völlig  unbrauchbar.  Man  kann  zwar 
von  diesen  Begriffen,  wie  von  aller  Erkenntnis,  wo  nicht  das 
Prinzipium  ihrer  Möglichkeit,  doch  die  Gelegenheitsursachen  ihrer 
Erzeugung  in  der  Erfahrung  aufsuchen.  Allein  eine  Deduktion 
der  reinen  Begriffe  a  priori  kommt  dadurch  niemals  zu  stände, 
keine  Begründung  des  Rechtsanspruchs  (quid  juris),  sondern  nur 
eine  Erklärung  des  Besitzes  (quid  facti)  der  reinen  Erkenntnis. 
Mit  solchen  Versuchen  einer  empirischen  Deduktion  der  reinen 
Begriffe  a  priori  kann  sich  daher  nur  derjenige  beschäftigen, 
welcher  die  ganz  eigentümliche  Natur  dieser  Erkenntnisse  nicht 
begriffen  hat". 

„Es  ist  nicht  zu  leugnen,  daß  hier  Kant  den  Gedanken  einer 
empirisch-psychologischen  Erklärung  des  Besitzes  einer  reinen 
Erkenntnis ,  einer  psychologischen  Bearbeitung  wenigstens  der 
quaestio  facti  offen  läßt.  Aber  einerseits  wird  diese  Frage  als 
eine  außerhalb  der  eigentlichen  Aufgabe  der  Vernunftkritik  lie- 
gende behandelt,  andererseits  wird  an  sonstigen  Stellen  die  em- 
pirische Psychologie  von  den  Erkenntnisquellen  der  Meta- 
physik überhaupt  abgewiesen.  Am  entschiedensten  geschieht  dies 
in  §  1  der  Prolegomena,  wo  es  heißt:  , Zuerst,  was  die  Quellen 
einer   metaphysischen  Erkenntnis   betrifft,    so    liegt    es    schon   in 
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ihrem  Begriffe ,  daß  sie  nicht  empirisch  sein  kijnnen  ....  Also 
wird  weder  äußere  Erfahrung,  welche  die  Quelle  der  eigentlichen 
Physik,  noch  innere,  welche  die  Grundlage  der  empirischen  Psy- 
chologie ausmacht,  bei  ihr  zum  Grunde  liegen'"  ^ 

In  dieser  Darstellung  finden  wir  zunächst  die  fehlerhafte 
Identifikation  der  empirischen  Deduktion  mit  der  physiologischen 
Ableitung,  Die  Folge  dessen  ist  die,  wenn  gleich  nicht  ausdrück- 
lich ausgesprochene  Zumutung,  Kant  habe  sich  selbst  wider- 
sprochen. Wenn  man  nach  Kant  von  den  Begriffen  a  priori, 
wie  von  aller  Erkenntnis,  die  Gelegenheitsursachen  ihrer  Er- 
zeugung in  der  Erfahrung  aufsuchen  kann,  wenn  Kant  den  Ge- 
danken einer  Erklärung  des  Besitzes  einer  reinen  Erkenntnis  offen 
läßt,  wie  kann  man  ihn  dann  sagen  lassen :  mit  solchen  Versuchen 
könne  sich  nur  derjenige  beschäftigen,  welcher  die  ganz  eigen- 
tümliche Natur  dieser  Erkenntnisse  nicht  begriffen  hat? 

Nun  ist  Herrn  Elsenhans  ganz  gewiß  zuzugeben,  daß  die 
genannte  „Erklärung  des  Besitzes  einer  reinen  Erkenntnis"  eine 
^empirisch-psychologische  Erklärung"  ist.  Es  ist  ihm  ferner  un- 
bedingt zuzugeben,  daß  diese  Aufgabe  von  Kant  „als  eine  außer- 
halb der  eigentKchen  Aufgabe  der  Vernunftkritik  liegende  be- 
handelt" wird.  Aber  wir  können  Herrn  Elsenhans  nicht  bei- 
pflichten, wenn  er  daraus  den  Schluß  zieht,  daß  für  die  „eigent- 
liche Aufgabe  der  Vernunftkritik",  für  die  transcendentale  De- 
duktion, die  empirische  Psychologie  „völlig  unbrauchbar"  sei. 
Dieser  Schluß  setzt  vielmehr  das  Vorurteil  voraus,  daß  sich  der 
Satz  von  der  empirisch-psychologischen  Natur  der  physiologischen 
Ableitung  umkehren  ließe;  das  Vorurteil,  daß  die  Leistungsfähig- 
keit  der     empirischen   Psychologie    auf   die    lediglich    genetische 


»  a.  a.  0.    S.  31  f. 
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Untersuchung  der  Entstehung  der  Begriffe  beschränkt  sei. 
Dieses  Vorurteil  ist  allerdings  weit  verbreitet,  und  auf  ihm 
beruht  die  noch  heute  allgemein  vorherrschende  Ansicht,  die 
Möglichkeit  der  transcendentalen  Deduktion  überschreite  die 
Schranken  der  Psychologie  K  Es  ist  indessen  die  Psychologie  so 
wenig  wie  die  physikalischen  Wissenschaften  auf  die  genetische 
Untersuchungsweise  beschränkt.  Es  mag  in  der  Psychologie 
schwieriger  sein  —  aber  auch  sie  vermag  sich  über  die  bloß  histo- 
rische Beschreibung  und  Klassifikation  der  Geistestätigkeiten  zu 
einer  Theorie  der  Vernunft  zu  erheben,  gerade  so,  wie  in  der 
Astronomie  die  Grravitationstheorie  unabhängig  ist  von  der  Ent- 
wicklungsgeschichte des  Sonnensystems. 

Es  mag  aber  wohl  noch  ein  anderer  Grund  gewesen  sein,  der 
Elsenhans  zu  der  Meinung  veranlaßt  hat,  die  empirische  Psy- 
chologie sei  für  die  transcendentale  Deduktion  völlig  unbrauchbar. 
Er  hat  nämlich  offenbar  in  dem  Terminus  „empirische  Deduktion" 
das  Beiwort  „empirisch"  so  verstanden,  als  ob  dadurch  nicht  der 
Gegenstand,  sondern  die  Methode  der  Untersuchung  bezeichnet 
werden  solle.  Wir  hatten  gefunden,  die  empirische  Deduktion  sei 
diejenige ,  die  den  Kechtsgrund  eines  Begriffs  in  der  Erfahrung 
sucht,  sie  könne  also  nur  die  Deduktion  empirischer  Begriffe  sein. 
Bezieht  man  dagegen  das  Beiwort  „empirisch"  auf  die  Methode 
der  Deduktion,  so  wird  der  Anschein  erzeugt,  als  bestände  der 
Unterschied  der  empirischen  und  transcendentalen  Deduktion  nicht 
sowohl  in  der  Verschiedenheit  ihrer  Gegenstände  (nämlich 
in  der  Verschiedenheit  des  Ursprungs  der  Begriffe,  mit  denen  sie 


*  Einen  unumwundenen  Ausspnich  dieses  Vorurteils  finden  wir  z.  B.  bei 
H.  toben  (Kants  Theorie  der  Erfabrung.  2.  Aufl.  1885.  S.  200):  „Es  ist 
der  metbodiscbe  Cliarakter  der  Psychologie,  JMitwicklungsgescbichtc  zu  sein". 
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sich  beschäftigen)  als  vielmehr  in  einer  Verschiedenheit  der  Er- 
kenntnisart, der  sie  selbst  angehören.  Kann  also  nach  dieser 
Auffassung  die  transcendentale  Deduktion  nicht  empirischer  Natur 
sein,  so  kann  sie  auch  nicht  empirisch-ps^'chologischcr  Xatur  sein ; 
sie  gehört  also ,  sofern  eine  rationale  Psychologie  unmöglich  ist, 
überhaupt  nicht  in  das  Gebiet  der  Psychologie. 

Wenn  nun  weiterhin  Elsenhans  zur  Begründung  dieser 
Ansicht  sich  darauf  beruft,  Kant  habe  die  empirische  Psychologie 
von  den  Erkenntnisquellen  der  Metaphysik  abgewiesen,  so  können 
wir  hierin  nur  seine  schon  oben  hinlänglich  beleuchtete  Verwechs- 
lung der  Metaphysik  mit  der  transcendentalen  Kritik  wiederfinden. 
Hier  zeigt  sich  die  verhängnisvolle  Folge  der  Unbestimmtheit  der 
Problemstellung,  auf  die  wir  oben  (S.  271)  hingewiesen  haben. 

Zu  Kants  Zeit  war  nun  allerdings  die  Psychologie,  soweit 
man  überhaupt  von  einer  damaligen  ps3'chologischen  Wissenschaft 
sprechen  kann,  noch  gänzlich  auf  das  Gebiet  rein  deskriptiver 
und  genetischer  Forschungsweise  beschränkt.  Demgemäß  war  es 
natürlich  auch  nicht  üblich,  das  Wort  „Psychologie"  in  einem 
anderen  als  dem  deskriptiv-genetischen  Sinne  zu  gebrauchen.  Diese 
Tatsache  werden  wir  in  Betracht  ziehen  müssen,  wenn  wir  gewisse 
Äußerungen  Kants  richtig  verstehen  wollen,  die  in  der  Tat  — 
im  Unterschiede  von  denjenigen,  auf  die  sich  Elsenhans  beruft 
—  die  Elsenhans  sehe  Behauptung  zu  rechtfertigen  scheinen, 
Kant  selbst  habe  seine  Vernunftkritik  nicht  als  eine  psychologische 
Untersuchung  angesehen  wissen  wollen.  Um  nämlich  den  Unter- 
schied seiner  neuen  Untersuchungen  von  den  bis  dahin  allein  als 
psychologisch  geltenden  deutlich  hervortreten  zu  lassen,  hat 
Kant  sie  durch  die  Einführung  eines  eigenen  Namens  ausge- 
zeichnet. Dies  ist  der  Sinn  seiner  Unterscheidung  der  Transcen- 
dentalphilosophie    von    der    empirischen    Psychologie.      Während 
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diese  sich  mit  dem  Besitzstand  und  der  Entstehungsgeschichte 
der  Begriffe  und  Urteile  beschäftigt,  fragt  jene  nach  dem  „Prin- 
cipium  ihrer  MiJglichkeit".  Von  der  Frage:  ;,Wie  sind  synthetische 
Urteile  a  priori  möglich?"  heißt  es:  „Man  kann  sagen,  daß  die 
ganze  Transcendentalphilosophie ,  die  vor  aller  Metaphysik  not- 
wendig vorhergeht,  selbst  nicht  anderes,  als  bloß  die  vollständige 
Auflösung  der  hier  vorgelegten  Frage  sei"  ^  In  der  Transcen- 
dentalphilosophie  ist  „nicht  von  dem  Entstehen  der  Erfahrung 
die  Rede,  sondern  von  dem,  was  in  ihr  liegt.  Das  erstere  gehört 
zur  empirischen  Psychologie"  ^.  „Die  Zergliederung  des  Ver- 
standesvermögens selbst,  um  die  Möglichkeit  der  Begriffe  a  priori 
dadurch  zu  erforschen,  daß  wir  sie  im  Verstände  allein,  als  ihrem 
Geburtsorte,  aufsuchen  und  dessen  reinen  Grebrauch  überhaupt 
analysieren;  dieses  ist  das  eigentümliche  Geschäft  einer  Trans- 
cendental-Philosophie"  ^ 

Die  transcendentale  Untersuchung  ist  also  durch  ihren  Gegen- 
stand von  der  empirischen  Psychologie  unterschieden,  und  dieser 
Unterschied  der  Gegenstände  kann  bestehen,  ohne  eine  Gemein- 
schaft der  Erkenntnisart  der  Untersuchung  selbst  auszuschließen. 
Suchen  wir  also,  nach  dem  heutigen  wissenschaftlichen  Sprachge- 
brauch, das  Charakteristische  der  Psychologie  in  der  Erkenntnisart, 
verstehen  wir  unter  Psychologie  die  Wissenschaft  aus  innerer 
Erfahrung,  so  werden  wir,  ohne  im  mindesten  den  Unterschied 
der  genetischen  von  der  transcendentalen  Frage  zu  verwischen, 
auch  die  transcendentale  Untersuchung  als  eine  empirisch-psycho- 
logische zu  bezeichnen  haben.  Denn  ob  wir  Begriffe  a  priori  oder 
empirische  Begriffe  untersuchen,  ob  wir  den  Ursprung  einer  Vor- 


>  Prolegomena  §  5.  ^  Ebenda  §  21a. 

^  Kritik  der  reinen  Vernunft.     S.  86. 
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Stellung  in  Erkenntnis  quellen  a  priori  (in  „transcendontalen  Ge- 
mütsvermögen") oder  in  den  Sinnen  suchen,  ob  wir  uns  mit  den 
„Gelegenheitsursachen  der  Erzeugung"  oder  mit  dem  „Principium 
der  Möglichkeit'^  gewisser  Begriffe  beschäftigen,  —  so  werden 
doch  diese  Untersuchungen  selbst  allemal  einer  empirischen  Er- 
kenntnisart,  nämlich  der  inneren  Erfahrung  angehören.  Behalten 
wir  dies  im  Auge,  so  werden  wir  zum  Beispiel  in  folgenden 
Äußerungen  Kants  keinen  Widerspruch  gegen  unsere  Behauptung 
finden : 

„Wenn  man  aber  von  diesen  Grundsätzen  den  Ursprung  an- 
zugeben denkt,  und  es  auf  dem  psychologischen  Wege  versucht, 
so  ist  dies  dem  Sinne  derselben  gänzlich  zuwider.  Denn  sie  sagen 
nicht,  was  geschieht,  d.  i.  nach  welcher  Regel  unsere  Erkenntnis- 
kräfte ihr  Spiel  wirklich  treiben,  und  wie  geurteilt  wird,  sondern 
wie  geurteilt  werden  soll ;  und  da  kommt  diese  logische  objektive 
Notwendigkeit  nicht  heraus ,  wenn  die  Principien  bloß  empirisch 
sind.  Also  ist  die  Zweckmäßigkeit  der  Natur  für  unsere  Er- 
kenntnisvermögen und  ihren  Gebrauch,  welche  offenbar  aus  ihnen 
hervorleuchtet,  ein  transcendentales  Princip  der  Urteile  und  be- 
darf also  auch  einer  transcendentalen  Deduktion,  vermittelst 
deren  der  Grund  so  zu  urteilen  in  den  Erkenntnisquellen  a  priori 
aufgesucht  werden  muß''  ^ 

„In  dieser  Modalität  der  ästhetischen  Urteile,  nämlich  der 
angemaßten  Notwendigkeit  derselben,  liegt  ein  Hauptmoment  für 
die  Kritik  der  Urteilskraft.  Denn  die  macht  eben  an  ihnen  ein 
Princip  a  priori  kenntlich  und  hebt  sie  aus  der  empirischen  Psy- 
chologie, in  der  sie  sonst  unter  den  Gefühlen  des  Vergnügens 
und  Schmerzens  (nur  mit  dem   nichtssagenden  Beiwort   eines    fei- 


*  Kritik  der  Urteilskraft.     Einleitung. 
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neren  Gefühl«)  begraben  bleiben  würde,  um  sie,  und  vermittelst 
ihrer  die  Urteilskraft,  in  die  Klasse  derer  zu  stellen,  welche 
Principien  a  priori  zum  Grunde  haben,  als  solche  aber,  sie  in  die 
Transcendentalphilosophie  herüberzuziehen"  ^ 

„Sofern  die  Einbildungskraft  nun  Spontaneität  ist,  nenne  ich 
sie  auch  bisweilen  die  produktive  Einbildungskraft  und  unter- 
scheide sie  dadurch  von  der  reproduktiven,  deren  Synthesis 
lediglich  empirischen  Gesetzen,  nämlich  denen  der  Association 
unterworfen  ist,  und  welche  daher  zur  Erklärung  der  Möglichkeit 
der  Erkenntnisse  a  priori  nichts  beiträgt,  und  um  deswillen  nicht 
in  die  Transcendentalphilosophie ,  sondern  in  die  Psychologie  ge- 
hört" ». 

Verstehen  wir  also  mit  Fries  unter  Psychologie  die  Wissen- 
schaft aus  innerer  Erfahrung,  so  können  wir  feststellen,  daß 
weder  in  den  von  Elsenhans  beigebrachten  Argumenten ,  noch 
auch  in  den  eben  von  uns  angeführten  Äußerungen  Kants  ein 
hinreichender  Grund  für  die  von  Fries  geäußerte  und  von 
Elsenhans  verteidigte  Behauptung  liegt,  Kant  habe  die  psy- 
chologische Natur  seiner  transcendentalen  Erkenntnis   verkannt. 

Daß  trotzdem  Fries  mit  seiner  Behauptung  Recht  hat,  geht 
hervor  aus  dem  Grunde,  den  er  selbst  für  sie  angeführt  hat,  den 
also  Elsenhans  nicht  nur  bei  Kant,  sondern  auch  bei  Fries 
selbst  hätte  finden  können.  Dieser  Grund  liegt  in  der  folgenden, 
von  Fries  zu  wiederholten  Malen  ausführlich  diskutierten  Er- 
klärung Kants : 

„Und  hier  mache  ich  eine  Anmerkung,  .  .  .  nämlich:  daß 
nicht  eine  jede  Erkenntnis  a  priori,  sondern  nur  die,  dadurch  wir 


>  Kritik  der  Urteilskraft  §  29. 

^  Kritik  der  reinen  Vernunft.     2.  Aufl.    §  24. 
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erkennen,  daß  und  wie  gewisse  Vorstellungen  (Anschauungen  oder 
Begriffe)  lediglich  a  priori  angewandt  werden,  oder  möglich  sein, 
transcendental  .  .  .  heißen  müsse.  Daher  ist  weder  der  Raum, 
noch  irgend  eine  geometrische  Bestimmung  desselben  a  priori  eine 
transcendentale  Vorstellung ,  sondern  nur  die  Erkenntnis ,  daß 
diese  Vorstellungen  gar  nicht  empirischen  Ursprungs  sein ,  und 
die  Möglichkeit,  wie  sie  sich  gleichwohl  a  priori  auf  Gegenstände 
beziehen  könne,  kann  transcendental  heißen"  ^ 

Hier  bezeichnet  Kant  die  transcendentale  Erkenntnis  aus- 
drücklich als  eine  Art  der  Erkenntnis  a  priori.  Es  kann  also 
keinem  Zweifel  unterliegen,  daß  Kant  die  psycholo- 
gische Natur  der  transcenden talen  Erkenntnis  ver- 
kannt hat^ 


*  Kritik  der  reinen  Vernunft.     Transcendentale  Logik.     Einleitung. 

^  Bereits  in  seiner  Abhandlung  „Über  das  Verhältnis  der  empirischen  Psy- 
chologie zur  Metaphysik"  sagt  Fries  (S.  183 ff.): 

„Diese  Unterscheidung  der  Erkenntnisart,  welche  den  Inhalt  der  Kritik  aus- 
macht, von  derjenigen,  welche  ihr  Gegenstand  ist,  konnte  leicht  übersehen  werden. 
Kritik  galt  alsdann  für  eine  Wissenschaft  a  priori  aus  Begriffen ;  man  mußte  den 
ihr  eigentümlichen  Inhalt  mit  ins  System  der  Philosophie  zielien  und  dadurch  zu 
mannigfaltigen  Mißdeutungen  und  Verwirrungen  Anlaß  geben. 

„Selbst  Kant  scheint  mir  diese  Unterscheidung  nicht  bestimmt  im  Auge 
gehabt  zu  haben,  sonst  hätte  er  vielleicht  durch  eine  nähere  Erörterung  derselben 
manchen  vergeblichen  Versuch  die  Philosophie  als  "Wissenschaft  weiter  zu  bringen, 
abhalten  können.  Man  sehe  die  Bestimmung  des  Begriffes  einer  transcendentalen 
Erkenntnis  (Kr.  d.  v.  V.  4.  Auti.  S.  25  u.  80.)  Hier  wird  die  Erkenntnis,  wie 
gewisse  Vorstellungen  lediglich  a  priori  angewandt  werden  oder  möglich  sind, 
transcendentale  Erkenntnis  genannt ;  diese  Erkenntnis  von  der  Möglichkeit  oder 
dem  Gebrauch  einer  Erkenntnis  a  priori  aber  als  eine  Art  der  Erkenntnis  a 
priori  aufgestellt.  Offenbar  aber  werden  wir  uns  nur  durch  innere  Wahrnehmung 
bewußt,  was  für  Vorstellungen  a  priori  wir  haben.  Die  hier  genannte  transcen- 
dentale Erkenntnis  ist  also  Erfahrungs-Erkenntnis.  Ist  dies  richtig,  so  faßt  der 
Kantische  Sprachgebrauch  in  dem  Worte  transcendental  zwei  heterogene  Begriffe 
zusammen.    Da  hier  ein  Fall  ist,  wie  es  kaum  einen  zweiten  geben  möchte,   daß 
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Diese  Stelle  iät  dalier  auch  entscheidend  gegen  Jürgen 
Bona  Meyer,  der  Friesens  Urteil  über  Kant  korrigieren 
zu  müssen  geglaubt  hat.  Hätte  er  diese  Stelle  bei  Kant  oder 
die  entsprechenden  bei  Fries  beachtet,    so    hätte    er   niemals  im 


Kant  bei  ITutcrscheidung  so  wichtiger  Begriffe  gefehlt  hat,   so  wird  es  gilt  sein 
dies  näher  auseinander  zu  setzen  ..." 

Noch   ausführlicher    kommt    F  r  i  e  s    auf  dieselbe   Angelegenheit  in   seiner 
Streitschrift  „Reinhold,  Fichte  und  Schelling"  zurück.     Dort  heißt  es  (S.  200  f.) : 

„Kant  sieht  die  Idee  der  transcendentalen  Kritik  von  der  Seite  an,  daß  die 
Vernunft  erst  sich  selbst  und  ihr  eignes  Vermögen  kennen  müsse,  ehe  sie  mit 
Sicherheit  eines  glücklichen  Erfolges  sich  an  die  Aufbauung  eines  ganz  ihr  eigenen 
Systems  wagen  dürfe.  Allein  er  hat  daltei  nie  näher  angemerkt,  daß  diese  Selbst- 
erkenntnis der  Vernunft  uns  auf  den  Standpunkt  der  Anthropologie  als  Er- 
fahrungswissenschaft stelle,  indem  wir  doch  zuletzt  nur  aus  der  sinnlichen  innern 
Selbstanschauung  unsre  Kenntnis  von  der  Cescliaffenheit  unsrer  Vernunft  selbst 
schöpfen  können.  Man  könnte  zwar  sagen ,  daß  dies  ja  offenbar  schon  in  dem 
von  ihm  gesagten  liege,  und  daß  diese  Untersuchung  ja  unmöglich  selbst  schon 
Philosophie  sein  könne,  wenn  in  ihr  erst  untersucht  wird ,  ob  es  überhaupt  für 
uns  nur  Philosophie  gebe.  Aber  dieser  Unterschied  ist  dennoch  verkannt,  ja  von 
Kant  selbst  übersehen  worden.  Ich  beziehe  mich  hier  nämlich  auf  die  Bestimmung 
des  Begriffs,  den  er  mit  dem  Wort  transcen dental  verbindet,  und  glaube 
nicht  unrecht  zu  tun,  wenn  ich  dabei  etwas  länger  verweile,  indem  ilim  hier  be- 
gegnet ist,  was  man  ihm  sonst  nicht  leicht  wird  aufweisen  können,  daß  er  in 
Bestimmung  eines  für  ihn  so  äußerst  wichtigen  Begriffes  gefehlt  hat  .  ,  .  Sehen 
wir  hier  auf  die  Erklärung  ,  welche  Kant  in  den  zwei  ersten  Stellen  von  tran^s- 
cendentaler  Erkenntnis  giebt,  so  ist  sie  die  Erkenntnis  von  Erkenntnissen  a 
priori,  sie  ist  eben  diejenige,  welche  der  Kritik  eigentümlicli  ist  und  ihren  Inlialt 
ausmacht.  Wir  erkennen  durch  sie  nicht  a  priori,  sondern  wir  erkennen  durch 
sie  nur,  wie  wir  a  priori  zu  erkennen  vermögen ;  nach  Kant ,  sie  geht  nicht  auf 
den  Gegenstand  der  Erkenntnis  a  priori,  sondern  nur  auf  diese  Erkenntnisart. 
Erkenntnisse  a  priori  sind  also  der  Gegenstand  der  transcendentalen  Erkenntnis, 
wir  erkennen  aber  Erkenntnisse  überhaupt  nur  durch  innere  Wahrnebmung,  d.  b. 
durch  innere  Erfahrung  .  .  .  Darauf  mache  ich  also  besonders  aufmerksam: 
transcendentale  (kritische)  Erkenntnis,  ist  nicht  etwa  eine  besondere  Art  der  Er- 
kenntnis a  priori,  wie  es  bei  Kant  scheint,  sondern  sie  ist  dieser  überhaupt  ent- 
gegengesetzt, als  diejenige,  in  welcher  die  Natur  und  Beschaffenheit  unsrer  Er- 
kenntnisse a  priori  aus  innerer  Erfahrung,  erkannt  wird". 
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Widerspruch  gegen  Fries  behaupten  können,  „Kant  habe  die 
psychologische  Natur  seiner  eigenen  Untersuchung  nicht  ver- 
kannt" \ 

Kommt  nun  auch  Elsenhans  zu  dem  Resultat,  daß  die 
eigentümliche  Aufgabe  der  Transcendentalphilosophie ,  so  wenig 
Kant  selbst  sie  als  eine  psychologische  ansah,  uns  in  der  von 
ihm  dargebotenen  Form  vom  Standpunkte  der  Gegenwart  aus  un- 
zweideutig als  eine  solche  erscheinen  müsse  - ,  so  findet  er  doch 
„zwei  wichtige  Punkte,  welche  der  Identifikation  der  transcen- 
dentalen  und  der  psychologischen  Methode  entgegenstehen" '. 

Den  ersten  dieser  entgegenstehenden  Punkte  findet  Elsen- 
hans in  Folgendem : 

„Erstens  kann  jene  psychologische  Untersuchung  des  Er- 
kenntnisvermögens selbst  zu  einer  Bewußtseinstatsache  gelangen, 
welche  ihrer  Analyse  nicht  weiter  zugänglich  ist  und  dadurch  das 
ganze  Gebiet,  welches  sie  beherrscht,  ihrer  Zuständigkeit  ent- 
zieht". —  „Kann"  gelangen?  Jede  wissenschaftliche  Untersuchung 
von  Tatsachen  muß  notwendig  zu  irgend  welchen  Grundtatsachen 
gelangen ,  welche  der  Analyse  nicht  weiter  zugänglich  sind ,  sie 
vielmehr  erst  ermöglichen.  Warum  also  soll  die  Psychologie  zu 
ihnen  nur  gelangen  können  und  nicht  vielmehr,  wie  jede  andere 
Wissenschaft,  notwendiger  Weise  gelangen  müssen?  Sollte  ferner 
behauptet  werden  können ,  dass  dieser  Umstand  ein  Punkt  sei, 
welcher  der  Identifikation  der  transcendentalen  mit  der  psycho- 
logischen Methode  entgegenstehe,  so  hätte  Herrn  Elsenhans 
der  Nachweis  obgelegen,  daß  eine,  von  der  psychologischen 
verschiedene  transcendentale  Methode  der  Untersuchung  möglich 


*  Jürgen  Bona  Meyer.     Kauts  Psychologie.    S.  143,  303. 
2  a.  a.  0.    S.  34.  «  Ebenda  S.  35. 
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ist.  welche  von  jenem  angeblichen  Mangel  der  psychologischen  Me- 
thode frei  ist.  Diesen  Nachweis  ist  er  jedoch  schuldig  geblieben. 
Der  zweite  der  entgegenstehenden  Punkte  ist  der  folgende: 
„Zweitens  ist  derjenige  Haupteinwand  eingehender  zu  be- 
rücksichtigen, auf  den  sich  .  .  .  die  Gegner  der  Friesischen  An- 
schauung beriefen:  psychologische  d.  h.  empirische  Untersuchung 
bringe  es  nie  zu  derjenigen  strengen  Allgemeinheit  und 
Notwendigkeit,  ohne  welche  eine  sichere  Begründung  der 
Erkenntnis  nicht  möglich  sei".  —  Hierauf  ist  zu  antworten,  daß 
dieser  „Haupteinwand"  durchaus  keiner  eingehenden  Berücksichti- 
gung bedarf,  da  er  bereits  von  Fries  selbst  in  seinem  ersten 
Buche  eine  hinlängliche  Berücksichtigung  erfahren  hat.  Dieser 
Haupteinwand  beruht  nämlich  auf  der  Verwechslung  des  Unter- 
schiedes der  empirischen  von  der  allgemeinen  und  notwendigen 
(apodiktischen)  Erkenntnis  mit  dem  Unterschiede  geringerer  und 
höherer  Sicherheit  der  Erkenntnis.  Der  modalische  Unter- 
schied des  Empirischen  und  Apodiktischen  hat  indessen  nichts  mit 
dem  Unterschied  des  Grades  der  Gewißheit  der  Erkenntnis  zu 
tun.  So  schreibt  Fries  im  Jahre  1803:  „Apodiktische  und 
historische  Erkenntnis  unterscheiden  sich  nicht  nach  verschiedenen 
Graden  der  Gewißheit,  sondern  es  kommt  beiden  die  gleiche  ob- 
jektive Gültigkeit  zu.  Grade  der  Gewißheit  finden  nur  für  die 
rationale  Erkenntnis  aus  Wahrscheinlichkeit  statt  .  .  .  Für  die 
historische  Erkenntnis  aus  Anschauung  gibt  es  aber  nur  eine 
Gewißheit  und  eine  Wahrheit,  ihre  objektive  Gültigkeit  .  .  . 
Zweitens  wird  sehr  oft  die  Gewißheit  der  historischen  Erkenntnis 
für  geringer  angesehen,  als  die  der  apodiktischen.  Dieses  ge- 
schieht aber  nur  durch  eine  Verwechselung  des  historisch  Gewissen 
mit  dem  Wahrscheinlichen.  Das  Wahrscheinliche  ist  nur  eine 
rationale  Ableitung   aus   dem    historisch    Gewissen,    hingegen   für 
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dieses  selbst  gibt  es  gar  keine  "Wahrscheinlichkeit,  sondern  nur 
eine  und  dieselbe  faktische  Gewißheit.  Die  historische  Gewißheit 
beruht  auf  der  Anschauung  und  auf  Autopsie ;  das  historisch 
Wahrscheinliche  hingegen  ist  eine  bloße  rationale  Ableitung  einer 
Gewißheit  aus  gegebenen  Erzählungen  oder  gegebenen  Ursachen 
und  Wirkungen.  Für  die  reinen  Elemente  unserer  historischen 
und  apodiktischen  Erkenntnis  ist  also  die  historische  Gewißheit 
des  Wirklichen  der  apodiktischen  Gewißheit  des  Notwendigen 
durchaus  gleich"  '.  —  „Alles  Philosophieren  soll  also  mit  Kritik 
anfangen,  die  Kritik  aber  geht  von  mannigfaltigen  einzelnen  Tat- 
sachen der  innern  Erfahrung  aus.  Wer  ihr  dies  zum  Vorwurf 
machen  will,  wie  oft  geschehen  ist,  der  versteht  sich  weder  auf 
das  Wesen  derselben  noch  auf  das  Wesen  der  Philosophie  über- 
haupt. Er  meint  nämlich  einmal ,  daß  die  historische  Gewißheit 
dieser  Tatsachen  geringer  sei  als  die  apodiktische  der  Philosophie, 
welches  irrig  ist,  und  hat  zweitens  den  Unterschied  zwischen  einem 
Beweise  und  einer  kritischen  Deduktion  nicht  gefaßt"  ^ 

VI. 

Fries'  Theorie  der  Vernunft  und  der  psychologische 

Tatbestand. 

Hiermit  ist  die  Elsenhans  sehe  Erörterung  des  Problems 
„nach  seiner  methodologischen  Seite"  beendet,  und  wir  treten  in 
die  Behandlung  des  Problems  „nach  seiner  psychologischen  Seite" 
ein.    Elsenhans   bespricht  hier  kurz    Fries'    Theorie   der   Re- 


1  R.  F.  und  S.    S.  254  f. 

2  Ebenda  S.  269.     Vgl.  auch  S.  d.  L.  §  111.    Zweite  arcliitektonische  Grund- 
regel. 
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flexion.  Dabei  suclit  er  die  im  ganzen  Gefüge  der  Friesschen 
Psychologie  äußerst  wichtige  Theorie  des  Wahrheitsgefühls  zu 
bemängeln : 

„Fries'  Theorie  des  Wahrheitsgefühls  ist  übrigens  psycholo- 
gisch betrachtet  keineswegs  einwandfrei"  ^  —  Der  Leser  erwartet, 
daß  nun  der  psychologische  Einwand  folgen  werde.  Elsen h ans 
fährt  jedoch  fort:  „Abgesehen  von  Einzelheiten,  auf  welche  hier 
nicht  weiter  eingegangen  werden  kann,  verrät  sich  eine  gewisse 
Unsicherheit  schon  in  dem  Verhältnis  des  , Gefühls*  überhaupt 
zum  ,Wahrheitsgefühk ".  —  Man  wird  begierig  sein,  zu  hören, 
wodurch  sich  diese  „Unsicherheit"  „verrät".  —  „In  der  ersten 
Auflage  der  , Neuen  Kritik  der  Vernunft'  ist  §  85  noch  über- 
schrieben: ,c)  die  Theorie  der  Gefühls',  in  der  zweiten:  ,c)  die 
Theorie  des  Wahrheitsgefühls',  und  Fries  sieht  sich  genötigt,  aus 
Anlaß  der  mancherlei  Streitigkeiten  über  die  Natur  des  Gefühls 
in  der  zweiten  Auflage  (I^,  411 — 415)  eine  besondere  Erörterung 
darüber  neu  anzufügen,  ohne  jedoch,  wie  die  Schlußbemerkungen 
zeigen,  zu  einer  völlig  befriedigenden  Theorie  des  Gefühls  ge- 
langt zu  sein".  — 

Soll  sich  etwa  die  oben  behauptete  ^Unsicherheif^  in  der 
Änderung  des  Titels  des  §  85  der  Kritik  „verraten"?  Das  kann 
nicht  der  Ernst  des  Herrn  Elsenhans  sein.  Hat  er  aber  einen 
anderen  Grund  für  seine  Behauptung,  warum  hat  er  ihn  nicht  mit- 
geteilt? Und  wen  soll,  „wie  die  Schlußbemerkungen  zeigen", 
die  Theorie  nicht  völlig  befriedigen  ?  Ist  gemeint,  daß  die  Theorie 
Fries  nicht  völlig  befriedige,  so  muß  ich  gestehen,  daß  ich 
hiervon  in  den  Schlußbemerkungen  nicht  die  mindeste  Andeutung 
zu  finden  vermag.     Um  aber   den  Leser  selbst  urteilen   zu  lassen, 


S.  38. 
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so  lasse  ich  die  Schlußbemerkungen  in  der  Amiierkung  folgen '. 
Meint  jedoch  Elsenhans,  daß  er  selbst  von  Fries'  Theorie 
nicht  völlig  befriedigt  werde,  so  könnte  ich  in  diesem  Umstand 
nur  in  dem  Falle  einen  Mangel  der  Friesschen  Theorie  erblicken, 
wenn  Elsenhans  die  Gründe  seiner  Unzufriedenheit  mitge- 
teilt hätte.    Das  hat  er  indessen  unterlassen. 

Es  folgt  bei  Elsenhans  eine  kurze  Darstellung  der  Fries- 
schen Lehre  von  der  mittelbaren  und  unmittelbaren  Erkenntnis, 
nebst  einer  „Kritik"  dieser  Lehre.  Diese  „Kritik"  umfaßt  eine 
Druckseite  und  enthält  lediglich  Angaben  über  dasjenige ,  worauf 
„nicht  näher  eingegangen"  werden  soll  und  was  „keines  weiteren 
Kachweises  bedarf"  *:  „Wir  gehen  auf  die  einzelnen  psycholo- 
gischen Bedenken,  zu  welchen  die  zu  Grunde  Kegende  Psychologie 
Anlaß  giebt,  auf  die  uneingeschränkte  Verwendung  der  ,künst- 
lichen  Selbstbeobachtung',    auf  die  Bezeichnung   und    Verwendung 


^  „Ein  dringendes  wissenschaftliches  Bedürfnis  nötigt  uns  also  dem  Worte 
Wahrheitsgefühl  diese  Bedeutung  zu  sichern,  da  wir  keinen  andern  Ausdruck 
haben,  um  diese  unmittelbare  Tätigkeit  im  Denken  vom  mittelbaren  Begreifen 
und  Schließen  zu  unterscheiden.  Aber  freilich  wird  dem  gewöhnlichen  Sprachge- 
brauch viel  Gewalt  angetan,  wenn  wii-  verlangen  wollen,  das  Wort  Gefühl  für 
innere  Verhältnisse  überhaupt  nur  hier  zu  gebrauchen.  Denn  allerdings  gehört 
dieses  Wort  in  der  gewöhnlichen  Rede  besonders  auch  dem  nur  gemütlichen  im 
Geistesleben  im  Gegensatz  gegen  Tat-  und  Willenskraft,  ja  es  wird  im  gemeinen 
Leben  in  dieser  Bedeutung  am  meisten  und  bestimmtesten  gebraucht,  und  wir 
selbst  haben,  dem  Kantischen  Sprachgebrauch  gemäß,  nicht  immer  vermieden,  es 
in  dieser  Bedeutung  anzuwenden,  (es  kommt  vorzüglich  so  in  der  Lehre  von  den 
Temperamenten  vor,  wo  aber  anstatt  desselben  auch  Herz  oder  Gemüt  gesagt 
werden  könnte).  Die  hier  gegebenen  Erörterungen  werden  indessen  hinlangen, 
um  beide  Bedeutungen  auseinander  zu  halten  und  vorzüglich  klar  zu  machen, 
daß  das  Wahrheitsgefühl  als  solches  nie  durch  Lust  und  Unlust  seine  Be- 
stimmungen erhalte,  sondern  ein  Akt  der  Denkkraft  sei".  (N.  K.  d.  V.»  §  85. 
1.  Bd.  S.  414  f.) 

>  a.  a.  0.  S.  42. 
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des  ,Wahrlieitsgcfülils'  als  ,Akt  der  Denkkraft'  und  anderes  nicht 
näher  ein.  Auch  die  vielumstrittene  Frage  des  ,Unbewußten'  im 
Leben  der  Seele,  in  welcher  sich  Fries  teilweise  an  Leibniz  an- 
schließt, mag  dahingestellt  bleiben.  Daß  aber  jene  verborgene, 
für  sich  unaussprechliche ,  irrtumslose  Spontaneität  der  Vernunft 
eine  mit  dem  psychologischen  Tatbestand  nicht  vereinbare  Abs- 
traktion ist,  bedarf  keines  weiteren  Nachweises.  Sie  widerspricht 
schon  der  Notwendigkeit  der  Entwicklung  jeder  individuellen 
Vernunft,  welche  die  Möglichkeit  des  Irrtums  nicht  aus,  sondern 
einschließt". 

Wieso  diese  angebliche  „Abstraktion^'  die  Möglichkeit  des 
Irrtums  ausschließt,  hat  Elsenhans  nicht  angegeben.  Er  hat 
ferner  oifenbar  keine  Kenntnis  davon  genommen ,  daß  gerade  in 
Fries'  Psychologie  die  Lehre  von  der  „Entwicklung  der  indivi- 
duellen Vernunft"  ^  sowohl  als  auch  die  Lehre  vom  Irrtum  ^  eine 
Hauptrolle  spielen.  Was  sich  im  menschlichen  Geiste  entwickelt, 
ist  allerdings  nicht  „jene  irrtumslose  Spontaneität  der  Vernunft", 
sondern  die  Reflexion ,  die  Kraft  der  willkürlichen  Selbstbe- 
herrschung, die  in  der  Tat  dem  Irrtum  unterworfen  ist.  „Durch 
den  Einfluß  des  Willens  aufs  Vorstellen  wird  Irrtum  möglich, 
indem  der  Wille  sich  nach  den  ihm  fremden  Gesetzen  der  Er- 
kenntnis zu  richten  sucht.  Die  Sinne  irren  nicht,  auch  irrt  die 
unmittelbare  Erkenntnis  der  Vernunft  nicht ,  sondern  nur  die 
willkürliche  Reflexion.  Der  Wille  kombiniert  nur  problematische 
Vorstellungen  im  Denken,  und  sucht  im  Urteil  die  Regel  der  Er- 
kenntnis  selbst,    als  Gesetz    der  Wahrheit,    zu  treffen,    dabei  ist 


1  Vgl.  z.  B.  Ps.  A.  I.  Bd.  1.  Ahscliuitt.  2)  Von  den  Grundvermögen  unsers 
Geistes  und  den  Stufen  seiner  Ausbildung.  Desgl.  11.  Bd.  3.  Abschnitt.  Von  den 
Stufen  der  Ausbildung  des  Geistes.  Desgl.  E.  I.  A])schnitt.  2.  Kapitel.  Von  der 
Ausbildung  des  Menschen.  ^  N,  K.  d.  V.    §  84. 


—    305     — 

ihm  also  das  Fehlen  möglich,  weil  er  sich  künstlich  ein  ihm  un- 
mittelbar fremdes  Gesetz  vorschreibt"  ^  —  »Der  willkürlichen 
Selbsttätigkeit  im  Denken  gehört  die  Ausbildung  des  Bewußtseins ; 
der  ursprünglichen  Spontaneität  der  Vernunft  gehört  die  Er- 
kenntnis mit  Notwendigkeit  selbst"  *.  —  „Wenn  hier  aber  die 
Rede  davon  ist,  wie  ein  Verstand  oder  eine  Erkenntniskraft  sich 
von  der  andern  unterscheidet,  edler  oder  unedler,  dummer  oder 
gescheuter  ist,  so  liegen  alle  diese  Unterschiede  nur  im  Reflexions- 
vermögen, denn  die  Selbsttätigkeit  der  Vernunft  ist  eine  Grund- 
form, für  die  es  keine  Grade  giebt,  welche  in  jeder  Erkenntnis- 
kraft die  nämliche  sein  muß.  Es  trifft  also  die  Ausbildung  des 
Denkvermögens  auch  nur  Bildung  der  Reflexion".  „Die  Gewalt 
des  Willens  über  die  Vorstellungen  ist  es,  welche  die  gradweisen 
Unterschiede  des  tierischen  Vorstellens  und  der  menschlichen  Ver- 
nunft bestimmt,  sie  ist  es,  welche  den  gedankenlosesten  Peschares 
oder  Karaiben  vom  gebildetsten,  geistreichsten  Europäer,  den  stu- 
pidesten Verstand  von  der  Genialität  unmittelbar  unterscheidet" '. 
„Es  kann  auffallend  scheinen,  wie  wir  so  wichtige  Momente  dem 
Reflexionsvermögen  beilegen,  aber  wir  leben  ja  unser  Leben  nur 
dadurch  selbst,  daß  wir  es  durch  Reflexion  auffassen  und  wieder- 
holen" *.  „Die  Reflexion  ist  das  bildsame  Vermögen  in  uns  .  .  . 
Nur  durch  sie  giebt  es  Erziehung,  Bildung  und  Geschichte"  ^ 
„Das  einzige  theoretische  Thema  der  Geschichte  der  Menschheit 
ist  die  Ausbildung  des  Verstandes  und  deren  Forterbung, 
d.  h.  die  Geschichte  der  sich  selbst  beobachtenden  und  deutlich  er- 
kennenden Reflexion"  ^ 

„Wie   unnatürlich    die    Folgerungen   sind,   zu    welchen   diese 


^  N.  K.  d.  V.     §  84.     2.  Aufl.     I.  Bd.     S.  403  ff. 

*  G.  d.  Ph.    n.  Bd.    S.  601.  3  N.  K.  d.  V.  §  74. 

*  Ebenda  §  75.  ^  Ebenda  §  187.  •  M.  N.  §  5. 

20 


—     30G     — 

Anschauung  führt,  das  zeigt"  nach  Elsenhans  „unter  anderem 
das  Beispiel  der  optischen  Täuschung,  nach  welcher  die  Mond- 
scheibe am  Horizont  großer  als  hoch  am  Himmel  erscheint''.  — 
Elsenhans  irrt,  wenn  er  dies  ,, Beispiel"  für  eine  Folgerung 
aus  der  Friesischen  ,, Anschauung"  hält.  Es  ist  vielmehr  eine  von 
allen  psychologischen  Theorieen  unabhängig  feststehende  Tat- 
sache, die  Herr  Elsenhans  wie  jeder  andere  an  sich  bei  wolken- 
freiem Himmel  beobachten  kann.  —  „Täuschung  soll  ich  dies  nach 
Fries  vorzüglich  deshalb  nennen,  ,weil  meine  unmittelbare  An- 
schauung, die  ich  durch  Messung  genauer  beobachte,  ihn  das 
einemal  wirklich  nicht  größer  zeigt  als  das  andere'".  Auch  dies 
ist  aber  eine  von  Friesens  psychologischen  Theorieen  völlig  unab- 
hängige Tatsache.  Hat  Elsenhans  etwas  gegen  sie  einzuwenden, 
so  hätte  er  mit  diesem  Einwand  nicht  zurückhalten  sollen,  wenn 
er  sie  „unnatürlich"  schelten  wollte. 

„Durch  die  schroffe  Gegenüberstellung  beider  Erkenntnisarten 
wird  außerdem  die  ganze  Organisation  des  menschlichen  Erkennens 
geradezu  verdoppelt,  da  beide  philosophische  Erkenntnisse  liefern". 

Der  Beweis  des  Gegenteils  dieser  Behauptung  ist  die  ganze 
Bemühung  von  Fries'  Theorie  der  Reflexion:  Der  „Vernunft 
werden  die  allgemeinen  und  notwendigen  Erkenntnisse  der  Philo- 
sophie und  Mathematik  zugeschrieben,  welche  ein  unveränderliches 
Eigentum  jedes  menschlichen  Geistes  sind.  Dieser  beharrlichen 
Tätigkeit  können  wir  uns  aber  erst  mittelbar  im  logischen  Ge- 
dankenlauf durch  Reflexion  bewußt  werden.  Mit  allem  Re- 
flektieren tun  wir  nichts  neues  zur  Erkenntnis 
hinzu  .  .  .  Durch  unsern  Willen  machen  wir  doch  offenbar 
Wahrheit  und  Erkenntnis  nicht,  sondern  wir  leiten  nur  unsre 
innere  Selbstbeobachtung  .  . .  Die  logische  Form  der  Definitionen, 
Schlüsse  und  Beweise,  welche  nur  zur  Wiederbeobachtung  unsrer 
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Erkenntnisse  dient,  sollte  hinlangen,  um  durch  sie  zur  Philosophie 
zu  kommen,  ein  Verfahren,  welches  dem  ganz  gleich  kommt,  wenn 
jemand  durch  das  Fernrohr  zur  Astronomie  kommen  wollte,  ohne 
einen  Himmel,  den  er  beobachtet"  '.  „In  alle  diesen  Dingen  kann 
man  durchaus  zu  keinem  scharfen  Endurteil  kommen,  wenn  man 
nicht  zuvor  versteht ,  das  bloß  Instrumentale  der  Re- 
flexion von  der  unmittelbaren  Erkenntnis  zu  trennen"  ^   — 

Aus  dieser  seiner  ^Jvritik"  zieht  Elsenhans  den  Schluß: 
^Fries  hat  daher  Unrecht ,  Kant  vorzuwerfen ,  er  habe  in  seiner 
Lehre  von  der  transcendentalen  Apperzeption  die  Selbsttätigkeit 
der  Erkenntuiskraft  mit  der  willkürlichen  Reflexion  verwechselt. 
Die  Kantische  Synthesis  sei  nichts  als  ein  Akt  des  Reflexionsver- 
mögens, eine  Wiederholung,  deren  Original  er  nicht  kenne". 

Demgegenüber  will  ich  versuchen  das  Zutreffende  von  Fries' 
Urteil  über  Kants  Theorie  der  Verbindung  und  die  Bedeutung 
der  Friesschen  Verbesserung  des  Kantischen  Fehlers  zu  erläutern. 
Zu  diesem  Zwecke  werde  ich  den  Nachweis  der  Mangelhaftigkeit 
der  Kantischen  Theorie  und  der  Unentbehrlichkeit  der  Friesschen 
Verbesserung  an  einem  Beispiel  durchführen.  Hierfür  mag  zu- 
nächst auf  einige  Stellen  verwiesen  werden,  aus  denen  unmittelbar 
ersichtlich  ist,  daß  Kant  in  der  Tat  keinen  Unterschied  zwischen 
der  Spontaneität  der  unmittelbaren  Erkenntnis  der  reinen  Ver- 
nunft und  der  Willkürlichkeit  der  Reflexion  kennt. 

„Unsre  Erkenntnis  entspringt  aus  zwei  Grundquellen  des 
Gemüts,  deren  die  erste  ist,  die  Vorstellungen  zu  empfangen  (die 
Rezeptivität  der  Eindrücke),  die  zweite,  das  Vermögen,  durch 
diese  Vorstellungen  einen  Gegenstand  zu  erkennen:  (Spontaneität 
der   Begriffe);    durch    die    erstere   wird   uns   ein   Gegenstand   ge- 


»  N.  K.  d.  V.     §  54.  «  Ebenda  §  64. 
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geben,  dnivh  die  zweite  wird  dieser,  im  Verhältnis  auf  jene 
Vorstellung  (als  bloße  Bestimmung  des  Gemüts)  gedacht.  An- 
schauung und  Begriffe  machen  also  die  Elemente  aller  unsrer  Er- 
kenntnis aus  .  .  .  Wollen  wir  die  Rezeptivitat  unseres  Ge- 
müts, Vorstellungen  zu  empfangen,  sofern  es  auf  irgend  eine 
Weise  affiziert  wird,  Sinnlichkeit  nennen,  so  ist  dagegen  das 
Vermögen,  Vorstellungen  selbst  hervorzubringen,  oder  die  Spon- 
taneität des  Erkenntnisses,  der  Verstand"  ^  „Es  giebt  aber, 
außer  der  Anschauung,  keine  andere  Art  zu  erkennen,  als  durch 
Begriffe  .  .  .  Begriffe  gründen  sich  also  auf  der  Spontaneität  des 
Denkens,  wie  sinnliche  Anschauungen  auf  der  Rezeptivitat  der 
Eindrücke"  2.  „  .  .  .  Die  Spontaneität  unseres  Denkens  erfordert 
es,  daß  dieses  Mannigfaltige  zuerst  auf  gewisse  Weise  durchge- 
gangen, aufgenommen,  und  verbunden  werde,  um  daraus  eine  Er- 
kenntnis zu  machen.  Diese  Handlung  nenne  ich  Synthesis"  ^  „Es 
sind  aber  zwei  Bedingungen,  unter  denen  allein  die  Erkenntnis 
eines  Gegenstandes  möglich  ist,  erstlich,  Anschauung,  dadurch 
derselbe,  aber  nur  als  Erscheinung,  gegeben  wird:  zweitens,  Be- 
griff, dadurch  ein  Gegenstand  gedacht  wird,  der  dieser  An- 
schauung entspricht"'*. 

Im  §  15  der  zweiten  Auflage  der  Kritik  der  reinen  Vernunft 
spricht  Kant  „von  der  Möglichkeit  einer  Verbindung  überhaupt". 
Hier  heißt  es:  „Die  Verbindung  (conjunctio)  eines  Mannigfaltigen 
überhaupt  kann  niemals    durch   Sinne   in    uns   kommen,  .  .  .  denn 


>  Kritik  der  reinen  Vernunft.     Transcendentale  Logik.     Einleitung.    (Kehr- 
bach S.  76.) 

»  Transcendentale  Analytik.     Analytik  der  Begriffe.     1.  Ilauptstück.    1.  Ab- 
schnitt.    (Kehrbach  S.  88.) 

»  Analytik  der  Begriffe.     1.  Ilauptstück.     3.  Abschnitt.  (Kehrbach  S.  94.) 
*  Analytik  der  BegriflFe.     2.  Ilauptstück.     1.  Abschnitt.     (Kehrbach  S.  109.) 
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sie  ist  ein  Aktus  der  Spontaneität  der  Vorstellungskraft,  und.  da 
man  diese,  zum  unterschiede  von  der  Sinnlichkeit,  Verstand  nennen 
muß,  so  ist  alle  Verbindung,  wir  mögen  uns  ihrer  bewußt  werden 
oder  nicht,  .  .  .  eine  Verstandeshandlung,  die  wir  mit  der  allge- 
meinen Benennung  Synthesis  belegen  .  .  .  Man  wird  hier  leicht 
gewahr,  daß  diese  Handlung  ursprünglich  einig,  und  für  alle  Ver- 
bindung gleichgeltend  sein  müsse,  und  daß  die  Auflösung  Ana- 
lysis,  die  ihr  Gegenteil  zu  sein  scheint,  sie  doch  jederzeit  vor- 
aussetze; denn  wo  der  Verstand  vorher  nichts  verbunden  hat, 
da  kann  er  auch  nichts  auflösen,  weil  es  nur  durch  ihn  als 
verbunden  der  Vorstellungskraft  hat  gegeben  werden  können".  — 
„  .  .  .  Nur  dadurch ,  daß  ich  ein  Mannigfaltiges  gegebener  Vor- 
stellungen in  einem  Bewußtsein  verbinden  kann,  ist  es  mög- 
lich, daß  ich  mir  die  Identität  des  Bewußtseins  in  die- 
sen Vorstellungen  selbst  vorstelle,  d.  i,  die  analytische 
Einheit  der  Apperzeption  ist  nur  unter  der  Voraussetzung  irgend 
einer  synthetischen  möglich".  ,,Die  analytische  Einheit  des 
Bewußtseins  hängt  allen  gemeinsamen  Begriffen,  als  solchen,  an, 
.  .  .  also  nur  vermöge  einer  vorausgedachten  möglichen  synthe- 
tischen Einheit  kann  ich  mir  die  analytische  vorstellen.  Eine  Vor- 
stellung,  die  als  verschiedenen  gemein  gedacht  werden  soll, 
wird  als  zu  solchen  gehörig  angesehen,  die  außer  ihr  noch  etwas 
Verschiedenes  an  sich  haben,  folglich  muß  sie  in  synthetischer 
Einheit  mit  anderen  .  .  .  vorher  gedacht  werden,  ehe  ich  die 
analytische  Einheit  des  Bewußtseins ,  welche  sie  zum  conceptus 
communis  macht,  an  ihr  denken  kann.  Und  so  ist  die  synthetische 
Einheit  der  Apperzeption  der  höchste  Punkt,  an  dem  man  allen 
Verstandesgebrauch,  selbst  die  ganze  Logik,  und,  nach  ihr,  die 
Transcendental-Philosophie  heften  muß,  ja  dieses  Vermögen  ist 
der  Verstand  selbst."    „Verbindung  ...  ist  allein  eine  Verrichtung 
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des  Verstandes,    der  selbst  nichts  weiter  ist,    als    das  Vermögen, 
a   priori    zu    verbinden,    und   das    Mannigfaltige    gegebener    Vor- 
stellungen unter  die  Einheit  der  Apperzeption  zu  bringen,  welcher 
Grundsatz  der  oberste    im    ganzen  menschlichen  Erkenntnis  ist"  ^ 
„  ...  so  finde  ich ,    daß  ein  Urteil  nichts  anderes  sei ,  als  die  Art, 
gegebene  Erkenntnisse    zur    objektiven    Einheit    der  Apperzeption 
zu  bringen"  -.     „Das  mannigfaltige  in  einer  sinnlichen  Anschauung 
Gegebene    gehört    notwendig   unter  die  ursprüngliche  synthetische 
Einheit  der  Apperzeption  .  .  .     Diejenige  Handlung  des  Verstandes 
aber ,    durch    die    das    Blannigf altige    gegebener   Vorstellungen  .  ,  . 
unter  eine  Apperzeption  überhaupt  gebracht  wird,  ist  die  logische 
Funktion  der  Urteile"  ^. 

Hier  zeigt  sich  deutlich  die  Unzulänglichkeit  der  Kantischen 
Theorie.  Das  Urteil  ist  Erkenntnis  durch  die  Synthesis  von  Be- 
griffen. Der  Begriff  aber  ist  eine  Vorstellung,  „die  als  ver- 
schiedenen gemein  gedacht  werden  soll",  die  „folglich  in  syn- 
thetischer Einheit  mit  anderen  vorhergedacht  werden  muß".  Der 
Verstand  verbindet  also,  was  er  vorher  aufgelöst  hat,  er  kann 
aber  andererseits  nichts  auflösen,  als  was  er  vorher  verbunden 
hat.  Welchen  Sinn  soll  es  aber  haben,  daß  der  Verstand  das 
Werk  seiner  eigenen  Synthesis  wieder  auflöst,  nur  um  die  Syn- 
thesis von  neuem  zu  verrichten? 

Und  ferner,  wenn  diese  „ursprüngliche"  Synthesis,  die  aller 
Analysis  vorhergehen  soll,  wieder  eine  „gedachte"  ist,  wenn  sie, 
wie  nach  Kant  alle  Synthesis,  eine  Verstandeshandlung  ist,  die 
nur  durch  das  Urteil  verrichtet  werden  kann,  so  wäre  sie  selbst 
nur  durch  Begriffe  möglich ,  bedürfte  also  zu  ihrer  Möglichkeit 
bereits  der  analgetischen  Einheit.      Diese    aber    ist    wiederum    nur 

»  §  16.  »  §  19.  '  %  20. 
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unter  Voraussetzung  einer  synthetisclien  Einheit  ml>glieh.  Und 
so  fort  ohne  Ende,  Es  könnte  also  gar  keine  Synthesis  zu  stände 
kommen;    wir    würden   uns   vielmehr  nur  im  Kreise  herumdrehen. 

Wie  können  wir  uns  aus  diesem  Zirkel  herausfinden?  Nur 
dadurch,  daß  wir,  mit  Fries,  die  ursprüngliche  synthetische 
Einheit  der  Apperzeption  von  der  durch  das  Urteil  bewirkten 
synthetischen  Einheit  unterscheiden.  Das  Urteil  ist  eine  Er- 
kenntnis durch  Begriffe,  ist  also  nur  durch  eine  vorausgegangene 
Analysis  möglich.  Die  ursprüngliche  Synthesis  aber ,  die  dieser 
Analysis  zu  Grunde  liegt  und  in  der  Tat  die  Bedingung  der 
Möglichkeit  aller  Analysis  ist,  kann  nicht  wieder  ein  Akt  des 
Verstandes  sein.  Denn  der  Verstand  (das  Reflexionsvermögen) 
ist  das  Vermögen  zu  urteilen.  Die  ursprüngliche  Synthesis  ist 
aber  selbst  erst  die  Bedingung  der  Möglichkeit  alles  Urteilens. 
Sie  kann  folglich  selbst  nicht  wiederum  im  Urteil  bestehen,  sondern 
gehört  der  unmittelbaren  Erkenntnis  der  reinen  Vernunft  an. 

Diese  unmittelbare  Erkenntnis  der  reinen  Vernunft  ist  ur- 
sprünglich dunkel  und  kann  nur  durch  Reflexion  deutlich  werden. 
Denn  durch  das  Urteil  wird  uns  die  synthetische  Einheit  zum 
Bewußtsein  gebracht.  Die  analytische  Einheit  ist  also  das  In- 
strument, die  synthetische  Einheit  ins  Bewußtsein  zu  erheben. 

So  sehen  wir  denn  auch  ein,  daß  und  warum  die  Auflösung 
und  Wiederverbindung  der  Vorstellungen  durch  den  Verstand 
nicht,  wie  es  bei  Kant  scheinen  muß,  das  zweckwidrige  Spiel 
der  abwechselnden  Zerstörung  und  Wiederherstellung  seines  ei- 
genen Werkes  ist.  Sie  dient  vielmehr  dazu,  die  ursprünglich 
dunkelen  Erkenntnisse,  ihrem  Gehalte  nach,  deutlich  zu  machen 
und  aufzuklären.  Der  Verstand  ist  nicht  die  Spontaneität  der 
reinen  Erkenntnis  selbst,  sondern  nur  das  Vermögen  der  Wieder- 
holung dieser  Erkenntnis  vor  dem  Bewußtsein.     Er  ist  nicht  das 
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urspriingliclie  Vermügen  der  Verbindung  in  unserer  Erkenntnis, 
sondern  das  Vermögen  der  Trennung  und  der  Wieder  Verbindung 
der  getrennten  Vorstellungen.  Oder,  um  es  anders  auszudrücken, 
die  urspriingliclie  synthetische  Einheit  der  Apperzeption  ist  nicht, 
wie  Kant  im  §  16  sagt,  „der  Verstand  selbst",  sondern,  nach 
der  richtigeren  Andeutung  des  §  15,  dasjenige,  „was  selbst  den 
Grund  der  Einheit  verschiedener  Begriffe  in  Urteilen,  mithin  der 
Möglichkeit  des  Verstandes,  sogar  in  seinem  logischen  Gebrauche 
enthält"  und  „worauf  folglich"  (§  17)  „selbst  die  Möglichkeit  des 
Verstandes  beruht". 

Erst  mit  der  Aufweisung  dieser  unmittelbaren  Erkenntnis 
der  reinen  Vernunft  ist  die  Frage  nach  dem  Grunde  der  Möglich- 
keit synthetischer  Urteile  a  priori  wahrhaft  aufgelöst  und  befrie- 
digend beantwortet.  Die  ursprüngliche  „formale  Apperzeption" 
wie  Fries  sie  nennt,  ist  in  der  Tat  jenes  „X,  worauf  sich  der 
Verstand  stützt".  Ihre  Aufweisung  ist  der  „Aufschluß  des  Ge- 
heimnisses", der  „allein  den  Fortschritt  in  dem  grenzenlosen  Felde 
der  reinen  Verstandeserkenntnis  sicherund  zuverlässig  machen  kann", 
(s.  0.  S.  289.)  Die  Spontaneität  der  reinen  Vernunft  gibt  durch  ihre 
unmittelbare  Erkenntnis  allererst  die  Regel  der  Wahrheit  für  die 
Urteile  des  Verstandes.  Denn  das  Urteil  ist  für  sich  nur  eine 
willkürliche  Verbindung  von  Begriffen.  Es  wird  zur  Erkenntnis 
(d.  h.  wir  erkennen  durch  Denken)  nur  dadurch,  daß  es  —  un- 
serem Willen  wahr  zu  urteilen,  d.  h.  durch  Denken  zu  erkennen, 
gemäß  —  die  unmittelbare  Erkenntnis  wiederholt,  d.  h.  dadurch, 
daß  die  mittelbare  Synthesis  des  Verstandes  mit  der  ursprüng- 
lichen Synthesis  der  reinen  Vernunft  übereinstimmt.  Ohne  diese 
Unterscheidung  der  unmittelbaren  Erkenntnis  der  Vernunft  von 
der  nur  wiederholenden  Reflexion  würden  wir  daher  das  Gesetz 
der  Wahrheit  preisgeben.      Alle  Wahrheit   und  Erkenntnis    wäre, 
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wie  es    Fichte    wollte,   lediglich  ein  Produkt  der  Willkür,    d.  h. 
es    wäre    eigentlich   gar   keine  Wahrheit  und  Erkenntnis  möglich. 
Das  Verhältnis  von  Fries'  Theorie  der  Vernunft  zum  „psy- 
chologischen Tatbestand"  dürfte  hiermit  klar  gestellt  sein. 


vn. 

Fries'  Verhältnis  zur  Erkenntnistheorie. 

Nachdem  die  „psychologische  Grundlage,  auf  welcher  Fries 
seine  anthropologische  Kritik  aufbaut,  sich  an  dem  für  die  Me- 
thodenfrage wichtigsten  Punkte,  in  der  Unterscheidung  der  ,mittel- 
baren'  und  der  jUnmittelliaren  Erkenntnis'  "  vor  dem  Forum  der 
Elsenhans  sehen  Kritik  als  „unhaltbar  erwiesen"  hat,  geht 
Elsenhans  zu  der  Bearbeitung  des  Problems  „nach  seiner  er- 
kenntnistheoretischen Seite"  über^.  „Hätte  sich"  jene  Friessche 
Unterscheidung  „aus  dem  psychologischen  Tatbestand  rechtfertigen 
lassen,  so  wäre  damit  der  Haupteinwand  gegen  die  Anwendung 
der  psychologischen  Methode  auf  die  Vernunftkritik  ....  hinfällig 
geworden".  „Mit  der  Verwerfung  dieser  Zweiteilung  in  »mittel- 
bare' und  , unmittelbare'  Erkenntnis  kehrt  aber  allerdings  auch 
jener  Einwurf  mit  verdoppelter  Stärke  zurück.  AVir  werden  da- 
mit auf  den  schwächsten  Punkt  der  rein  psychologischen  Methode 
der  Erkenntniskritik  geführt.  Der  erkenntnistheoretischen 
Hauptfrage  der  zuverlässigen  Begründung  der  Erkenntnisprinzipien, 
der  objektiven  Gültigkeit  des  Erkennens  gegenüber  scheint  sie  zu 
versagen''. 

Elsenhans  hält  also  die  Begründung  der  objektiven  Gül- 
tigkeit   des    Erkennens    für    die    Aufgabe    der    Erkenntnistheorie. 

»  S.  43. 


—    314    — 

Dieser  Aufgabe  gegenüber  versagt  in  der  Tat  die  „rein  psycholo- 
gische Methode  der  Erkenntniskritik".  Will  aber  Elsenhans 
dies  „Versagen"  als  einen  „schwachen  Punkt  der  rein  psycholo- 
gischen Methode  der  Erkenntniskritik"  bezeichnen,  so  müßte  er 
vorher  den  Nachweis  der  Möglichkeit  einer  von  der  psychologischen 
verschiedenen  Methode  führen,  welche  jener  „erkenntnistheoretischen 
Hauptfrage"  gegenüber  nicht  versagt.  Mit  andern  AVorten:  er 
hätte  nachweisen  müssen,  daß  es  überhaupt  eine  „Erkenntnisthe- 
orie"' (in  seinem  Sinne)  gibt,  oder  zum  mindesten,  daß  es  sie  geben 
kann,  d.  h.  daß  ihr  P>egriff  keine  Unmöglichkeit  einschließt. 
Widrigenfalls  er  Gefahr  liefe,  sich  in  dem  Begriff  der  Erkennt- 
nistheorie, der  ihm  als  Maßstab  zur  Beurteilung  der  psychologischen 
Methode  dient,  von  einem  bloßen  Hirngespinnst  täuschen  zu  lassen. 
Bereits  an  früherer  Stelle  (S.  299f .)  hat  sich  gezeigt,  daß  nur  durch 
die  Erbringung  dieses  Nachweises  die  von  Elsenhans  an  Fries 
geübte  Kritik  einen  Sinn  erhalten  könne.  Schon  an  derselben  Stelle 
jedoch  haben  wir  zugleich  feststellen  müssen,  daß  Elsenhans 
sich  der  Pflicht  dieser  Nachweisung  entzogen  hat. 

Nehmen  wir  aber  selbst  an,  dieser  Nachweis  wäre  erbracht, 
so  würde  sich  doch  daraus  allein  noch  kein  Tadel  für  die  Frie- 
sische Vernunftkritik  ergeben.  Man  würde  derselben  vielmehr 
nur  dann  eine  „Schwäche"  vorwerfen  können ,  wenn  sie  den  An- 
spruch erhöbe ,  eine  Erkenntnistheorie  (im  Elsenhans  sehen 
Sinne)  zu  sein;  d.  h.  wenn  sie  den  Anspruch  machte,  eine  Be- 
gründung der  objektiven  Gültigkeit  des  Erkennens  zu  geben. 
Denn  in  diesem  Falle  würde  sie,  sofern  die  psychologische  Methode 
dieser  Aufgabe  gegenüber  versagt ,  ihre  Aufgabe  nicht  lösen ,  sie 
würde  das  nicht  leisten,  was  sie  verspricht.  Nun  stellt  sich  aber 
Fries  in  seiner  Kritik  gar  nicht  diese  Aufgabe,  es  verhält  sich 
vielmehr  umgekehrt  so,   daß  er  behauptet   und  den  ausdrücklichen 
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Beweis  für  die  Behauptung  führt,    daß   diese    angebliche  Aufgabe 
der  Erkenntnistheorie  gar  keine  Aufgabe  für  irgend  eine  Wissen- 
schaft   sein    könne,    da    diese  Aufgabe   einen  Widerspruch  in  sich 
birgt.      Fries    beweist    also    die  Unmöglichkeit    der  Erkenntnis- 
theorie.    Dies  ist  auch  Herrn  Elsenhans  keineswegs  verborgen 
geblieben.      Vielmehr    berichtet    er    selbst:    Fries    „sieht   es   als 
seine  Aufgabe    an,    die    gewöhnliche    nur    objektive  Art,    die  Er- 
kenntnisse zu  betrachten,  zu  verlassen  und  sich  auf  die  subjektive, 
anthropologische    zu    beschränken"  ^      „Nach    Fries    ist    es    uns 
nicht  möglich,  die  transcendentale  Wahrheit,  die  Übereinstimmung 
mit    dem   Gegenstande    durch    unsere   Untersuchung    festzustellen. 
Wir  können  nicht  aus  unserer  Erkenntnis  gleichsam  heraustreten, 
um  ihn  selbst  mit  dieser  zu  vergleichen,  sondern  jeder  Gegenstand 
wird  uns  nur  Gegenstand  einer  Erkenntnis  und  jede  Vergleichung 
ist  nur  subjektive  Vergleichung  unserer  Erkenntnistätigkeiten"  -.  — 
Elsenhans   hat  also    Friesens    Beweis  der  Unmöglichkeit  der 
Erkenntnistheorie  sehr  wohl  gekannt.     Warum  hat  er  diesen  Be- 
weis   nicht   zuvor   widerlegt,    ehe    er    es    als    eine  Schwäche    der 
Fries  sehen  Kritik  bezeichnete,  daß  sie  der  erkenntnistheoretischen 
Hauptfrage  gegenüber  versage? 

Elsenhans  glaubt  nun  daraus,  daß  Fries  eine  objektive 
Begründung  der  Erkenntnis  ablehnt,  das  Recht  zu  entnehmen,  von 
dem  „Subjektivismus  der  Friesschen  Philosophie"  zu  sprechen^. 
Dem  entsprechend  fährt  er  in  dem  eben  erwähnten  Referat  von 
Fries'  Lehre  von  der  Begründung  der  Urteile  folgendermaßen 
fort:  „  .  .  .  wir  können  genau  genommen  nicht  sagen:  die  Sonne 
steht  am  Himmel,  sondern  nur:  jede  endliche  Vernunft  weiß,  daß 
die  Sonne   am  Himmel  steht''*.  —  Das  aber   sagt    Fries    keines- 

1  S.  44.  2  s.  47.  3  S.  44.  *  S.  47. 
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wegs,  weder  an  der  Stelle,  auf  die  sich  Eisenbans  beruft \ 
nocb  sonst  irgend  wo.  An  jener  Stelle  spricht  Fries  vielmehr 
von  der  Begründung  der  Grundurteile  und  zeigt,  daß  diese  sich 
nicht  durch  eine  Vergleichung  mit  dem  Gegenstande  begründen 
lassen,  sondern  nur  durch  eine  Vergleichung  mit  der  ihnen  zu 
Grunde  liegenden  unmittelbaren  Erkenntnis.  Demgemäß  dürfen 
wir  uns  z.  B.  für  die  Wahrheit  des  Urteils :  „die  Sonne  steht  am 
Himmel"  allein  auf  unsere  Anschauung  von  dieser  Tatsache  be- 
rufen, ohne  diese  Anschauung  wieder  mit  der  Sonne  selbst  und 
ihrem  am  Himmel  Stehen  vergleichen  zu  können.  Diese  Unmög- 
lichkeit, unsere  Erkenntnis  mit  dem  Gegenstande  zu  vergleichen, 
bedeutet  aber  bei  Fries  keineswegs,  wie  Elsenhans  meint, 
wir  könnten  „genau  genommen"  nicht  über  den  Gegenstand  ur- 
teilen, wären  vielmehr  „genau  genommen^^  auf  ein  Urteil  über 
unsere  Erkenntnis  beschränkt.  Fries  macht  nicht  die  objektive 
Gültigkeit  oder  Ungültigkeit  unserer  Erkenntnis  von  der 
Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  ihrer  objektiven  Begründung 
abhängig.  Allerdings  behauptet  er,  daß  uns  eine  Begründung 
der  objektiven  Gültigkeit  unserer  Erkenntnis  unmöglich  sei;  nicht 
aber,  als  ob  er  subjektivistisch  meinte,  es  gäbe  keine  Objektivität 
für  unsere  Erkenntnis,  sondern  darum,  weil  unsere  Erkenntnis 
ihre  objektive  Gültigkeit  vielmehr  von  vornherein  besitzt,  einer 
objektiven  Begründung  also  nicht  nur  nicht  fähig,  sondern  auch 
gar  nicht  bedürftig  ist.  —  Wie  aber  diese  Behauptung  der  objek- 
tiven Gültigkeit  der  Erkenntnis  mit  der  Möglichkeit  des  Irrtums 
zu  vereinigen  sei,    dies   kann  nur  verstanden  werden,   wenn  man 


•  Die  Stelle  lautet  vielmehr  so :  „Wir  sagen  nicht  [nämlich  bei  der  Be- 
gründung der  Urteile]:  die  Sonne  steht  am  Himmel,  sondern  nur:  jede  endliche 
Vernunft  weiß,  daß  die  Sonne  am  Himmel  steht".  (N.  K.  d.  V.  §  70.  2.  Auti. 
Bd.  I.  S.  343). 
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eine  klare  Einsicht  in  den  Unterschied  und  das  Verhältnis  der 
mittelbaren  und  unmittelbaren  Erkenntnis  besitzt.  Denn  ohne 
diese  Unterscheidung  würde  freilich  die  Behauptung,  der  Erkennt- 
nis als  solcher  gehöre  ihre  objektive  Gültigkeit,  die  Möglichkeit 
des  Irrtums  ausschließen,  wie  dies  in  der  Tat  von  Elsenhans  be- 
hauptet wird  *.  Es  kann  aber  nach  E  r  i  e  s  sehr  wohl  die  Reflexion 
der  Möglichkeit  des  Irrtums  unterworfen  sein,  während  der  un- 
mittelbaren Erkenntnis  der  Vernunft  objektive  Gültigkeit  zukommt. 
Ja,  wir  können  sogar  behaupten,  daß,  da  wir  von  Irrtum  über- 
haupt nur  sprechen  können,  sofern  wir  das  von  uns  irrig  genannte 
Urteil  mit  einer  als  wahr  vorausgesetzten  Erkenntnis  vergleichen, 
die  Möglichkeit  des  Irrtums  selbst  bereits  die  Voraussetzung  der 
"Wahrheit  derjenigen  Erkenntnis  einschließe,  mit  der  wir  letztlich 
das  fragliche  Urteil  vergleichen.  Diese  ist  aber  gerade  die  un- 
mittelbare Erkenntnis.  Denn  über  sie  können  wir,  sofern  sie 
unmittelbare  Erkenntnis  ist,  niemals  hinauskommen,  alle  Begrün- 
dung in  unserer  Erkenntnis  muß  zuletzt  auf  sie  und  kann  nicht 
weiter  als  auf  sie  zurückgehen.  Muß  also  gleich  die  psychologische 
Methode  der  Kritik  der  Aufgabe  der  Begründung  der  objektiven 
Gültigkeit  des  Erkennens  (d.  h.  der  Nachweisung  der  Überein- 
stimmung der  Erkenntnis  mit  ihrem  Gegenstande)  gegenüber  ver- 
sagen, so  kann  sie  uns  doch  sehr  wohl  zu  der  subjektiven  Be- 
gründung unserer  Urteile  (d.  h.  zu  der  Nachweisung  der  Überein- 
stimmung der  mittelbaren  mit  der  unmittelbaren  Erkenntnis) 
dienen.  Wenn  also  Elsenhans  daraus,  daß  die  psychologische 
j  Methode  der  „erkenntnistheoretischen  Hauptfrage"  gegenüber  ver- 
j  sagt,  folgert:  „sie  scheine  wohl  der  Aufgabe  einer  Auffindung  der 
reinen  BegriflPe    a  priori,    der    quaestio    facti    gewachsen  zu  sein, 


»  s.  0.  S,  304. 
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aber  für  die  Aufgabe  einer  unbedingten  Rechtfertigung  derselben, 
für  die  quaestio  juris  nicht  auszureichen",  so  hat  er  die  Frage 
nach  der  Übereinstimmung  der  Erkenntnis  mit  dem  Gegenstande 
mit  der  Frage  nach  der  Übereinstimmung  der  Erkenntnisse  unter- 
einander verwechselt.  Denn  die  Rechtfertigung  der  reinen  Be- 
griffe a  priori  besteht  in  dem  Nachweis  ihrer  Übereinstimmung 
mit  der  unmittelbaren  Erkenntnis  der  reinen  Vernunft,  welcher 
Nachweis  die  transcendentale  Deduktion  dieser  Begriffe  heißt. 
Diese  transcendentale  Deduktion  ist  das  Geschäft  der  psycholo- 
gischen Methode  der  Kritik.  Die  psychologische  Methode 
der  Kritik  ist  also  nicht  allein  „der  Aufgabe  einer  Auffindung 
der  reinen  Begriffe  a  priori,  der  quaestio  facti  gewachsen",  sondern 
sie  „reicht"  in  der  Tat  auch  „für  die  quaestio  juris 
aus". 


Schlusswort. 


Wir  kommen  zurück  auf  das,  wovon  wir  ausgingen.  Wie 
steht  es  mit  dem  „Kant-Friesischen  Problem",  jenem  „echten, 
in  der  Entwicklungsgeschichte  der  deutschen  Philosophie  seit  Kant 
unvermeidlichen  Problem"  ?  Soviel  dürfte  aus  unseren  Darlegungen 
deutlich  geworden  sein:  daß  der  Begriff  der  Kritik,  auf  Grund 
seiner  Definition,  den  der  Metaphysik  ebenso  ausschließt, 
wie  der  Begriff  des  Transcendentalen,  auf  Grund  seiner  De- 
finition, den  des  Psychologischen  einschließt,  und  daß  das  Unter- 
nehmen, diesen  Sachverhalt  zum  Gegenstand  eines  Problems  zu 
machen,  allein  durch  jenes  Kantische  Mißverständnis  des  Trans- 
cendentalen den  Anschein  einer  ernst  zu  nehmenden  Frage  erhalten 
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konntet  Wer  sich  daher  von  der  Gewohnheit  in  bloßen  "Worten 
zu  denken  nicht  frei  machen  kann,  der  mag  in  der  Frage,  ob  die 
Kritik  metaphysisch  oder  anthropologisch  sein  solle,  ein  echtes 
philosophisches  Problem  erblicken,  der  mag  an  die  Bearbeitung 
des  „Problems",  ob  die  Kritik  psychologisch  oder  transcendental 
sei,  seine  Zeit  wenden.  Wer  aber  imstande  ist,  den  Worten  klare 
und  bestimmte  Begriffe  unterzulegen,  der  wird  in  solchen 
Fragen  nicht  den  echten  Geist  der  Philosophie,  sondern  nur  die 
Sprache  der  Gedankenlosigkeit  vernehmen.  Ob  aber  Leute,  für 
die  die  Worte  eine  unübersteigliche  Schranke  des  philosophischen 
Gedankens  bilden,  berufen  sind,  als  Kritiker  der  Friesschen  Phi- 
losophie aufzutreten,  diese  Frage  sollte  unter  einem  wissenschaft- 
lich gebildeten  Publikum  keiner  ernsthaften  Diskussion  mehr  be- 
dürfen. 


*  Wie  es  ja  überhaupt  eine  bei  Dilettanten  beliebte  Pietätlosigkeit  ist,  die 
Fehler  großer  Männer  gegen  ihre  Verdienste  (die  ihrem  Verständnis  weniger  leicht 
erreichbar  sind)  auszuspielen.  Vielleicht  durch  keine  seiner  Entdeckungen  hat 
Helmholtz  größere  Popularität  erlangt  als  durch  sein  Mißverständnis  der  trans- 
cendentalen  Ästhetik. 


Druckfehler : 

Seite  242  Anmerkung  2  statt  a.  a.  0.  lies :  H.  Cohen,  Kants  Theorie  der  Er- 
fahrung.   2.  Aufl.     1885. 
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VI. 

über 
kritische  Mathematik   bei   Piaton, 

.  Ein  Beitrag  zur  Ideenlehre. 

Von 
Carl  Brinkmann. 


Der  alte  Streit  über  die  Platonische  Ideenlehre,  den  Aristo- 
teles durch  den  berühmten  Vorwarf  der  Begriffshypostasierung 
mit  der  Akademie  eröffnete,  erscheint  noch  heute  ungeschlichtet. 
Eine  ernste  Forschung  wenigstens  hat  sich  wohl  immer  dagegen 
gesträubt,  zu  Grünsten  einer  unklar  mystischen  Aulfassung  des 
Pia  ton  das  unbequeme  Urteil  des  großen  Empiristen  als  ober- 
flächliches Mißverständnis  bei  Seite  zu  legen. 

Die  Behandlung,  die  Jakob  Friedrich  Fries  in  seiner 
Geschichte  der  Philosophie  (2  Bde.  HaUe  1837  und  18i0)  der  Frage 
gewidmet  hat,  ist  natürlich  für  ihre  heutige  Diskussion  bisher  un- 
genutzt geblieben.  Doch  ist  sie  m.  E.  geeignet,  über  alle  Probleme 
hinaus  zu  einem  vollen  Verständnis  der  Ideenlehre  zu  führen.  Sie 
ruht  auf  einer  vergleichenden  Darstellung  der  ganzen  Platonischen 
Erkenntnistheorie.  Die  darin  gegebenen  Anregungen  wenigstens 
in  einer  wichtigen  Richtung  der  modernen  Wissenschaft  nahezu- 
bringen, ist  der  Zweck  meiner  xlrbeit. 

Den  methodologischen  Geist,  der  mich  in  dieser  historischen 
Untersuchung  leitet,  werden  Fries ens  Worte  (G.  d.  Ph.  Vorr. 
IX)  am  besten  ausdrücken: 

„Ich  behaupte  also  im  allgemeinen  erstens,  niemand,  der  die 
Philosophie  selbst  nicht  kennt,  kann  die  Geschichte  der  Philosophie 
verstehen.  Jeder  kann  nur  in  Vergleichung  mit  seiner  Ansicht 
von  der  Philosophie  die  Geschichte  der  Philosophie  auffassen.  — 
Zweitens,    noch    mehr    setzt   die   Schilderung   des  Entwickelungs- 


—     324    — 

ganges  in  der  Gescliicbte  der  Philosophie  eine  eigene  Ansicht 
voraus,  nach  der  gemessen  wird.  Drittens,  niemals  aber  sollte 
der  frühere  Lehrer  so  angesehen  werden,  als  ob  er  schon  mit 
unserer  Dialektik  gedacht  hätte;  wir  dürfen  seine  Lehre  nicht 
nach  unserem  System  aufstellen  und  am  wenigsten  mit  unsern 
Konsequenzen  ausführen'^ 

Die  ersten  Ahnungen  einer  apriorischen  Erkenntnis  in  der 
griechischen  Philosophie,  die  pythagoreische  Zahl  und  das  eleatische 
Sein,  waren  in  der  Fortbildung  der  primitiven  mythischen  Natur- 
philosophie die  ersten  Schritte  mathematischer  Abstraktion.  Das 
ist  bedeutsam  geblieben  bis  auf  Piatons  Zeit:  Mrjddg  ccysafihQt]- 
rog  stöLtG}  fiov  xyjv  öteyrjv  —  die  Mathematik  auf  der  Schwelle 
zur  Metaphysik.  Hinüber  führten  nicht  alle  Wege.  Während  die 
eleatische  Dialektik  den  Antinomien  auf  die  Spur  geriet,  krönte 
Demokritos  sein  materialistisches  System  mit  der  Erhebung 
des  atomerfüllten  Raumes  (xsvov)  zum  irsrl  ov  ^  Es  wird  somit 
für  Piatons  Ideenlehre  von  der  größten  AVichtigkeit  sein,  welche 
Stelle  er  der  mathematischen  Erkenntnis  zuwies.  Seine  Lehre 
zeigt  in  diesem  Punkte  eine  merkwürdige  Zwiespältigkeit.  Auf 
der  einen  Seite  trägt  ihn  der  Schwung  seines  Idealismus  auch 
ohne  die  Hülfsmittel  der  Zenonischen  Antinomik  ^  bis  an  die  ent- 
scheidende Verwerfung  des  Ansichseins  von  Raum  und  Zeit.    Auf 


^  Daß  er  damit,  wie  H.  Cohen  (Piatons  Ideenlehre  und  die  Mathematik,  Mar- 
burg 1879  S.  2)  behauptet,  „den  eleatischen  Gedanken  vom  Sein  zu  einer  idea- 
listischen Umbildung  brachte",  hat  schon  Zeller  (Philosophie  der  Griechen  II  1  *, 
Leipzig  1889  S.  G75  Anm.  1)  treffend  bestritten:  „es  besagt  nur,  daß  nach  Abzug 
unserer  subjektiven  Auffassung  die  Atome  und  das  Leere  als  die  alleinigen  objek- 
tiven Bestandteile  der  Dinge  übrig  bleiben". 

"^  Diese  führt  im  Parmenides  wegen  der  Vieldeutigkeit  des  Einheitsbegriffs 
und  der  so])histischen  Dialektik  nicht  einmal  zum  klaren  Ausspruch  von  Thesen 
und  Antithesen ;  vgl.  Otto  Ajjelt,  Untersuchungen  über  den  Parmenides,  Weimar 
1879,  S.  28  ff.  und  44  ff. 
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der  anderen  hat  gerade  sein  Idealismus  eine  zu  starke  Pytlia- 
goreische  Färbung,  als  daß  er  es  vermeiden  könnte,  in  seiner 
Stufenleiter  der  Erkenntniswerte  die  notwendige  mathematische 
Wahrheit  der  zufälligen  sinnlichen  überzuordnen  und  mit  seiner 
metaphysischen  zusammenzustellen. 

Was  griechische  Philosophie  von  den  Anfängen  ihrer  wissen- 
schaftlichen Ausbildung  bis  auf  Piaton  suchte,  war  das  wahr- 
hafte Sein  (övTcog  ov).  Die  Benennung  dieses  Begriffs  zeigt  schon 
seine  Entstehung  aus  der  Entgegensetzung  gegen  die  naiv  so  ge- 
nannte Wirklichkeit  sinnesanschaulicher  Erkenntnis.  Betrachtet 
man  aus  diesem  einfachen  Gedanken  Piatons  Lehre  von  den 
Ideen  als  den  Gregenständen  nichtsinnlicher,  vernünftiger  Erkenntnis, 
so  erscheint  sie  den  vorplatonischen  Philosophemen  gegenüber  als 
der  erste  systematische  Versuch  zur  Entdeckung  des  Ganzen  ra- 
tionaler Wirklichkeit.  In  diese  eröffneten  dem  Piaton  die  Erb- 
schaften des  Herakleitos  und  des  Sokrates  zwei  Eingänge. 
Die  Überzeugung  vom  Fluß  der  Dinge  gab  ihm  das  allgemeinere 
negative  Kriterium  bei  der  Auffindung  des  nur  der  Vernunft 
errefchbaren  beständigen  Seins,  die  Begriffsphilosophie  im  allgemein- 
gültigen Denken  den  Schlüssel  zu  aller  Erkenntnis,  die  eben  nur 
durch  die  künstlichen  Mittel  der  Keflexion  ins  Bewußtsein  gehoben 
werden  kann.  Dabei  mußte  sich  die  Mathematik  mit  ihrer  ratio- 
nalen, aber  unmittelbar  klaren  und  deutlichen  Erkenntnisweise 
dem  Herakleitiker  von  einer  anderen,  bedeutenderen  Seite  dar- 
stellen als  dem  Schüler  des  der  Mathematik  ebenso  wie  den  Na- 
turwissenschaften abholden  Sokrates. 

Die  uns  vorliegende  Sammlung  der  Platonischen  Schriften 
kann  heute  nicht  wohl  mehr  als  gleichmäßiger  Ausdruck  eines 
philosophischen  Systems,  ja  nicht  einmal  als  geschlossene  und 
übersehbare  Entwickelung  eines  solchen  angesehen  werden.    Dem- 
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nach  könnte  es  mißlich  scheinen,  von  einer  Platonischen  Ideen- 
lehre als  G-anzem  überhaupt  zu  reden.  Wenn  trotzdem  ihrer  Er- 
örterung aus  unklarer  Begrenzung  des  Stoffes  bisher  keine  er- 
heblichen Schwierigkeiten  entstanden  sind,  so  erklärt  sich  das  aus 
einer  bemerkenswerten  Einigkeit  über  die  Kanonizität  der  in  Be- 
tracht kommenden  Stellen.  Die  hier  wirkende  Tradition  ist,  wie 
mich  dünkt,  durch  die  neueren  philologischen  Nachprüfungen  im 
wesentlichen  bestätigt  worden.  Parmenides,  Phaidon  und  Phaidros, 
die  Republik  und  der  Timaios  müssen  nach  wie  vor  als  Haupt- 
werke um  die  Ideenlehre,  die  eigentliche  Platonische  Philosophie, 
befragt  werden.  Darunter  aber  sind  hier,  wo  das  ganze  erkennt- 
nistheoretische System  aus  einem  Punkte  beleuchtet  werden  soll, 
die  beiden  letzten,  vollendetsten,  zusammenfassenden  Dialoge  noch 
ganz  besonders  wichtig.  So  soll  hier  zunächst  eine  auch  neuer- 
dings ^  in  gleicher  Absicht  teilweis  herangezogene  Auseinander- 
setzung der  Politeia  (St.  p.  522  E — 527  C)  erläutern,  wie  Pia  ton 
mit  einer  Herakleitischen  Kritik  der  Sinneswahrnehmung  unter 
den  ersten  Vernunfterkenntnissen  gleich  auf  mathematische  stößt. 
Ich  übersetze  P 1  a  t  o  n  s  Worte  nach  dem  Text  der  Cambridge- 
Ausgabe  von  1902  (The  Republic  of  Plato  edited  by  James  Adam) 
wie  folgt  '^ : 

„Also  müssen  wir,  fragte  ich,  von  einem  Krieger  noch  eine 
andere  Kenntnis  fordern,  nämHch,  daß  er  rechnen  und  zählen 
kann?  —  Zu  allererst,  versetzte  er,  wenn  er  auch  nur  irgend  etwas 
von  der  Taktik  verstehen,  ja  wenn  er  überhaupt  ein  Mensch  sein 
soll.  —  Sind  wir  also  über  diese  Wissenschaft  einer  Meinung  ? 
—  Was  meinst  du  denn?  —  Es  ist  am  Ende  ihrer  Natur  nach 
eine  von  den  gesuchten,    die    auf   die  Vernunft  weisen,    und  wird 

*  Von  H.  Cohen  a.  a.  0.  "  Der  Zweck  meiner  Übersetzung  ist  weniger 

Verdeutschung  als  Verdeutlichung. 
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nur  von  keinem  Menschen  richtig,  als  zum  Sein  führend,  ange- 
wandt? —  Wie  meinst  du  das?  sprach  er.  —  Ich  will  versuchen, 
sagte  ich,  dir  meine  Ansicht  auseinanderzusetzen.  Laß  uns  nach- 
sehen, was  ich  unterschiedlich  als  Wege  zu  unserem  Ziel  auffasse 
und  was  nicht,  und  dann  stimme  bei  oder  lehne  ab,  damit  wir 
auch  hierin  deutlicher  sehen,  ob  es  so  ist,  wie  ich  verkünde.  — 
Zeig'  es  mir,  sprach  er.  —  So  zeige  ich  dir,  sagte  ich,  wenn  du 
genau  hinsiehst,  daß  bei  den  Sinneswahrnehmungen  einige  Er- 
kenntnisse die  Vernunft  nicht  zur  Prüfung  reizen,  weil  die  Sinnes- 
anschauimg  sie  hinreichend  beurteilt,  andere  hingegen  durchaus 
die  Vernunft  zur  Aufsicht  herausfordern,  weil  die  Sinnesanschauung 
nichts  Rechtschaffenes  ausrichtet.  —  Aha,  sagte  er,  du  sprichst 
von  den  fernen  Erscheinungen  und  den  Schattenbildern.  —  Nicht 
ganz,  erwiderte  ich,  hast  du  es  getroffen.  —  Ja  wovon  redest  du 
denn?  sagte  er.  —  Nicht  zur  Überlegung  anreizende  Erkenntnisse, 
versetzte  ich,  sind  alle,  die  nicht  zugleich  zu  einer  entgegenge- 
setzten Sinnesanschauung  fortschreiten;  die  das  tun,  nenne  ich 
zur  Überlegung  anreizend,  da  die  Sinnesanschauung  ebensogut 
das  eine  Objekt  wie  seinen  Gregensatz  zeigt,  ganz  gleichgültig,  ob 
sie  aus  der  Nähe  oder  aus  der  Ferne  kommen.  Besser  noch  wirst 
du  meine  Meinung  so  verstehen.  Dies,  sagen  wir,  werden  wohl 
drei  Finger  sein,  der  kleine,  der  zweite  und  der  Mittelfinger.  — 
Ja,  sagte  er.  —  Denke  also  daran,  daß  ich  sie  bei  meiner  Unter- 
suchung aus  der  Nähe  betrachte ;  hilf  mir  aber  bei  ihnen  folgendes 
suchen.  —  Was?  —  Jeder  von  ihnen  erscheint  gleichmäßig  als 
Finger  und  zeichnet  sich  darin  nicht  aus,  ob  er  in  der  Mitte  oder 
am  Ende  steht,  weiß  oder  schwarz,  dick  oder  dünn  und  lauter 
dergleichen  ist.  Denn  bei  allen  diesen  Beschaffenheiten  wird  die 
Seele  der  meisten  Menschen  nicht  genötigt,  die  Vernunft  zu  be- 
fragen, was  denn  eigentlich  ein  Finger  sei;  denn  nirgends  hat  ihr 
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das  Gesicht  zugleich  mitgeteilt,  daß  ein  Finger  der  G-egensat/  zu 
einem  anderen  sei.  —  Nein,  sagte  er.  —  So  eine  Erkenntnis,  ent- 
gegnete  ich,    wird  also  wohl   natürlich   nicht  die  Vernunft  reizen 
und  wecken.    —    Natürlich,    sagte  er.   —    Wie  aber?   Ihre  Größe 
und  Kleinheit   nimmt    wohl    das  Gesicht    hinreichend    wahr,    ohne 
daß  es  etwas  verschlägt,    ob    einer    von   ihnen    in  der  Mitte  oder 
am  Ende   steht,    und   ebenso   der  Tastsinn  Dicke  und  Dünne  oder 
Weichheit  und  Härte?     Und    auch    die   anderen  Sinne  teilen  wohl 
solche  Erkenntnisse    hinreichend   mit?     Oder   macht  jeder    es    so: 
Zunächst  ist  der  Sinn  für  Härte    notwendig    auch  der  für  Weich- 
heit und  meldet  der  Seele  in  der  Wahrnehmung  einen  und  denselben 
Gegenstand   als    hart    und    weich?  —  Freilich,    sagte    er.  —  Muß 
also  nicht,   sprach   ich,    die  Seele   bei    solchen  Vorgängen   in  A^er- 
leo'enheit  geraten,    was    denn    eigentlich   das  Harte    ist,    das  diese 
Wahrnehmung  anzeigt,    wenn  sie  dasselbe  auch  weich  nennt,    und 
was    das    Leichte   und    Schwere    ist,    das    die  Wahrnehmung    von 
Leichtem  und  Schwerem  meldet,    wenn  sie  das  Schwere  als  leicht 
und  das  Leichte  als    schwer    bezeichnet?  —  Allerdings,    sagte  er, 
sind  diese  Sinne  für  die  Seele  wunderliche  und  aufsichtsbedürftige 
Boten.  —  Natürlich,  fuhr  ich  fort,   sucht  die  Seele  zunächst  Ver- 
stand   und  Vernunft    zur   Prüfung   herbeizurufen,    ob  jedes    Paar 
von  Meldungen  eine  Einheit  oder  eine  Zweiheit  sei.  —  Natürlich. 
—  Wenn  nun  zwei  herauskommen,    erscheint  dami   nicht  jede  als 
eine   andere    und   als    eine?  —  Wirklich.  —  Wenn  nun  jede  eine 
ist,  beide  aber  zwei,  so  sind  die  beiden  vor  der  Vernunft  getrennt ; 
denn  wären  sie  ungetrennt,  so  würde  sie  nicht  zwei,  sondern  eine 
bemerken.  —  Richtig.  —  Auch   das    Gesicht,    behaupten  wir,    sah. 
Großes  und  Kleines,    aber   nicht    getrennt,    sondern  ein  Gemenge. 
Nicht  wahr?  —  Allerdings.  —  Um  nun  Klarheit   darüber    zu   er-j 
langen,  wurde  die  Vernunft  genötigt,    auch  ihrerseits  Großes  und 
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Küeines  zu  sehen,  aber  im  Gregensatz  zum  Gesicht  nicht  vermengt, 
sondern  getrennt.  —  Wahr.  —  Stößt  uns  nun  nicht  zuerst  hier 
von  ungefähr  die  Frage  auf,  was  denn  eigentlich  groß  und  klein 
sind?  —  Ganz  recht.  —  Und  so  haben  wir  das  eine  vernünftige, 
das  andere  sinnesanschauliche  Erkenntnis  genannt.  —  Sehr  zu- 
treffend.—  Das  also  war  es,  was  ich  eben  sagen  wollte,  daß  einige 
Erkenntnisse  die  Vernunft  wecken,  andere  nicht,  wobei  ich  die 
Erkenntnisse,  die  zugleich  mit  ihren  Gegensätzen  in  die  AVahr- 
nehmung  fallen,  als  Wecker,  die  das  nicht  thun,  als  Nichtwecker 
der  Vernunft  bestimme.  —  Nun  verstehe  ich  schon,  sagte  er,  und 
es  scheint  mir  in  der  Tat  so  zu  sein.  —  Wie  also  ?  Zu  welcher 
von  beiden  Klassen  scheinen  dir  Zahl  und  Einheit  zu  gehören?  — 
Ich  weiß  nicht,  sagte  er.  —  So  erschließe  es,  sprach  ich,  aus  dem 
vorher  Gesagten.  Denn  wenn  die  Einheit  für  sich  hinreichend  ge- 
sehen oder  mit  irgend  einem  anderen  Sinne  erkannt  wird,  so  wird 
sie  wohl  nicht  zum  Sein  führen,  wie  wir  beim  Finger  sagten; 
wenn  aber  immer  noch  ein  Gegensatz  mit  ihr  zugleich  gesehen 
wird,  sodaß  ebensogut  wie  die  Einheit  ihr  Gegensatz  erscheint, 
so  wird  wohl  die  Seele  schon  der  Xachprüferin  bedürfen,  wird  in 
diesem  Falle  verwirrt  werden  und  in  sich  das  Denken  in  Be- 
wegung setzen  imd  suchen  und  fragen,  was  denn  eigentlich  die 
Einheit  selbst  sei,  und  so  wird  die  Wissenschaft  von  der  Einheit 
unter  die  gehören,  die  zur  Anschauung  des  Seienden  führen  und 
umlenken.  —  Ja  wirklich,  sagte  er,  so  steht  es  vorzüglich  mit 
der  Sinnesanschauung  der  Einheit;  denn  wir  sehen  ja  ein  und 
dasselbe  Ding  zugleich  als  Einheit  und  als  unendliche  Vielheit.  — 
Wenn  nun  die  Einheit  diese  Eigenschaft  hat,  fuhr  ich  fort,  so  hat 
sie  auch  jede  Zahl.  —  Natürlich.  —  Und  die  Rechenkunst  und 
Zahlentheorie  beschäftigen  sich  doch  nur  mit  Zahlen?  —  Gewiß. 
—  So  zeigen  sie  sich  als  Führer  zur  Wahrheit.  —  Ganz  richtig.  — 
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Wie  es  sclieint,  werden  sie  dann  wohl  zu  den  gesuchten  Kennt- 
nissen gehören,  denn  der  Krieger  muß  sie  sich  der  Taktik  wegen 
aneignen,  der  Philosoph  aber  deshalb,  weil  er  die  Sinnlichkeit  ab- 
streifen und  sieh  an  das  Sein  halten  muß,  wenn  er  jemals  ein 
Denker  werden  will.  —  So  ist  es,  sagte  er.  —  Und  unser  Wächter 
ist  doch  eben  Krieger  und  Philosoph.  —  Freilich.  —  Also  wird 
es  wohl  gut  sein,  die  Kenntnis  gesetzlich  zu  fordern  und  die 
künftigen  Inhaber  der  höchsten  Staatsämter    anzuweisen,    daß  sie 


*o 


sich  der  Rechenkunst  zuwenden  und  sich  mit  ihr  beschäftigen, 
nicht  in  der  gewöhnlichen  Weise,  sondern  bis  sie  mit  der  Ver- 
nunft selbst  zur  Anschauung  der  Natur  der  Zahlen  gelangen,  nicht 
zu  Kauf  und  Verkauf  wie  Handelsleute  oder  Krämer,  sondern  um 
des  Krieges  willen  und  einer  leichten  Umkehr  der  Seele  selbst 
von  der  Sinnlichkeit  zur  Wahrheit  und  zum  Sein.  Und  jetzt  sehe 
ich  auch  wahrhaftig,  schloß  ich,  wie  schön  und  vielfach  nützlich 
uns  die  Rechenkunst  für  unsere  Zwecke  ist,  wenn  man  sie  der 
Erkenntnis  und  nicht  des  Geschäfts  halber  betreibt.  —  Wie  denn? 
fragte  er.  —  Die  Wissenschaft,  von  der  wir  jetzt  reden,  führt 
gleichsam  mit  Macht  die  Seele  aufwärts  und  zwingt  sie,  sich  über 
die  reinen  Zahlen  zu  verständigen,  sodaß  sie  es  sich  gar  nicht 
gefallen  läßt,  wenn  einer  mit  ihr  streiten  will  und  dabei  an  sicht- 
bare oder  fühlbare  Körper  gebundene  Zahlen  verwendet.  Denn 
du  weißt  wohl,  daß  die  dieser  Wissenschaft  Mächtigen  es  lächerlich 
finden  und  ablehnen,  wenn  man  die  Einheit  selbst  in  seiner  Rede 
zu  teilen  versucht,  und  daß  sie  sie  multiplizieren,  wenn  du  sie 
dividierst,  aus  Angst,  die  Einheit  könnte  am  Ende  nicht  als  Ein- 
heit, sondern  als  vielteilig  erscheinen.  —  Sehr  wahr,  sagte  er.  — 
Was  glaubst  du  also,  Glaukon,  wenn  man  sie  fragte:  Ihr  wunder- 
lichen Leute,  von  was  für  Zahlen  redet  ihr,  bei  denen  die  Einheit 
eure  Anforderungen  erfüllt,    jedes  Granze  dem  anderen  gleich  und 
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auch  kein  bischen  von  ihm  verschieden  ist  und  keinen  Teil  in  sich 
enthält?  Was,  glaubst  du  wohl,  würden  sie  antworten?  —  Dies, 
glaube  ich,  daß  sie  von  Dingen  redeten,  die  man  nur  rein  an- 
schaulich ^ ,  anders  gar  nicht  erfassen  könne.  —  Siehst  du  also, 
Freund,  sprach  ich,  daß  diese  Wissenschaft  uns  am  Ende  wirklich 
nötig  ist,  da  es  sich  herausstellt,  daß  sie  die  Seele  zwingt,  die 
"Vernunft  selbst  zur  Erkenntnis  der  Wahrheit  selbst  zu  gebrauchen? 
—  Ganz  gewiß,  sagte  er,  thut  sie  das.  —  Weiter :  Hast  du  schon 
bemerkt,  daß  die  geborenen  Rechner  für  alle  Wissenschaften  so- 
zusagen von  Natur  geschärft  sind,  die  Menschen  mit  langsamem 
Verstand  aber,  wenn  sie  in  der  Rechenkunst  sich  unterweisen 
lassen  und  üben,  selbst  falls  sie  keinen  anderen  Nutzen  davon 
haben,  gleichwohl  alle  in  der  Richtung  größerer  Greistesschärfe 
fortschreiten?  —  So  ist  es,  sagte  er,  —  Und  wirklich  wird  man 
meines  Erachtens  wohl  schwerlich  viele  Wissenschaften  finden,  die 
beim  Lernen  und  Üben  größere  Mühe  machen  als  diese.  —  Ja.  — 
Aus  allen  diesen  Gründen  darf  diese  Wissenschaft  nicht  außer 
Acht  gelassen  werden,  sondern  die  Naturen  der  Besten  müssen 
darin  ausgebildet  werden.  —  Da  stimme  ich  zu,  sagte  er.  —  Das 
also,  sprach  ich,  soll  uns  eine  grundlegende  Wissenschaft  sein, 
nun  wollen  wir  sehen,  ob  die  zweite,  sich  daran  anschließende 
Wissenschaft  uns  angeht.  —  Welche?  Oder  meinst  du,  fragte  er, 
die  Geometrie?  —  Eben  die,  antwortete  ich.  —  Alles,  was  sich 
davon  auf  die  Kriegskunst  erstreckt,  geht  uns  offenbar  an;  denn 
wo  es   sich  um  Einrichtung  von  Lagern,   Eroberung  von  Plätzen, 

1  Diese  Übertragung  von  diavoi^&rjvai,  soll  (auch  wo  ich  sie  später  brauche) 
nicht  mehr  sein  als  ein  Hinweis  auf  die  historische  Bedeutsamkeit  von  Piatons 
kritischer  Mathematik.  Ich  bin  mir  wohl  bewußt,  daß  Piaton  unter  Siävoiu  = 
mathematischer  Erkenntnisweise  neben  der  reinen  Anschauung  immer  auch  und 
zuweilen  (wo  ich  dann  auch  anders  übersetze)  ausschließlich  das  syllogistische 
Denkverfahren  der  Mathematik  versteht. 
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Zusammenziehung  oder  Ausbreitung  von  Truppen  handelt,  und 
wie  man  sonst  noch  in  Schlachten  oder  auf  Märschen  die  Heere 
gestaltet,  wird  wohl  ein  Unterschied  sein  zwischen  einem  Geometer 
und  einem  Nichtgeomcter.  —  Nun,  für  solche  Dinge,  versetzte  ich, 
genügte  doch  ein  kurzes  Stück  von  Geometrie  und  Rechenkunst; 
wenn  sie  sich  aber  irgend  darauf  ausdehnen  soll,  die  Idee  des 
Guten  deutlicher  zu  zeigen,  so  muß  man  ihr  Hauptstück  und  ihre 
tieferen  Gründe  erforschen.  Darauf  aber,  behaupten  wir,  bezieht 
sich  alles,  was  die  Seele  zur  Umkehr  zwingt  nach  dem  Orte  des 
glücklichsten  Wesens,  das  sie  durchaus  erblicken  soil.  —  Richtig, 
sagte  er.  —  Also,  wenn  sie  uns  nötigt,  das  Sein  anzuschauen,  geht 
sie  uns  an,  wenn  das  Irdische,  dann  nicht.  —  Ja,  das  ist  unsere 
Behauptung.  —  Das  bestreitet  uns  doch  wohl  niemand,  fuhr  ich 
fort,  der  nur  ein  wenig  Geometrie  versteht,  daß  diese  Wissen- 
schaft ganz  im  Gegensatz  steht  zu  den  Reden,  die  ihre  Jünger  in 
ihr  führen.  —  Wie?  fragte  er.  —  Sie  reden  doch  recht  lächerlich 
und  gezwungen;  wie  Praktiker  und  um  der  Praxis  willen  wählen 
sie  ihre  Ausdrücke  und  sagen :  Sie  quadrieren,  legen  an,  addieren, 
und  so  fort ;  und  die  ganze  Wissenschaft  wird  doch  um  der  Er- 
kenntnis willen  betrieben.  —  Gewiß,  sagte  er,  —  Muß  man  sich 
darüber  nicht  noch  ganz  verständigen?  —  Worüber?  —  Daß  sie 
um  der  Erkenntnis  des  Ewigen  willen  betrieben  wird,  nicht  um 
der  des  Werdenden  und  Vergehenden  willen.  —  Das  ist  allgemein 
zugegeben,  sagte  er ;  die  Erkenntnis  der  Geometrie  ist  doch  eine 
Erkenntnis  von  Ewigem.  —  Dann  wird  sie  also  wohl,  Bester,  die 
Seele  zur  Wahrheit  führen  und  philosophische  Überlegung  bewirken 
zum  Zwecke,  daß  wir  aufwärts  wenden,  was  wir  jetzt  ungebührlich 
abwärts  richten.  —  So  viel  wie  möglich,  sagte  er.  —  Dann  muß  man 
sie  also  möglichst  energisch  einführen,  auf  daß  die  Bürger  deiner 
Musterstadt  durchaus  nicht  der  Geometrie  fernbleiben.     Auch  die 
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Nebenerfolge  werden  nämlich  nicht  gering  sein.  —  Welche?  fragte 
er.  —  Du  nanntest    sie    schon,    versetzte  ich,    die  für   den  Krieg, 
und  auch  in  der  größeren  Empfänglichkeit  für  alle  Wissenschaften, 
das  ist  uns  doch  bekannt,  wird  ein  himmelweiter  Unterschied  liegen 
zwischen  dem  in  Geometrie  Bewanderten    und    dem,    der  es  nicht 
ist.  —  Das  will  ich  glauben,  sagte  er.  —  So  wollen  wir  sie  denn 
als  Fach  in  den  Jugendunterricht  setzen?  —  Das  wollen  wir.  — " 
Was  den  Wert  einer  Wissenschaft  ausmacht,    ist,  daß  und  in 
welchem  Grade   sie    zu  dem   der    aiö^riGtg    unerreichbaren   usl  öv 
führt,  also  mit  koytG^og  und  vörjötg  zu  tun  hat.     Die  Erkenntnis- 
weise  der  Mathematik  gehört  ganz  der  Vernunft  und  dem  Denken. 
Niemand    hat    mathematische  Größen   je    sinnlich    wahrgenommen. 
Die  Wahrheiten  der  Mathematik   sind  auch  nicht  Erzeugnisse  der 
TCQä^iS  (5'^7  A),  der  willkürlichen  Festsetzung.    Diese  Einsicht  ist 
heute  um  so  bewundernswerter,  als  sie  gerade  von  moderner  kri- 
tischer Mathematik  nicht   immer  beherzigt  wird.     Ihre  Quelle  ist 
ohne  Zweifel   ein   dunkles  Bewußtsein  der   eigentümlich  mathema- 
tischen,  der   reinen  Anschauung    des  Raumes   und  der  Zeit.     Das 
beweist  die  Induktion,  durch  die  Piaton  in  einem  Ausschnitt  aus 
dem  Ganzen  menschlicher  Erkenntnis   den  noetischen  und  logisti- 
schen Teil  von  der  Sinneswahrnehmung  zu   sondern   und  für  sich 
herauszuschälen  versucht:    Was    kann   über  die  Finger  der  Hand 
bloß    sinnesanschaulich    ausgemacht  werden,    und    wobei    muß    die 
voTiGig  die  Epikrise  des  Denkens  übernehmen?    Das  Ergebnis  ist: 
Jede  Einzelwahrnehmung  fällt  in  die  erste,  jede  Verbindung  einer 
solchen  mit  einem  ivavTtov,  also  von  mehreren,  in  die  zweite  Klasse 
der  Erkenntnis.  Eine  Verbindung  von  Wahrnehmungen  aber  voll- 
zieht sich  zunächst  in  der  reinen  Anschauung,    die   sie  im  Räume 
nebeneinander    und   in    der  Zeit   nacheinander    ordnet,    sodaß  aus 
dem  6vyx6xviievov  ein  xex(OQc0^evov  wird.  Eine  andere  Verbindung 
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von  Erkenntnissen  aber  macht  sich  im  Denken,  in  der  logischen 
Vergleichung  von  Dingen  und  Begriffen  und  von  Begriffen  unter- 
einander mittels  der  Reflexionsbegriffe  der  Eincrleiheit  und  der  Ver- 
schiedenheit, der  Einstimmung  und  des  Widerstreits.  Auch  diese 
Verbindung  hat  Piaton  natürlich  im  Auge,  wenn  er  die  vörjOig 
darüber  entscheiden  läßt,  ob  zwei  entgegengesetzte  Prädikate  einem 
Dinge  zukommen  können  oder  zwei  Dingen  zukommen  müssen. 
Daher  ist  auch  die  Einheit  ein  so  unglückliches  Beispiel  für  die 
Unsinnlichkeit  der  Zahlen;  der  ganze  Wirrwarr  metaphysischer, 
logischer  und  mathematischer  Begriffe,  der  für  den  griechischen 
Philosophen  von  jeher  an  diesem  viel  umstrittenen  Wort  haftete, 
stellt  sich  hier  der  Ergründung  von  Piatons  Mathematik  entgegen. 
Was  nützt  es,  auf  den  Ausdruck  d-sa  (xris  tav  aQtd-fiav  (pvasag)  sich 
zu  berufen,  den  ja  Piaton  auch  auf  seine  Metaphysik  anwendet! 
Die  bloß  negative  Bestimmung  von  Xoyiö^os  und  v6i]6is  gegen  die 
ai'6&t}0Lg  verwehrt  ihm  eben  schärfere  Unterscheidungen  innerhalb 
der  nichtsinnlichen  Erkenntnis. 

Der  zweite  Eingang  in  die  Ideenlehre  ist  Piaton  die  Sokra- 
tische  Begriffsphilosophie.  Es  \vird  vorzüglich  aus  dem  ersten 
Teil  des  Parmenides  deutlich,  welche  neubegründete  Wichtigkeit 
die  durch  Sokrates  gefundenen  allgemeinen  Bestimmungen 
des  Denkens  für  Piaton  gewinnen.  Im  Sokratischen  tö  xi  iön 
glaubt  er  das  wahre  Sein,  im  o  i6xi  öeßnötTjg  und  o  sötl  dovkog 
das  Ansich  der  avrij  öeöTtotsia  und  der  avtij  dovkaCa  zu  ent- 
decken. Den  tiefsten  Grrund  für  diesen  Ursprung  der  Ideenlehre 
klärt  Fries  Gesch.  d.  Ph.  1  S.  366  auf.  Es  ist  Pia  ton  s  Ver- 
legenheit um  eine  richtige  Theorie  des  Urteils.  Die  Beilegung 
eines  Prädikats  scheint  ihm  einen  Widerspruch  zu  enthalten.  Der 
Satz  „Ein  Ding  ist  etwas"  behauptet  von  diesem  Dinge  zugleich 
die  Einheit  und  die  Vielheit,  die  Behauptung  des  seienden  Einzelneu 
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„Ein  Mensch  ist"  verträgt  sich  nicht  mit  der  seienden  Zwei- 
zahl ^ Ein  Mensch  ist  ein  Herr  (oder  ein  Sklave)'' ^  Piaton  ver- 
wechselt also  die  Kopula  mit  dem  prägnanten  „ist"  des  Existenzial- 
satzes.  Die  Folgerung  für  die  Seinsphilosophie  ist.  daß  den  in 
Urteilen  erkannten  Dingen  die  wahre  Existenz  abgesprochen  wird. 
Ein  kurzer  Schritt  führt  den  Sokratiker  dazu,  sie  den  im  Urteil 
den  Einzeldingen  übergeordneten  Begriffen  und  ihren  in  analyti- 
schen Urteilen  ausgedrückten  allgemeinen  und  notwendigen  Ver- 
hältnissen 2  zuzuweisen.  So  schießt  die  dialektische  Begründung, 
die  in  dieser  "Weise  zu  der  Herakleitischen  Verwerfung  der 
Sinnenwelt  hinzugebracht  wird,  gleichsam  über  ihr  Ziel  hinaus, 
indem  sie  unheilvoller  Weise  zunächst  den  mittelbaren  und  für 
sich  leeren  Teil  der  nichtsinnlichen  Erkenntnis,  das  logische 
Denken,  ergreift,  um  daran  das  Sein  zu  binden,  und  so  dem 
Aristotelischen  Vorwurf  der  Begriffshypostasierung  verfällt. 

Es  ist  gut,  den  vorwiegend  dialektischen  Charakter  dieser 
Grundlegung  der  Ideenlehre  zu  betonend  Ihr  Gewinn  ist  wie 
der  aller  griechischen  Dialektik  gering  im  Vergleich  mit  indukto- 
rischen Resultaten  wie  der  vorhin  übersetzten  Stelle.  Demnach 
ist  es  nicht  wunderbar,  daß  auch  ihre  Bedeutung  für  das  Ganze 
der  Ideenlehre   nicht   die   einer   bleibenden  Richtschnur   ist.     Bei 


*  Vgl.  Timaios  St.  p.  49  E  und  50  A,  wo  die  bestimmte  Prädikatsbeilegung, 
die  Tov  töds  -nal  xovxo  cpucig ,  geradezu  als  Bezeichnung  von  [loviiia  övra  ange- 
sprochen wird. 

^  Vgl.  Phaidon  St.  p.  103  D.  Daß  Piaton  in  den  Ausführungen  Phaidon 
96 — 107  unter  der  Teilschaft  des  Dinges  an  der  Idee  die  Unterordnung  des  Falles 
unter  das  Gesetz  verstehe,  macht  P.  Natorp  (Platons  Ideenlehre,  1903,  S.  151) 
nicht  wahrscheinlich.  Diese  Verwechselung  von  Logischem  und  Metaphysischem, 
die  in  der  Tat  Platons  Hauptfehler  ist,  gehört  hier  m.  E.   doch  mehr  dem  Erklarer. 

^  H.  Cohen  a.  a.  0.  S.  14/15  scheint  mir  ihn  nicht  genügend  zu  beacliten, 
wenn  er  die  logische  Lehre  von  der  iioivcovia  xwv  ysvmv  zum  Ausgangspunkt 
seiner  Interpretation  der  Ideenlehre  macht. 

Abhandlangen  der  Fries'sclien  Schale.    I.  Bd.  aa 
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dem  Versuch  einer  folgerechten  Durchführung  seines  Philosophems 
konnte    einem    so    guten  Psychologen    wie  Piaton   der  Ursprung 
aller    ErfahrungshegrifFe    aus    der    mißachteten    Sinnesanschauung 
nicht  verborgen  bleiben.     Warum  hätte  er  sonst  Timaios  St.  p.  52 
die  BegriiFe  der  Elemente  der  idealen  Geltung  beraubt?     Haupt- 
sächlich   aber    verhinderte    ihn    sein    starkes    ethisches    Interesse 
daran,    sich  bei  einer  einfachen  Gleichsetznng  von  Logik  und  Me- 
taphysik zu  beruhigen.      Die  Idee   des  Guten,    die  herrschende  in 
seiner  Welt    des  wahren  Seins,    mußte    ihm    ebenso    die  Existenz 
einer    von   aller  Erfahrung  unabhängigen  Erkenntnis   sicherstellen 
wie    die   Erhabenheit    dieser  Erkenntnis    über    den    niederen    Ab- 
straktionen des  Denkens  beleuchten.     So  wird  sich  —  bezeichnen- 
derweise wiederum  abseits    von  progressiver  logischer  Systement- 
wickelung —  die  Ausgestaltung    der   Ideenlehre    zur    eigentlichen 
Platonischen  Metaphysik  vollzogen  habend     Pia  ton  hat  den  Ge- 
gensatz von  unmittelbarer  und  gedachter  Erkenntnis  nicht  durch- 
schaut und  deshalb  in  dem  Komplex  der  nicht  sinnlichen  Erkennt- 
nis beide  nie  recht    trennen  können.      Aber    er  hat  mit  geradezu 
divinatorischem   Takt,    mit    wirklicher    ^sta    &£coQia    (Politeia  St. 
p.  517  E)  in   dem    in  Begriffen  {el'di])  bloß  wiederholenden  Denken 
{koyiGfiög)  das  Hülfsmittel  wenigstens  geahnt,  durch  das  allein  die 
unanschauliche    Erkenntnis    der    Vernunft    (vovg)    von    den    Ideen 
(ßdiai)   ins  Bewußtsein  {uvd^vrjßLg)  gehoben    wird.      Natürlich    ge- 
winnt   in    dieser  Erkenntnistheorie    die  Mathematik  eine  ganz  an- 
dere Wichtigkeit,  als  sie  für  den  Sokratiker  hatte.     Das  Postulat 

1  Ein  Symptom  dieser  Wandlung  kann  man  in  Politeia  St.  p.  509  B  sehen : 
O'öx  ovciag  livrog  xov  äyu%-ov  uW  tri  t-n Utivcc  xfis  ovaiag  TTQBcßH'a  yicd  dvvd^Bi 
vnsQtxovrog,  wo  die  Idco  des  Outen  von  den  übrigen,  immer  als  üvra  gekennzeich- 
neten Ideen  scharf  unterschieden  erscheint,  wenn  man  nicht,  was  ich  des  dU'  ^rt 
wegen  für  besser  halte,  mit  0.  Schneider  (Versuch  einer  genetischen  Entwicklung 
des  Platonischen  &ya9-6v)  statt  o^x  lieber  oi  (idvov  liest. 
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des  Reinbegrifflichen  steht  nun  ihrer  Beachtung  nicht  mehr  im 
Wege.  Die  Vereinigung  von  Apriorität  und  Anschaulichkeit  in 
ihrer  Erkenntnisweise  wird  klar  erfaßt.  Auf  dieser  Höhe  schreibt 
Piaton  Politeia  St.  p.  509  D  bis  511  D,  einen  Gipfelpunkt  grie- 
chischer theoretischer  Philosophie.  Ich  übersetze  nach  der  Cam- 
bridge-Ausgabe von  1902: 

„Hast  du  also  die  beiden  BegriflPe ,  die  sinnesanschauliche 
und  die  vernünftige  Erkenntnis?  —  Ja.  —  So  teile  nun,  als 
wenn  du  eine  Linie  mit  zwei  ungleichen  Abschnitten  hast, 
jeden  Abschnitt  wieder  nach  demselben  Verhältnis,  den  Be- 
griff der  sinnesanschaulichen  und  den  der  vernünftigen  Erkennt- 
nis ,  und  wenn  du  die  Teile  nach  Gewißheit  und  Ungewißheit 
gegeneinander  hältst,  so  hast  du  unter  der  sinnesanschaulichen  Er- 
kenntnis im  einen  Bilder.  Unter  den  Bildern  verstehe  ich  aber 
erstlich  die  Schatten,  dann  die  Schemen  im  Wasser  und  in  allen 
glatten  und  durchscheinenden  festen  Körpern,  und  all'  so  etwas, 
du  verstehst  schon.  —  Freilich.  —  Als  zweiten  Teil  nimm  die 
Gegenstände  dieser  Bilder ,  die  Lebewesen  um  uns  und  alle  Art 
Natur-  und  Menschenwerk.  —  Ja.  —  Würdest  du  wohl  auch 
zugeben,  daß  die  sinnesanschauliche  Erkenntnis  nach  Wahrheit 
und  Nichtwahrheit  geteilt  sei  und  daß  sich  die  Bilder  zu  ihren 
Gegenständen  verhalten  wie  die  ganze  sinnliche  Erkenntnis^  zur 
vernunftgemäßen?  —  Ganz  gewiß.  —  Jetzt  sieh  zu,  wie  der  Ab- 
schnitt der  Vernunfterkenntnis  zu  teilen  sei.  —  Ja  wie?  —  So, 
wie  in  einem  Teile  die  Seele  bei  der  Untersuchung  die  vorher 
abgebildeten  Gegenstände  als  Bilder  brauchen  und  von  Vorausset- 


*  Unter  do^uard  mit  Adam  (II  S.  158)  auch  die  schwankenden  i»Lilosophischcn 
Meinungen  zu  begreifen ,  liegt  um  so  weniger  Grund  vor ,  als  es  sich  hier  um 
höhere  und  niedere  Erkenntuisarten ,  nicht  um  wahre  und  falsche  Weltansichten 
handelt. 

22* 
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znngen  aus  nicht  rückwärts  zu  einem  Prinzip,  sondern  vorwärts 
zu  einem  Schluß  schreiten,  im  anderen  Teile  dagegen  von  einer 
Voraussetzung  aus  rückwärts  zu  einem  voraussetzungslosen  Prin- 
zip ohne  die  dort  verwandten  Bilder  mit  bloßen  Begriffen  und 
durch  sie  ihr  Verfahren  lenken  muß.  —  Ich  habe,  sagte  er,  noch 
nicht  hinreichend  verstanden,  was  du  meinst.  —  Dann  noch  ein- 
mal, versetzte  ich;  nach  dieser  Einleitung  wirst  du  leichter  be- 
greifen. Ich  bin  gewiß,  du  weißt,  daß  die,  die  sich  mit  Geome- 
trie, Rechenkunst  und  dergleichen  beschäftigen.  Ungerade  und 
Gerade  und  die  Figuren  und  die  drei  Arten  von  Winkeln  und 
anderes  diesem  Verwandtes  zu  Grunde  legen,  als  wenn  sie  es 
kennten,  es  in  Grundsätzen  aussprechen  und  darüber  als  über 
jedem  einleuchtende  Dinge  weder  sich  selbst  noch  anderen  mehr 
Rechenschaft  zu  geben  für  nötig  halten,  vielmehr  davon  ausgehen 
und  nach  Erledigung  des  übrigen  schließlich  folgerecht  auf  die 
Erkenntnis  hinauskommen,  derentwegen  sie  die  Untersuchung  un- 
ternommen haben.  —  Gewiß,  sagte  er,  das  weiß  ich.  —  "Weißt  du 
nicht  auch,  daß,  wenn  sie  nebenbei  die  sichtbaren  Figuren  gebrauchen 
und  von  ihnen  reden,  sie  nicht  diese  meinen,  sondern  ihre  Urbilder, 
weil  sie  auf  das  Viereck  selbst  und  auf  eine  Diagonale  selbst  reflek- 
tieren, nicht  auf  die  gezeichnete,  und  bei  dem  anderen  entsprechend, 
und  weil  sie  ihre  Körper  und  Figuren,  wovon  es  auch  Schatten 
und  Bilder  im  Wasser  gibt,  wiederum  als  Bilder  gebrauchen,  während 
sie  das  zu  sehen  suchen,  was  man  wohl  nicht  anders  als  in  reiner 
Anschauung  sehen  kann  ?  —  Richtig,  sagte  er.  —  Also  diese  Art 
nannte  ich  Vernunfterkenntnis  und  behauptete,  die  Seele  müsse 
bei  ihrer  Erforschung  Grundsätze  anwenden  und  nicht  zu  einem 
Prinzip  zurückgehen  —  sie  kann  ja  über  die  Grundsätze  nicht 
hinauskommen  — ,  und  müsse  die  Dinge  als  Bilder  brauchen ,  die 
von    den    untersten    abgebildet   würden    und   ihnen   gegenüber  als 
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leibhaftig  vermeint  und  geschätzt  seien.  —  Ich  verstehe,  sagte 
er ,  du  meinst  die  Methode  der  Geometrie  und  ihrer  Schwester- 
wissenschaften. —  Mit  dem  anderen  Teil  der  Vernunfterkenntnis, 
mußt  du  verstehen,  bezeichne  ich  die,  die  der  Verstand  erreicht 
durch  die  Kraft  der  Reflexion,  indem  er  die  Voraussetzungen 
nicht  zu  Prinzipien  macht,  sondern  zu  wirklichen  Voraussetzungen, 
gleichsam  zu  Sprungbrettern  und  Stützpunkten,  damit  er  bis  hin 
zum  Voraussetzungslosen  immer  auf  das  Prinzip  des  Granzen  gehe, 
sich  dessen  bemächtige ,  sich  wieder  an  dem  festhalte ,  was  daran 
hängt,  und  so  ans  Ende  komme,  durchaus  ohne  Nebenverwendung 
von  Sinnesanschaulichem,  vielmehr  mit  bloßen  BegriiFen  durch 
bloße  BegriiFe  zu  bloßen  Begriffen,  und  mit  Begriffen  endige.  — 
Ich  verstehe  nicht  recht,  sagte  er;  es  sieht  mir  so  aus,  als  meinst 
du  etwas  Wichtiges ;  du  willst  doch  jedenfalls  den  Unterschied 
machen,  daß,  was  durch  die  reine  Verstandes  Wissenschaft  von  dem 
Seienden  und  Vernünftigen  geschaut  wird,  gewisser  sei  als  die 
Erkenntnis  der  sogenannten  mathematischen,  wo  die  Vorausset- 
zungen Prinzipien  sind  und  die  Forscher  in  reiner,  nicht  in  sinnlicher 
Anschauung  ihre  Objekte  sehen,  aber,  weil  sie  nicht  auf  ein  Prin- 
zip zurückgehen,  sondern  von  Grundsätzen  aus,  nach  deiner  Mei- 
nung nicht  mit  philosophischer^  Vernunft  ihre  Gegenstände  be- 
handeln, obwohl  sie  doch  vernünftige  Erkenntnis  sind  und  ein 
Prinzip  haben.  Nach  deiner  Bezeichnung  scheinst  du  mir  also  die 
Erkenntnisweise  der  Geometer  und  verwandter  Forscher  der 
reinen  Anschauung  und  nicht  der  philosophischen  Vernunft  zuzu- 
weisen, da  die  reine  Anschauung  etwas  zwischen  Sinnlichkeit  und 
Vernunft  mitten  inne  sei.  —  Du  hast  es  ganz  gut  aufgefaßt,  ent- 


^  Diese  erweiterte  Übersetzung  von  vovg  rechtfertigt  sich  wohl  selbst,  da 
Piatons  Gebrauch  des  Wortes  sich  aus  der  Würdigung  der  Mathematik  als  noc- 
tischer  Wissenschaft  hier  als  prägnant  erweist. 
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ffeo:ne,te  ich.  Nun  nimm  zu  den  vier  Linienteilen  diese  vier  Ver- 
fahren der  Seele,  zu  dem  obersten  das  der  philosophischen  reinen 
Vernunft,  zu  dem  zweiten  das  der  reinen  Anschauung,  dem  dritten 
laß  das  der  sinnlichen  Wahrnehmung  entsprechen,  dem  vierten 
bildliche  Vorstellung  ,  und  ordne  sie  nach  Rang  in  der  Überzeu- 
gung, daß  sie  so  viel  Gewißheit  besitzen,  wie  ihre  Objekte  Exi- 
stenz. —  Ich  verstehe,  sagte  er,  und  stimme  bei  und  mache  die 
Rangordnung  nach  deinem  Geheiß." 

Weder  die  Bedeutung  noch  auch  überhaupt  der  sachliche 
Sinn  dieser  Stelle  scheinen  mir  heutzutage  recht  verstanden  zu 
sein.  Ich  fasse  sie  mit  Fries  (Gesch.  d.  Ph.  S.  266  ff.)  folgender- 
maßen auf.  Die  Mathematik  hat  hier  die  gebührende  Stelle 
zwischen  Sinnesanschauung  und  Philosophie.  Gegenüber  der  phi- 
losophischen ist  ihre  Methode  als  progressiv  gekennzeichnet. 
Während  die  Philosophie  nur  in  Begriffen  {eidr})  abstrahierend 
von  allgemein  zugestandenen  Sätzen  (reo  ovtt,  v7io&86£is)  zu  deren 
Prinzipien  regressiv  aufsteigt,  schreitet  die  Mathematik  von  ge- 
wissen, nicht  wieder  begründeten  Grundlagen,   den  Axiomen*,  aus 


'  Die  Hauptschwierigkeit  für  die  modernen  Interpretatoren  liegt  in  ihrer 
Scheu,  die  vito&iaeig  der  Mathematik  geradezu  als  die  Axiome  zu  verstehen,  die 
unmittelbaren  Ergebnisse  aus  der  reinen  Anschauung  des  Raumes  und  der  Zeit : 
Cohen  (a.a.O.  S.  28)  ignoriert  durchaus  mißverständlich  die  feine  Platonische 
Unterscheidung  der  matliematischen  von  der  philosophischen  Methode,  hält  die 
mathematischen  vTto&^asig  fälschlich  für  Hypothesen,  „gewisse  allgemeine  Sätze''  (V), 
in  denen  „die  Mathematik  von  dem  strengen  Regress  (!)  der  Beweise  ausruht",  in 
denen  „für  Piaton  noch  die  Axiome  einbegriffen  zu  sein  scheinen",  und  bei  denen 
sich  zu  beruhigen  er  der  Behandlungsweise  der  Mathematik  „zum  Vorwurf  macht". 
Ich  finde  nicht,  daß  der  sonstige  Platonische  Gebrauch  von  vito&satg  der  hier 
durch  den  Sinn  der  Umgebung  geforderten  Bedeutung  im  Wege  steht.  Ent- 
sprechend der  ganz  allgemeinen  Bestimmung  als  „ccqxi]  dvKTrd^fixros"  in  den 
'''Oqoi  St.  p.  415  D  kommt  es  ebenso  gut  Theaitetos  183  B  Sophistes  244  C  als 
„Dogma"  vor,  -wie  Menon  86  E  als  bloße  mathematische  „Voraussetzung",  Euty- 
phroD  HC  Phaidou  107  B  100  B  101  D  als  „stillschweigende  Voraussetzung". 
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vorwärts  zu  Schlüssen  {teXsvtm).  Die  reine  Anschauung  der 
räumlichen  und  zeitlichen  Größen,  auf  die  sie  sich  bei  der  Auf- 
stellung ihrer  Axiome  beruft,  gewährt  ihr  auch  vor  der  Philoso- 
phie den  Vorteil  der  anschaulichen  Darstellung  oder  Konstruktion 
ihrer  Begriffe.  Und  fast  das  Wichtigste:  Die  Gegenstände  der 
reinen  Anschauung,  die  mathematischen  Gebilde,  sind  zugleich 
Formen  der  Gegenstände  der  Sinnesanschauung,  liegen  ihren  Ge- 
staltungen gewissermaßen  als  Urbilder  zugrunde  (510  B  rotg  töts 
^ißrjd-SLöLv  £ix66L  xQa^ivri).  Eine  einfache  Anwendung  dieser  Ent- 
deckung konnte  Piaton  auf  die  allgemeine  Bedeutung  von  Raum 
und  Zeit  für  die  sinnesanschauliche  Erkenntnis  führen  und  so  sein 
System  zum  transzendentalen  Idealismus  vollenden.  Piaton 
mochte  zunächst  wohl  geneigt  sein,  sich  der  Strenge  dieser  Fol- 
gerung zu  entziehen  und  die  Mathematik  vor  einer  allzu  engen 
Verbindung  mit  der  Sinneswahrnehmung  zu  retten,  eine  Tendenz, 
die  dann  in  der  Idealzahlenlehre  der  Akademie  ihre  Fortsetzung 
fand  ^  Sehr  bezeichnend  ist  Politeia  529  C  bis  530  C  die  Erör- 
terung über  den  Erkenntnis  wert  der  Astronomie,  wo  die  Welt- 
körper und  ihre  Bahnen  als  bloße  Bilder  (TtotxtA/iiara)  von  allenfalls 
ästhetischer  Bedeutung  dem  eigentlichen  Ziel  der  Forschung,  den 
allein  löya  xal  ötavoia  erkannten,  durch  jene  schwankenden  Ge- 
bilde veranschaulichten  mathematischen  Größen  gegenübergestellt 
werden.  Wie  nahe  aber  Piaton  der  Kantischen  Wendung  ge- 
wesen ist ,  zeigen  die  überaus  wichtigen  Stellen  Timaios  37  E  ff. 
und  52  Äff.,  wo  die  Zeit  (xQovog)  mit  ihren  beiden  Formen  der 
Veränderung  (si'dr}  xiv^öetg),  Vergangenheit  (t6  ^v)  und  Zukunft 
(t6  eörai,),  und  der  Raum  (x^qk)  ausdrücklich  als  die  Bedingungen 
der  Sinnenwelt  anerkannt  und  für  die  ccidiog  ovöCa,  das  övrög  ör, 


1  Vgl.  ZeUer:  Philosophie  der  Griechen  II 1  *  S.  681  ff. 
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abgelehnt  werden.  Natürlich  erscheint  von  dieser,  doch  unzweifel- 
haft höchsten  Stufe  der  Ideenlehre  aus  der  Erkenntniswert  der 
Mathematik  im  Sinne  der  Platonischen  0acpriv£ia  (Politeia  St. 
p.  511  E)  sehr  gesunken.  Die  Erkenntnisweise,  die  in  der  Politeia 
(517  B)  noch  als  xov  aal  'ovrog  yvSyGig  geschätzt  wurde ,  muß  sich 
jetzt,  vielleicht  ohne  daß  Piaton  die  Identität  und  damit  der 
Widerstreit  bewußt  wird,  mit  der  Rolle  eines  loytö^ög  rtg  vöd-og 
begnügen,  der  seinen  Gregenstand,  obzwar  ein  (ist^  ävaied-rjöLccg 
Kjtröv,  doch  nur  zum  ^oyig  Titöröv  machen  könne. 

Und  so  bleibt  wohl  das  letzte  Wort  in  Piatons  kritischer 
Mathematik  symbolisch  für  das  Verhängnis  aller  griechischen  Na- 
turwissenschaft: Das  unausrottbare  Mißtrauen  in  die  objektive 
Gültigkeit  der  sinnesanschaulichen  Erkenntnis  rächte  sich  auch 
an  der  für  sich  antiempiris tischen  und  deshalb  unangetasteten  Ma- 
thematik, sobald  ihr  eigentümlicher  Zusammenhang  mit  der  Sinnen- 
welt —  sei  es  wie  hier  durch  den  Idealismus,  sei  es  durch  eigenes 
Vordringen  zur  Anwendung  —  enthüllt  zu  werden  anfing;  aus 
unbefangener  Würdigung  und  Zusammenfassung  der  sinnesanschau- 
lichen, der  mathematischen  und  der  philosophischen  Erkenntnis 
die  mathematisch  schematisierten  Kategorien  als  Grundgesetze 
des  Naturgeschehens  zu  entdecken,  mußte  den  Erben  des  Hera- 
kleitos  versagt  bleiben. 


VII. 

über 

den  Gegenstand  der  Erkenntnis. 

Gegen  Heinrich  Rickert. 

Von 
Ernst  Blumenthal. 


Inhalt. 

Einleitung. 

I.  Fehler  iu  der  Probleiustelluug. 

1.  Rickert  hat  einen  fchlerliaften  Betriiil'  clor  Erkenntnis. 

2.  Auflösung  des  Fehlers  in  der  Prohlemstellung. 

a.)  üb  die  Erkenntnis  sich  nach  dem  Gegenstande  richtet,  kann  keine  Wissen- 
schaft entscheiden.  Die  Existenz  des  Gegenstandes  ist  jedoch  unmittelbar 
gewiß. 

b.)  Wenn  nicht  behau]itet  werden  darf,  daß  sich  die  Erkenntnis  nach  dem 
Gegenstande  richtet,  so  erhebt  sich  ein  neues,  ganz  anderes  Problem :  die 
Frage  nach  der  Regel  der  Wahrheit  unserer  lOrkenntnis. 

II.   Die  vou  Kickert  au^eblicli  befolgte  Methode. 

1.  Der  erkenntnistheoretische  Zweifel.    Doppelter  Sinn  des  Wortes  „unbezweifel- 
bar" :  logisch  unbezweifelbar  und  metaphysisch  unbezweifelbar. 

2.  Rickerts  Verhältnis  zur  Psychologie. 

111.   Die  Folg-eu  der  nietbodischeu  Fehler. 

1.  Die  Behaui)tung,  Erkennen  bestehe  ausschließlich  in  Urteilen.    Widerlegung 

a.)  durch  das  von  Rickert  selbst  gebrauchte  Beispiel, 

b.)  durch  das  Faktura  der  Anschauung,   die  nicht  in  Urteilen  bestehen  kann, 

c.)  durch  das  Rickertsche  unmittelbare  Gefühl  des  Solleus. 

2.  Die  Behauptung,  Gefühl  sei  stets  entweder  Lust  oder  Unlust. 

IV.   Sachliche  Fehler. 

1.  Das  Bewußtsein  überhaupt. 

2.  Die  Kategorieenlehre. 

a.)  Sind  die  einzelnen  Kategorieen  wirklich  von  einander  verschieden? 
b.)  Wirklichkeitsurteile  setzen  bereits  Gesetze  voraus. 

T.    Zusammenfassende  Bemerkungen 
über  die  vou  Rickert  wirklich  befolgte  Methode. 

1.  Rickert  als  Dogmatiker. 

2.  Rickert  als  Psychologist. 

Schluss. 

Vorteil  der  l)ewußt  psychologischen  Methode  der  Friesschen  Schule  gegenüber  dem 
unbewußten  Psychologismus  Rickerts. 


„Ist  Metaphysik  Wissenschaft,  wie  kommt  es,  daß  sie  sich 
nicht  wie  andere  Wissenschaften  in  allgemeinen  und  dauernden 
Beifall  setzen  kann?  Ist  sie  keine,  wie  geht  es  zu,  daß  sie  doch 
unter  dem  Scheine  einer  Wissenschaft  unaufhörlich  groß  tut  und 
den  menschlichen  Verstand  mit  niemals  erlöschenden  aber  nie  er- 
füllten Hoffnungen  hinhält?"  So  sagt  Kant  in  der  Einleitung 
seiner  Prolegomena  zu  einer  jeden  künftigen  Metaphysik,  die  als 
Wissenschaft  wird  auftreten  können.  Metaphysik,  d.  h.  das  System 
der  synthetischen  Urteile  a  priori  aus  bloßen  Begriffen,  ist  mög- 
lich. Das  ist  das  Resultat  der  Kantischen  Kritik  der  reinen  Ver- 
nunft. —  Aber  wie  kommt  es,  könnte  man  fragen,  daß  man  hundert 
Jahre  nach  dem  Tode  des  großen  Denkers  noch  immer  nicht  sagen 
kann:  „Hier  ist  Metaphysik,  die  dürft  ihr  nur  lernen,  und  sie  wird 
euch  unwiderstehlich  und  unveränderlich  von  ihrer  Wahrheit  über- 
zeugen"? Hat  Kant  etwa  geirrt,  giebt  es  doch  keine  wissen- 
schaftliche Metaphysik?  Es  giebt  eine  solche,  und  wir  sind  sogar 
in  der  glücklichen  Lage,  „ein  Buch  aufzeigen  zu  können,  so  wie 
man  etwa  den  Euklid  vorzeigt,  und  sagen  zu  können:  das  ist 
Metaphysik".  Dieses  Buch  ist  Ernst  Friedrich  Apelts  „Me- 
taphysik". Doch  es  genügt  nicht,  die  Philosophie  zu  erlernen; 
wichtiger  fast  noch  ist  die  Kunst  des  Philosophierens.  In  diese 
aber  wird  uns  niemand  besser  einweihen  als  Jakob  Friedrich 
Fries,   und  zwar   am   gründlichsten  durch  seine  „Neue  oder  an- 
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thropologische  Kritik  der  Vernunft".  So  hätten  denn  also  Fries 
und  Apelt  schon  die  gesamte  Arbeit  auf  dem  Grebiete  der  reinen 
Philosophie  geleistet,  und  alles,  was  spätere  Philosophen  hervor- 
gebracht haben,  wäre  überflüssig  ?  Wenn  wir  hier  von  rein  histo- 
rischen Erzeugnissen  absehen,  so  ist  dies  in  der  Tat  unsere  Be- 
hauptung, die  es  nunmehr  zu  beweisen  gilt.  Wählen  wir  als  Bei- 
spiel eins  der  jüngsten  Erzeugnisse  der  modernen  Philosophie, 
Rickerts  „Gegenstand  der  Erkenntnis",  ein  Buch,  welches  kürz- 
lich in  der  zweiten,  nicht  unbeträchtlich  veränderten  Auflage  er- 
schienen ist.  Wir  werden  also  zeigen,  daß,  wenn  wir  offensicht- 
liche Fehler,  die  Rickert  begangen  hat,  verbessern,  wenn  wir,  was 
bei  ihm  dunkel  ist,  aufklären,  wenn  wir  Begriffe,  die  bei  ihm  ver- 
wirrt sind,  unterscheiden,  wir  auf  gar  nichts  weiter  stoßen,  als 
was  uns  von  Fries  und  Apelt  her  wohl  vertraute  Lehren  sind. 

I. 

1.  Rickert  geht  davon  aus,  daß  zum  Begriff  des  Erkennens 
ein  Gegenstand  gehört  (S.  1).  Unter  Gegenstand  aber  versteht 
er  dasjenige,  wonach  sich  die  Erkenntnis  zu  richten  habe,  um 
ihren  Zweck  zu  erfüllen,  das  heißt,  um  objektiv  zu  sein  (S.  1). 
Ist  dies  Rickerts  Definition  vom  Gegenstand  der  Erkenntnis,  und 
gehört  nach  Rickert  ein  solcher  Gegenstand  zum  BegriflP  des 
Erkennens,  so  bleibt  ihm  noch  übrig,  aufzuweisen,  daß  es  auch  in 
der  Tat  so  etwas  wie  Erkenntnis  giebt.  Wir  wollen  nun  zunächst 
darlegen,  daß  es  keine  wissenschaftliche  Aufgabe  sein  kann,  zu  ent- 
scheiden, ob  irgend  etwas  im  Rickertschen  Sinne  Gegenstand  sei  oder 
nicht.  Haben  wir  dies  gezeigt,  so  würde  folgen,  daß  wir  auch  von  dem, 
was  im  philosophischen  Sprachgebrauch  Erkenntnis  heißt,  nicht  sagen 
können,  ob  es  einen  Gegenstand  habe  oder  nicht.  Daraus  aber 
würde  weiter  folgen,  daß  es  für  Rickert  unmöglich  ist,  die  Auf- 
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gäbe  zu  erfüllen,  die  für  einen  Philosophen,  der  BegriiFe  aufstellt, 
unumgänglich  nötig  ist,    nämlich    die  Realität  seiner  Begriffe  auf- 
zuzeigen.    Denn  wenn  es  unmöglich  ist,    zu  entscheiden,  ob  etwas 
einen  Gegenstand  habe  oder  nicht,  und  wenn  es  andererseits  zum 
Begriff  der  Erkenntnis  gehört,  einen  solchen  zu  besitzen,  so  kann 
man  auch  niemals  entscheiden,  ob  etwas  Erkenntnis  sei  oder  nicht. 
Daß    es    aber   in   der  Tat   kein  wissenschaftliches  Problem  ist,  zu 
entscheiden,  ob  etwas  Gegenstand  sei  oder  nicht,  dafür  diene  Fol- 
gendes  zum  Beweis.     Um  zu  zeigen,    daß    etwas  Gegenstand   ist, 
d.  h.    daß    sich   die  Erkenntnis    danach   richtet,   müßte  ich  die  Er- 
kenntnis  damit    vergleichen   können.     Dazu  müßte   ich   aber   eine 
Kenntnis   von   dem    angeblichen  Gegenstande  haben,  die  nicht  Er- 
kenntnis sein  dürfte.    Denn  wäre  sie  Erkenntnis,  so  hätte  sie,  wie 
nach  Rick  er  t  jede  Erkenntnis,  einen  Gegenstand,  und  ich  hätte 
nun  wieder  diese  Erkenntnis  mit  ihrem  Gegenstande  zu  vergleichen, 
was  auf  einen  unendlichen  Regreß  führt.  —  Für  die  Ansicht,  daß 
die  Vorstellungen  den  Gegenstand  abbilden  sollen,  hat  Rickert  dies 
Verhältnis  sehr  wohl  bemerkt.    (S.  84.)    Was  er  aber  vollkommen 
übersehen  hat,  ist,  daß  es  hierbei  ganz  gleichgiltig  ist,  ob  die  Er- 
kenntnis  in  Vorstellungen    oder   in  Urteilen   besteht,    ob   die   Er- 
kenntnis  den  Gegenstand   abbildet  oder  sich  in  anderer  Weise 
nach  ihm  richtet.     Vor  allen  Dingen  aber  müssen  wir  darauf  hin- 
weisen,  daß  es  ganz  gleich  wäre,   ob  der  Rickertsche  Gegenstand 
der  Erkenntnis   in    einem  Sein   bestünde,    oder   in  einem  transcen- 
denten  Sollen.     Kiemais   kann   es  die  Aufgabe  einer  Wissenschaft 
werden,    die  Übereinstimmung   der  Erkenntnis   mit  ihrem  Gegen- 
stande,   mag   man  diesen  nun   in  einem  Sein  oder  in  einem  Sollen 
suchen,  nachzuweisen.    Ob  irgend  etwas  Gegenstand  ist  oder  nicht, 
es  sei,   was  es  wolle,    das  heißt,    ob  sich  die  Erkenntnis  nach  ihm 
richtet  oder  nicht,  das  auszumachen  ist  unmöglich.     Da  aber  nun 
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nach  Rickert  der  Gegenstand  zum  Begriff  des  Erkennens  gehört, 
so  ist  damit  gezeigt,  daß  sein  Begrift  vom  Erkennen  fehlerhaft  ist. 
2.  Ganz  anders  gestaltet  sich  die  Sachlage,  wenn  wir,  nach 
dem  üblichen  Sprachgebrauch,  unter  Gegenstand  der  Erkenntnis 
nur  das  verstehen,  was  erkannt  wird,  ohne  irgend  etwas  darüber 
auszusagen,  ob  sich  die  Erkenntnis  danach  richtet  oder  nicht. 
Beweisen  können  wir  allerdings  auch  dann  nicht,  daß  es  einen 
Gegenstand  gibt.  Aber  sollte  daraus  folgen ,  daß  ein  Gegen- 
stand nicht  existiert?  Dieser  Behauptung  würde  das  Dogma  zu 
Grunde  liegen,  daß  sich  alle  Wahrheit  beweisen  lasse,  ein  Dogma, 
dessen  Unrichtigkeit  —  ohne  sie  an  dem  hier  vorliegenden  Fall 
besonders  zu  erörtern  —  schon  von  vornherein  daraus  einleuchtet, 
daß  doch  auch  jeder  Beweis  von  irgend  welchen  in  letzter  Linie 
unbeweisbaren  Voraussetzungen  ausgehen  muß.  Ob  aber  vielleicht 
die  Behauptung  von  der  Existenz  des  Gegenstandes  zu  solchen  un- 
beweisbaren Wahrheiten  gehöre,  diese  Frage  ist  nicht  durch  die 
dogmatische  Behauptung  abzutuu  :  ,, Jedenfalls:  die  transcendente 
Existenz  der  Dinge  ist  nicht  unmittelbar  gewiß,  sondern,  wenn  sie 
angenommen  wird,  erschlossen."  (S.  19),  oder  „das  Transcendente 
muß ,  wenn  es  überhaupt  angenommen  werden  soll ,  erschlossen 
sein"  (S.  36).  —  So  hat  das  wirkliche  Problem  der  Trans- 
ccndenz  bei  Kichert  gar  nicht  geiigenden  Berücksichtigung  ge- 
funden; denn  die  Frage:  „Giebt  es  eine  vom  erkennenden  Be- 
wußtsein unabhängige  Wirklichkeit,  die  Gegenstand  der  Er- 
kenntnis ist"  (S.  10  unten),  ist  eine  andere  als  die:  „Existiert 
eine  vom  erkennenden  Bewußtsein  unabhängige  Wirklichkeit"  (S.  3 
u.  S.  28),  solange  man  mit  Rickert  unter  Gegenstand  dasjenige 
versteht,  was  der  Erkenntnis  die  Regel  der  "Wahrheit  vorschreibt. 
Die  Verneinung  der  ersten  Frage  zieht  keineswegs,  wie  Rickert 
meint,    die  Verneinung    der    zweiten   nach    sich.     So   täuscht  eben 
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ß  i  c  k  e  r  t  stets  der  fehlerhafte  Begriff,  den  er  sich  vom  Erkennen 
gebildet  hat,  und  auch  sein  Sollen,  nach  dem  er  unsere  Erkenntnis 
sich  richten  läßt,  ist  auf  seinen,  wie  gezeigt,  fehlerhaften  Begriff 
der  Erkenntnis  gegründet.  So  müssen  wir  sagen,  dal5  Rickert 
an  dem  Gegenstand  der  Erkenntnis  in  Wahrheit  vorbeigegangen 
ist,  und  daß  das  Problem  der  Transcendenz  in  keiner  Weise  ge- 
fördert worden  ist  K 

Was  nun  die  andere  Frage  betrifft,  die  Rickert  mit  der 
Frage  nach  dem  Gegenstand  der  Erkenntnis  verquickt  hat,  nämlich 
die  Frage  nach  der  Regel  der  Wahrheit  für  unsere  Erkenntnis, 
so  haben  wir  darüber  Folgendes  zu  sagen.  Wenn  wir  nicht  ent- 
scheiden können,  ob  sich  unsere  Erkenntnis  nach  dem  Gegen- 
s  tan  de  richtet,  so  müssen  wir  allerdings  eine  andere  Regel 
der  Wahrheit  für  unsere  Erkenntnis  suchen.  Diese  Regel  kann 
jedoch,  da  wir,  wie  oben  gezeigt,  Erkenntnis  nur  mit  Erkenntnis 
vergleichen  können ,  nur  wieder  in  Erkenntnissen  bestehen.  Wir 
werden  jedoch  bei  dieser  Vergleichung  nicht  auf  einen  unendlichen 
Regreß  geführt,  weil  wir  einen  Gegenstand  im  Rickert  sehen 
Sinne  keineswegs  als  notwendig  zum  Begriff  der  Erkenntnis  ge- 
hörig betrachten  können.  Es  widerspricht  sich  also  nicht,  anzu- 
nehmen, daß  es  Erkenntnis  giebt,  die  einer  Regel  der  Wahrheit 
entbehren  kann,  d.  h.  die  unmittelbar  gewiß  ist.  Diese  unmittel- 
bare Erkenntnis  aber  kann  sehr  wohl  Regel  der  Wahrheit  für 
diejenige  Erkenntnis  sein,  die  einer  solchen  bedarf,  d.  h.  für  die 
mittelbare  Erkenntnis.  Daß  wir  in  der  Tat  eine  solche  unmittel- 
bare Erkenntnis  besitzen,  das  werden  wir  noch  später  zu  zeigen  haben. 


*  Eine    wirkliche  Lösung    des  Prolilems   findet   sich   in   Fries'  Neuer  Kritik 
der  Vernunft,  §  126—131. 
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II. 
1.  Doch  sehen  wir  jetzt  von  dem  Fehler  in  der  Problem- 
stellung ab,  und  betrachten  wir  die  Methode,  mit  der  die  gestellte 
Frage  gelöst  werden  soll.  Rickert  will  „nur  Erkenntnistheorie 
und  nicht  Psychologie  oder  Metaphysik  geben"  (Vorrede  S.  VI). 
Welches  ist  aber  die  Methode  der  Erkenntnistheorie  ?  „Die  Er- 
kenntnistheorie soll  voraussetzungslos  sein".  „Allerdings  nicht 
absolut  voraussetzungslos",  sondern  nur  ;,in  dem  Sinne,  daß  sie 
ihre  Voraussetzungen  so  weit  wie  möglich  einschränkt"  (S.  8). 
Nun,  damit  ist  allerdings  wenig  gesagt,  denn  soweit  wie  möglich 
schränkt  auch  jede  andere  Wissenschaft  ihre  Voraussetzungen  ein. 
Was  uns  aber  gerade  interessiert,  ist,  wie  weit  es  der  Erkenntnis- 
theorie möglich  ist,  ihre  Voraussetzungen  einzuschränken.  Darüber 
ist  bei  Rickert  nirgends  etwas  gesagt.  Doch  weiter.  „Die  Er- 
kenntnistheorie versucht  an  allem  zu  zweifeln"  (S.  8)  und  stellt  auf 
diese  Weise  „die  unbezweifelbaren  Voraussetzungen,  die  allem  Er- 
kennen zu  Grunde  liegen,  klar"  (S.  9).  Was  heißt  aber  „unbe- 
zweifelbar"  ?  Unbez weifelbar  ist  erstens  dasjenige,  dessen  kontra- 
diktorisches Gegenteil  einen  Widerspruch  einschließt.  Und  in  der 
Tat  scheint  Rickert  „unbez weifelbar''  in  diesem  Sinne  zu  meinen. 
Denn  er  sagt:  „Wir  untersuchen,  ob  die  Leugnung  dieses  Sollens 
sich  durchführen  läßt,  ohne  daß  man  in  Widersprüche  kommt  und 
dadurch  die  Leugnung  sich  selbst  aufhebt.  Denn  ein  anderes  Kri- 
terium als  dies  besitzen  wir  zur  Begründung  der  Voraussetzungen 
des  Erkennens  nicht"  (S,  128,  ebenso  „Grenzen  der  naturwissen- 
schaftlichen Begriffsbildung"  S.  693),  und  „an  einem  transcendenten 
Sollen  überhaupt  zu  zweifeln,  führt  also  zum  logischen  Wider- 
spruch" (S.  129).  Nun  sind  aber  ausschließlich  die  analytisclien 
Urteile  von  der  Beschaffenheit,  daß  ihre  Leugnung  einen  Wider- 
spruch einschließt.     Nach  Kantischem  Sprachgebrauch  ist  aber  das 
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System  der  analytischen  Urteile  die  Logik  K     Wenn  demnach  der 
Satz  des  Widerspruchs  für  Rickert  das  alleinige  Kriterium  der 
Wahrheit  ist,  so  wäre  seine  Erkenntnistheorie  ein  Teil  der  Logik 
oder  gar  mit  dieser  identisch.      Das   muß   in  der  Tat  so  scheinen, 
wenn  er  sagt :    ,,Wir    reflektieren    nur    noch  auf  das,  was  wir  als 
den  lügischen  oder  erkenntnistheoretischen  Sinn,  den  jedes  Urteil 
hat,  bezeichnet    haben«  (S.  95).     Es   können  aber   analytische  Ur- 
teüe  niemals  eine  neue  Erkenntnis  geben,  sondern  sie  können  nur 
dazu   dienen,    eine   Erkenntnis,    die  ich   schon  habe,    zu   verdeut- 
lichen.    Aus  bloßer  Logik  Philosophie  zu  machen,  ist  demnach  ein 
Ding   der  Unmöglichkeit  l      Ist  aber  Erkenntnistheorie   mehr    als 
bloße  Logik,  das  heißt,  enthält  sie  synthetische  Urteüe,   so  ist  es 
auch   nicht   möglich,    daß    der    Satz    des    Widerspruchs    das    hin- 
reichende Kriterium  der  Wahrheit   für   die  Erkenntnistheorie  sei; 
denn  alle  synthetischen    Urteüe   müssen  zwar    den   Gesetzen  der 
Logik  gemäß  sein,  aber  sie  sind  nicht  allein  durch  diese  bestimm- 
bar.    Wäre  also  nur  das  unbezweifelbar,  dessen  Negierung  gegen 
die  Gesetze  der  Logik  verstößt,  so  gelangte  die  Erkenntnistheorie 
niemals  über  analytische  Urteüe  hinaus,  und  ein  synthetisches  Ur- 
teü  wie  „wenn  ich  Töne  höre    und    darüber   urteüen    will,   so  bin 
ich   genötigt   zu  urteüen,  daß  ich  Töne  höre''  (S.  115),  wäre  nicht 

^  Vielleicht  versteht  Rickert  etwas  anderes  unter  Logik.  Jedenfalls  findet 
sich  eine  Begriffsbestimmung  der  Logik  im  „Gegenstand  der  Erkenntnis"  nirgends 
vor.  Wir  finden  dort  nur  recht  allgemeine  Bestimmungen.  Nach  S.  98  heißt 
logisch  betrachten  auf  das  hin  ansehen,  was  das  Urteil  meint  oder  als  wahr  aus- 
sagt, und  nach  S.  99  betrachtet  die  Logik  die  Urteile  unter  dem  Gesichtspunkte 
ihres  logischen  Sinnes  oder  ihrer  Wahrheit.  Wie  dem  auch  sei,  an  den  von  uns 
dargelegten  tatsächlichen  Verhältnissen  vermag  eine  abweichende  Nomenklatur 
nichts  zu  ändern. 

2  Ganz  ausführlich  ist  das  Verhältnis  der  Logik  zur  Philosophie,  das  hier 
nur  angedeutet  werden  konnte,  von  Kant  dargestellt  worden  in  der  Kritik  der 
reinen  Vernunft,  Kehrbachsche  Ausgabe  S.  81  ff. 
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unbezweifelbar.  Und  doch  sagt  Rick  er t  (S.  116),  dieser  Satz  sei 
in  der  Tat  unbezweifelbar. 

So  muß  denn  wohl  das  Wort  „unbezweifelbar"  bei  Rick  er  t 
noch  einen  andern  Sinn  haben.  Uns  scheinen  nun  allerdings  auch 
gewisse  synthetische  Urteile  unbezweifelbar  zu  sein,  nämlich  alle 
empirischen,  mathematischen  und  philosophischen  Grundurteile.  Es 
fragt  sich  aber,  wie  wir  den  Bestand  dieser  unbezweifelbaren 
synthetischen  Urteile  festzustellen  vermögen.  Sehen  wir  bei  jedem 
uns  vorliegenden  Urteil  zu,  ob  es  mijglich  ist,  an  ihm  zu  zweifeln, 
ohne  mit  der  unmittelbaren  Erkenntnis,  die  ihm  zu  Grunde  liegt, 
in  Widerstreit  zu  geraten,  so  bürgt  uns  nichts  dafür,  daß  wir 
auch  wirklich  in  den  vollständigen  Besitz  dieser  unbezweifelbaren 
Urteile  gelangen,  sofern  wir  dabei  nicht  methodisch  vorgehen.  Nur 
eine  einzige  Methode,  die  regressive,  welche  die  psychologische 
Kritik  anwendet,  leistet  uns  dies.  Mit  dieser  regressiven  Methode, 
die  in  Fries'  Neuer  Kritik  der  Vernunft  vollständig  durch- 
geführt worden  ist,  werden  wir  uns  später  noch  zu  beschäftigen 
haben.  Sie  scheint  allerdings  R  i  c  k  e  r  t  gänzlich  unbekannt  ge- 
blieben zu  sein. 

2.  Überhaupt  ist  Rickerts  Verhältnis  zur  Psychologie  keines- 
wegs klar.  In  der  Vorrede  (S.  VI)  sagt  er,  er  wolle  „nur  Er- 
kenntnistheorie, und  nicht  Psychologie  oder  Metaphysik  geben", 
und  auf  S.  88 :  „Doch  die  Erkenntnistheorie  oder  die  Wissen- 
schaftslehre ist  nicht  identisch  mit  der  Psychologie  des  Erkennens". 
Weiter  heißt  es  (S.  107) :  „Wir  brauchen  ferner  auch  nicht  noch 
ausdrücklich  zu  zeigen,  daß  diese  Wahrheit  wiederum  unabhängig 
von  allen  psychologischen  Theorien  gilt",  und  auf  derselben  Seite : 
„Wir  haben  damit  unser  Ergebnis  nicht  nur  von  jeder  psycho- 
logischen Theorie,  sondern  auch  von  allen  Voraussetzungen  über 
ein  transcendentes  Sein  unabhängig  gemacht."    Trotzdem  aber  soll 
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..in  gewisser  Hinsicht  das  Tatsachenmaterial  der  Erkenntnistheorie 
wirklich  zum  Teil  dasselbe  sein,  wie  das  der  Psychologie,  und  nur 
der  Gesichtspunkt,  unter  dem  es  angesehen  wird,  soll  ein  anderer 
sein"  (S.  69),  und  es  „bestehen  zwischen  dieser  quaestio  iuris  der 
Erkenntnistheorie  und  der  quaestio  facti  der  Psychologie  Be- 
ziehungen ,  denn  auch  die  Behandlung  der  Rechtsfrage  nach  den 
notwendigen  Bestandteilen  jedes  auf  Wahrheit  ausgehenden  Denk- 
aktes kann  nur  an  der  Hand  von  vorher  festgestellten  Tatsachen 
sich  auf  das  besinnen,  was  gilt.  Sieht  man  die  Feststellung  solcher 
Tatsachen  als  Aufgabe  der  Psychologie  an,  so  muß  auch  die  Be- 
handlung der  Frage  nach  dem  erkenntnistheoretischen  Wesen  des 
Urteils  mit  psychologischen  Feststellungen  beginnen"  (S.  89).  Wie 
ist  es  denn  dabei  möglich,  daß  die  Erkenntnistheorie  von  aller 
Psychologie  unabhängig  ist?  Welches  ist  denn  der  andere  Ge- 
'  Sichtspunkt,  von  dem  aus  die  Erkenntnistheorie  die  psychologischen 
Tatsachen  betrachtet,  so  daß  die  Erkenntnistheorie  der  Psychologie 
nicht  zugezählt  werden  darf?  „Die  Erkenntnistheorie" ,  sagt 
Rick  er  t  (S.  88),  „hat  die  Geltung  der  Erkenntnis  zum  Problem, 
und  sucht  nach  dem  Begriff  des  Erkennens,  der  die  Objektivität 
verständlich  macht".  Auch  hier  sind  wieder  zwei  Probleme  ver- 
mengt. Erstens  soll  die  Erkenntnistheorie  den  Begriff  der  Er- 
kenntnis suchen,  der  die  Objektivität  verständlich  macht.  Er- 
kenntnis ist  eine  Tätigkeit,  deren  ich  mir  durch  innere  Erfahrung 
bewußt  werde.  Es  gehört  aber  im  allgemeinen  zu  einer  Wissen- 
schaft, die  Begriffe,  mit  denen  sie  arbeitet,  zu  definieren.  Welches 
ist  der  Grund,  daß  hier  nicht  die  Psychologie,  die  Wissenschaft, 
die  sich  mit  den  inneren  Tätigkeiten  beschäftigt ,  sondern  eine 
andere,  nach  R  i  c  k  e  r  t  davon  scharf  zu  unterscheidende,  nämlich 
die  Erkenntnistheorie,  die  Definition  der  Erkenntnis  zur  Aufgabe 
hat?    Denjenigen  Begriff  aber  der  Erkenntnis  zu  suchen,    der  die 

23* 
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Objektivität  verständlich  macht,  ist  eine  AufgaLe,  die  dieser  andern 
ähnlich  ist :  denjenigen  Begriff  des  Dreiecks  zu  suchen,  der  den 
pythagoräischen  Lehrsatz  verständlich  macht.  Daß  dies  keine 
wissenschaftliche  Aufgabe  ist,  sieht  jeder  ein,  der  weiß,  daß 
die  Definition  die  zur  eindeutigen  Bestimmung  des  Gegenstandes  ^ 
notwendigen  und  hinreichenden  Merkmale,  und  nur  diese  aufzu- 
zählen hat.  Gegen  diese  Regel  des  Definierens  wird  jedoch  ver- 
stoßen, wenn  verlangt  wird,  eine  Definition  zu  geben,  die  eine 
beliebige  Eigenschaft  der  unter  den  definierten  Begriff  fallenden 
Gegenstände  verständlich  mache.  —  Zweitens  soll  die  Erkennt- 
nistheorie die  Geltung  der  Erkenntnis  zum  Problem  haben.  Dies 
ist  aber  ein  von  der  Definition  der  Erkenntnis  ganz  verschiedenes 
Problem.  Was  diese  zweite  Frage  anbelangt,  so  soll  das  Ver- 
hältnis der  Psychologie  zur  Erkenntnistheorie  folgendes  sein  (S. 
88) :  „Die  Psychologie  kann  nur  fragen,  wie  das  Urteilen  tatsächlich 
beschaffen  ist,  und  aus  welchen  psychischen  Bestandteilen  es  sich 
zusammensetzt.  Sie  interessiert  sich  nur  für  das  Sein  der  Urteile.  I 
Die  Wissenschaftslehre  dagegen,  welche  den  Begriff  des  Erkennens  i 
untersucht  und  feststellen  will,  worin  die  Wahrheit  der  Erkenntnis 
besteht,  hat  die  Bedeutung  dessen  kennen  zu  lernen,  was  das  Ur- 
teil meint,  und  sie  fragt  daher  allein  nach  dem  Sinn,  den  | 
jedes  Urteil  haben  muß,  insofern  es  den  Anspruch  erhebt,  wahr 
zu  sein.  Kurz,  sie  betrachtet  das  Urteil  nicht  mit  Rücksicht  auf 
das,  was  es  ist,  als  vielmehr  mit  Rücksicht  auf  das,  was  es 
leistet,  und  woraus  es  bestehen  muß ,  um  diese  Leistung 
vollbringen  zu  können".  Aber  hier  hätte  gesagt  werden  müssen, 
durch  welche  Methode  die  Erkenntnistheorie  zu  entscheiden  ver- 
mag, welchen  Sinn  das  Urteil  haben  muß,  insofern  es  den  An- 
spruch erhebt,  wahr  zu  sein.  Daß  die  Logik,  im  alten,  Kantischeu 
Sinne,    dies    nicht   leisten   kann,    meinen    wir   deutlich    gezeigt   zu 
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haben.  Verstellt  aber  Ricker t  unter  Logik  etwas  anderes  als 
Kant,  so  hätte  er  seine  neue  Logik  definieren  und  auch  hier  vor 
allem  angeben  sollen,  welche  Methode  denn  seine  Logik  anwendet. 
Es  genügt  durchaus  nicht,  zu  sagen:  „Logik  betrachtet  die  Urteile 
unter  dem  Gresichtspunkte  ihrer  "Wahrheit"  (S.  99).  Welches  ist 
die  Methode,  die  dies  möglich  macht?  —  „Nichts  unbewiesen  hinzu- 
nehmen" (S.  132)  ?  Das  ist  keiner  Wissenschaft  möglich.  Denn 
beweisen  heißt  doch  nichts  anderes  als  auf  letzte  unbeweisbare 
Grundsätze  zurückführen.  Sollen  aber  diese  letzten  Grundsätze 
weo-en  ihrer  Unbeweisbarkeit  nicht  gelten,  so  sind  auch  alle  Be- 
weise, die  sich  auf  diese  Grundsätze  stützen,  hinfällig,  und  das 
Gebäude  dieser  versuchten  Wissenschaft  stürzt  in  sich  zusammen. 
Was  endlich  berechtigt  Rickert,  zu  sagen,  die  Psj^chologie  inter- 
essiere nur  das  Sein  der  Urteile?  Unsere,  von  Fries  ausgebildete 
Methode  ist  von  jeher  von  ihren  Gegnern  mit  Verachtung,  von 
uns  mit  Stolz  als  psychologisch  bezeichnet  worden.  Und  doch 
interessiert  sich  diese  Methode  in  hohem  Maße  für  die  Gültigkeit 
der  Urteile,  und  es  ist  ihre  vornehmste  Aufgabe,  mit  Hülfe  der 
transcendentalen  Deduktion  die  quaestio  iuris  der  philosophischen 
Grundsätze  zu  entscheiden.  So  klar  es  nämlich  auch  ist,  daß  über 
die  Gültigkeit  der  unmittelbaren  Erkenntnis,  das  heißt  über  das 
Verhältnis  der  Erkenntnis  zum  Gegenstande,  die  Psychologie  nichts 
entscheiden  kann,  da,  wie  wir  bewiesen  haben,  dies  Verhältnis 
überhaupt  keiner  wissenschaftlichen  Prüfung  unterworfen  werden 
kann,  so  leicht  läßt  es  sich  doch  zeigen,  daß  die  danach  allein 
übrig  bleibende  Aufgabe  einer  wissenschaftlichen  Erkenntnistheorie, 
nämlich  die  Ermittelung  jener  unmittelbaren  Erkenntnis,  nur  auf 
psychologischem  Wege  lösbar  ist.  Grundsätze  nämlich  können 
ihren  Grund  nicht  wieder  in  anderen  Urteilen  haben;  denn  sonst 
wären  sie  keine  Grundsätze.      Sie  haben  aber  ihren  Grund  in  der 
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unmittelbaren  Erkenntnis  der  Vernunft.  Su  kann  also  der  ßeclits- 
nachweis  der  philosophischen  Grundsätze  nur  darin  bestehen,  daß 
wir  uns  unserer  unmittelbaren  Erkenntnis,  die  an  sich  nicht  klar 
ist,  vollkommen  bewußt  werden.  Wir  entscheiden  die  quaestio 
iuris  der  Grundsätze  durch  die  quaestio  facti  der  unmittelbaren 
Erkenntnis.  Diese  letztere  Frage  aber  kann  nur  psychologisch 
entschieden  werden,  da  die  unmittelbare  Erkenntnis  als  Erkenntnis 
eine  innere  Tätigkeit  ist  und  als  solche  in  das  Gebiet  der  inneren 
Erfahrung  fällt. 

III. 

1.  Aber  diese  Mißachtung  der  Psychologie  ist  nicht  ohne  be- 
deutende Folgen  für  die  weiteren  Ausführungen  des  „Gegenstandes 
der  Erkenntnis"  geblieben.  Hätte  Ricker t  sorgfältige  psycho- 
logische Selbstbeobachtungen  angestellt,  so  hätte  er  niemals  be- 
haupten können:  „Jede  Erkenntnis  beginnt  mit  Urteilen,  schreitet 
in  Urteilen  fort  und  kann  nur  in  Urteilen  bestehen"  (S.  103),  oder 
;,  Jede  Erkenntnis  muß  die  Form  eines  Urteils  haben"  (S.  86),  oder 
„Alles  Erkennen  bewegt  sich  in  voll  entwickelten  Urteilen"  (S.  106). 
Nein,  Erkenntnis  besteht  durchaus  nicht  ausschließlich  in  Urteilen. 
Rickert  selber  sagt  (S.  90):  „Das  bloße  Hören  von  Tönen  und 
ein  Urteil  über  die  Töne  sind  also  offenbar  zwei  völlig  verschiedene 
psychische  Zustände".  Soll  denn  dem  bloßen  Hören  der  Töne  gar 
kein  Erkenntniswert  zukommen?  Ein  ernsthafter  Selbstbeobachter 
wird  das  niemals  behaupten  können.  Im  Gegenteil,  das  bloße 
Hören  der  Töne  entscheidet  einzig  und  allein  darüber,  ob  das 
Urteil,  daß  ich  Töne  höre,  welches  ja  von  mir  in  jedem  Falle  aus- 
gesprochen werden  kann,  Wahrheit  oder  Lüge  enthält.  Wir  sind  also 
zwar  darin  mit  Rickert  vollkommen  einig,  daß  „das  Urteil  nicht  eine 
einfache  Verbindung  von  Vorstellungen  ist,  sondern  nur  dann  allein 
eine  Bedeutung  für  die  Erkenntnis  besitzt,  wenn  sein  Sinn  in  einer 
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Bejahung  oder  Yerneinung  be.teht"  (S.  96).  Trotzdem  aber  haben  wir 
an  dem  von  Ri  ck  e  r  t  selbst  gebrauchten  Beispiel  klargemacht,  daß 
das  Urteü  durchaus  nicht  die  einzige  Erkenntnisform  darstellt. 

Wenn  R  icke  rt  nun  aber  sagt,  daß  Erkennen  nicht  in  bloßen 
VorsteUungen  möglich  ist,  so  liegt  auch  hier  eine  Verwirrung  von 
Be-riffen  zugrunde.     Der  Begriff  Vorstellung  ist  der  Oberbegriff 
f  ü  °die  beiden  engeren  Begriffe  Vorstellungsbilder  und  Anschauungen. 
Die  Vorstellungsbilder    nun    machen  an  sich  gar  keinen  Anspruch 
auf  Wahrheit,    sondern  sind  ganz  problematisch.     Sie  können  mit 
der  Zeit   undeutHch  werden,   mehrere  verschiedene  können  in  eins 
verschmelzen,  und  dergleichen  mehr.      Anders   verhält  es  sich  mit 
den  Anschauungen  der  Sinneswahrnehmung.      Diese  Art  der  Vor- 
steUuno-en   macht    einen    ganz   unmittelbaren   und  äußerst    starken 
Anspruch  auf  Wahrheit.     Ja,  für  einen  Kantianer  dürfte  es  auch 
keine  Neuigkeit    sein,    wenn  wir   behaupten,   daß    alle  Erkenntnis 
mit  der  Sinnesanschauung  beginnt.    Und  wie  sollte  auch  das  Urteil 
die  alleinige  Erkenntnis  sein?     Im  Urteil  sind  Begriffe  in  gewisser 
Weise  zu  einer  Einheit  verknüpft.     Wie  aber  gelange  ich  zu  Be- 
.riff'^n^    Durch  Urteile?    Das  ist,  könnte  man  meinen,  allerdings 
Rickerts  Ansicht,  wenn    er    sagt,  „daß    man    einen  Begriff  nur 
wirklich  denken  kann,  indem  man  ihn   in  Urteile  auflöst"  (S.  34). 
Wäre   indessen   dieser  letzte  Satz    richtig,    so  würde    ich  niemals 
einen  Begriff  wirklich    denken  können,    denn  die  Begriffe,    welche 
in  dem  Urteil,  in  welches  ich  den  Begriff  aufgelöst  habe,  verknüpf 
sind,   müßten  wieder  in  Urteile  aufgelöst  werden,    und  so  fort  ad 
infinitum^     Ich  gelange  aber  nicht  anders  zu  Begriffen,  als  durch 

il^I^^i^^Ti^  auf  den  Unterschied,   den  Kickert  in   seinen     Grenzen   der 

.tur.ir:S.aMic.enBe.i.s.iMnn,;.^^^^ 

(S.  40  ff.)  nicht  eingegangen  worden.    Diese  Unterscbeiaung  folgenden 

Einwand  gegen  unsere  obige  Darlegung  f -J^^n^f  ^  erüe^en  "^^^^^^^ 
Ausführungen  bleiben  jedoch   davon  unberührt,   denn  sie  ^erüeren  m       , 
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Abstraktion  vou  der  Sinneswabrnelimung,  wie  mir  dies  die  Selbst- 
beobachtung aufs  deutlichste  zeigt.  Da  aber  das  Urteil  selbst 
stets  Begriffe  voraussetzt,  so  kann  es  nicht  wieder  seinerseits  die 
Voraussetzung  der  Bcgriife  sein.  Daraus  folgt,  daß  die  Sinnes- 
wahrnohmungen  nicht  in  Urteilen  bestehen  kfmnen.  Da  aber  nun 
doch  die  Sinneswahrnehmung,  wie  schon  hervorgehoben,  einen  ganz 
wesentlichen  Bestandteil  unserer  Erkenntnis  ausmacht,  so  wäre 
auch  hiermit  der  Rickcrtsche  Satz  von  der  Identität  von  Urteil 
und  Erkenntnis  widerlegt.  Was  aber  von  der  Sinnesanschauung 
gesagt  ist,  das  läßt  sich  auch  für  die  anderen  Arten  der  unmittel- 
baren Erkenntnis  zeigen,  das  heißt  also  für  die  reine  Anschauung 
und  für  die  philosophische  Erkenntnis  der  reinen  Vernunft.  Die 
Erkenntnis  besteht  demnach  durchaus  nicht  nur  in  Urteilen,  viel- 
mehr muß  unterschieden  werden  zwischen  unmittelbarer  Erkenntnis, 
die  gar  nicht  aus  Urteilen  bestehen  kann,  und  Urteilen,  die  stets 
mittelbare  Erkenntnis  sind. 

Wenn  unsere  Behauptung  noch  einer  Stütze  bedarf,  so  kann 
sie  vielleicht  darin  gesehen  werden,  daß  auch  bei  Rick  er  t  eine 
unmittelbare  Erkenntnis,  wenngleich  sie  bei  ihm  ein  anderes  Aus- 
sehen hat,  durchaus  nicht  vermieden  ist.  Hierfür  wollen  wir  den 
Nachweis  im  Folgenden  liefern.  Rickert  sagt  (S.  115):  „Sobald 
vnr  urteilen  wollen,  tritt  ein  Sollen  richtunggebend  auf".  Es 
fragt  sieh  nun  aber,  wie  ich  zu  der  Erkenntnis  gelange,  daß  ich 
hier  bejahen,  dort  verneinen  soll.  Kann  diese  Erkenntnis  durch 
ein  Urteil  vermittelt  werden?  Das  dürfte  wohl  kaum  angängig 
sein.     Wir   können    hier    vom    Sollen    genau    dasselbe    sagen,   was 

man  hier  für  Begriff  Wortbedeutung  einsetzt.  An  der  angeführten  Stelle  ist  auch 
auf  die  Entstehung  der  Wortbedeutung  aus  der  Anschauung  klar  und  deutlich 
hingewiesen,  ohne  daß  Rickert  sich  bewußt  geworden  wäre,  daß,  da  das  Urteil 
Wortbedeutungen  und  Wortbedeutungen  Anschauungen  voraussetzen,  Anschauung, 
d.  i.  eine  Art  der  Erkenntnis,  unmöglich  aus  Urteilen  bestehen  kann. 
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Rickert  vom  Sein  sagt  (S.  119  u.  S.  120):  „Um  zu  wissen,  was 
man  soll,  muß  man  doch  schon  geurteilt  haben".  Und  da  man 
doch  auch  zu  diesem  Urteil  wissen  muß,  was  man  soll,  so  würde 
man  auch  hier  wieder  auf  einen  unendlichen  Regreß  geführt  werden. 
Aber  dies  ist  Rickert  keineswegs  entgangen.  Denn  es  heißt 
ebenfalls  S.  119  :  „Man  kommt  immer  wieder  auf  das  unmittelbare 
Gefühl  des  Sollens  zurück",  und  ähnlich  heißt  es  S.  108,  S.  115, 
S.  118,  S.  126  und  an  anderen  Stellen.  Ein  unmittelbares 
Gefühl  ist  es  also,  was  mich  bestimmt,  zu  urteilen.  So  ist  denn 
dies  unmittelbare  Gefühl  die  Erkenntnis  von  dem,  wie  ich  urteilen 
soll,  und  es  ist  nicht  richtig,  daß  Erkenntnis  nur  in  Urteilen  be- 
steht. Aber  man  vergesse  ja  nicht,  daß  Rickerts  ganze  Lehre 
mit  dem  Satze  steht  und  fällt,  daß  Erkenntnis  nur  in  Urteilen 
besteht.  Ist  also  gezeigt,  daß  es  auch  bei  Rickert  noch  eine 
andere  Erkenntnis  als  das  Urteil,  nämlich  das  „unmittelbare  Ge- 
fühl des  SoUens"  (S.  115,  118)  giebt,  so  ist  nicht  einzusehen,  warum 
wir  dem  unmittelbaren  Gefühl  von  der  Existenz  eines  Gegenstandes, 
wie  es  dem  üblichen  Begriff  des  Erkennens  zu  Grunde  liegt, 
weniger  vertrauen  sollen,  als  dem  von  Rickert  an  dessen  Stelle 
gesetzten  Gefühl  des  Sollens.  Das  Sollen  aber  löst  sich,  wie  oben 
dargelegt ,  bei  genauer  Selbstbeobachtung  in  Sinnesanschauung, 
reine  Anschauung  und  unmittelbare  philosophische  Erkenntnis  auf. 
Und  so  fällt  denn  mit  dem  Sollen  zugleich  das  ganze  darauf  er- 
richtete Gebäude  in  sich  zusammen. 

2.  Aber  auch  das  Gefühl,  welches  uns  vermittelt,  was  wir 
sollen,  muß  näher  betrachtet  werden.  Auch  hier  wieder  macht 
sich  die  Verachtung  der  psychologischen  Methode  in  verhängnis- 
voller Weise  geltend.  Rickert  behauptet:  „Die  Evidenz  ist 
psychologisch  betrachtet  ein  Lustgefühl"  (S.  112),  „Was  ich  be- 
jahe, muß  mir  gefallen,  was  ich  verneine,   muß  mein  Mißfallen  er- 
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regen"  (S.  106).  Nun,  daß  es  mein  Wohlgefallen  erregt,  wenn  icli 
sage,  meine  Handlung  sei  schlecht,  oder  daß  andererseits  das  Ur- 
teil :  meine  Handlung  ist  nicht  schlecht,  mein  Mißfallen  erregt, 
wird,  wie  wir  annehmen,  auch  Rickert  nicht  behaupten  wollend 
Meint  Rickert  jedoch,  die  Verbindung  des  Subjekts  mit  dem 
Prädikat  errege  mein  Mißfallen,  und  deshalb  verneine  ich  sie,  so 
betrachten  wir  das  Urteil :  meine  Handlung  ist  nicht  gut.  Die 
Verbindung  meiner  Handlung  mit  dem  Begriff  gut  erregt  durch- 
aus nicht  mein  Mißfallen,  und  trotzdem  verneine  ich  sie.  „Aber 
das  Lustgefühl  des  Bejahens,  das  Unlustgefülil  des  Verneinens  ist 
kein  hedonisches  Lustgefühl".  Gewiß  nicht,  jedoch  nur  aus  dem 
Grunde,  weil  beim  Bejahen  und  Verneinen  überhaupt  kein  Lust- 
gefühl mitsprechen  darf,  sondern  wir  im  Gegenteil  stets  nur 
fragen  dürfen,  was  wahr  ist,  und  nicht,  was  uns  gefällt,  sei  dieses 
Gefallen  nun  hedonisch  oder  nicht.  Ein  Gefühl,  das  Wahrheits- 
gefühl, leitet  uns  allerdings  bei  unseren  Urteilen,  das  werden  wir 
niemals  bestreiten.  Aber  es  ist  ein  Dogma,  daß  „jedes  Gefühl 
stets  Lust  oder  Unlust  sei"  (S.  106).  Und  der  von  Rickert 
hierfür  versuchte  Beweis  ist  durchaus  nicht  stichhaltig:  „Wenn 
wir  fühlen ,  fühlen  wir  entweder  Lust  oder  Unlust.  Auch  beim 
Urteilen  handelt  es  sich  um  ein  entweder  —  oder,  also  handelt 
es  sich  auch  beim  Urteilen  um  Lust  oder  Unlustgefühle"  (S.  105). 
Nein,  hier  entscheidet  einzig  und  allein  die  Selbstbeobachtimg. 
Diese  aber  zeigt  uns,  daß  zwar  jedes  wahre  Urteil,  sei  es  ver- 
neinend   oder   bejahend,    als    solches    für  uns  Wert  hat,   also,  mit 


*  Wie  wenig  klar  sich  Rickert  gerade  in  Hinsicht  auf  das  Urteil  ausdrückt, 
zeigt  auch  der  Satz  S.  103  „  .  . .  denn  erst  durch  Bejahen  oder  Verneinen  wird 
aus  den  Vorstellungen  etwas  Wahres  oder  Falsches,  das  heißt  Erkenntnis".  Sollen 
wir  wirklich  glauben,  daß  verneinende  Urteile  weniger  wahr  sind  als  bejahende, 
oder  daß  auch  etwas  Falsches  Erkenntnis  werden  kann? 


I 
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Rickertza  reden,  ein  nichthedonisches  Lustgefühl  auslöst.  Davon 
jedoch  ist  aufs  strengste  zu  scheiden  das  Wahrheitsgefiihl,  das  uns 
zu  unseren  Urteilen  bestimmt.  Dies  ist  ein  Gefühl  von  ganz  be- 
sonderer Art,  das  mit  Lust  und  Unlust  nicht  das  Geringste  zu 
tun  hat,  das  im  Gegenteil  mit  Aufbietung  aller  Kräfte  von  der 
Beeinflussung  durch  jegliche  Lustgefühle  befreit  werden  soll 
und  kann. 

IV. 
1.  "Wir  kommen  nunmehr  zu  Rick  er ts  „Bewußtsein  über- 
haupt". Wir  wollen  davon  absehen,  daß  der  Name  bei  Ricke  rt 
etwas  von  dem  Kantischen  Bewußtsein  überhaupt  ganz  verschiedenes 
bezeichnet,  und  deshalb  vielleicht  besser  vermieden  worden  wäre. 
Aber  was  ist  denn  nun  dieses  Bewußtsein  überhaupt?  „Das  Be- 
wußtsein überhaupt  ist  das  Subjekt,  das  bleibt,  wenn  wir  das  in- 
dividuelle theoretische  Ich  ganz  als  Objekt  denken."  (S.  144.) 
Aber  „das  Bewußtsein  überhaupt  ist  nichts  anderes,  als  ein  Be- 
griff" (S.  29,  149,  156).  „Es  ist  nichts  anderes  als  das  allen 
immanenten  Objekten  Gemeinsame"  (S.  29),  das  heißt,  es  ist  von 
den  immanenten  Objekten  abstrahiert  und  setzt  daher  diese  voraus. 
Die  immanenten  Objekte  hingegen  setzen  das  erkenntnistheore- 
tische Subjekt  voraus,  in  dem  „wir  die  logische  Voraussetzung 
alles  Seins  finden"  (S.  147).  Nun  sagt  Ricker t  zwar:  „den  Be- 
griff des  Bewußtseins  überhaupt  bilden  wir  nicht  ohne  den  des 
dazu  gehörigen  Bewußtseinsinhaltes"  (S.  29).  Können  wir  aber 
auch  den  Begriff  des  Inhaltes  nicht  bilden,  ohne  den  dazu  gehörigen 
des  Bewußtseins  überhaupt  (S.  147),  so  stehen  wir  vor  einer  Auf- 
gabe, die  ebenso  unlösbar  sein  dürfte,  wie  aus  einer  Gleichung 
eine  bestimmte  Lösung  für  zwei  Unbekannte  zu  finden.  Diese 
Schwierigkeit  hat  Ricke  rt  keiner  Beachtung  gewürdigt.  —  Wcl- 
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chon  Sinn  soll  es  ferner  haben,  von  immanentem  Sein  zu  reden, 
wenn  nicht  in  letzter  Linie  ein  transcendentes  Sein  vorhanden  ist, 
dem  das  erste  immanent  ist.  Giebt  es  nur  ein  immanentes 
Sein,  so  ist  eben  dieses  das  Sein  schlechthin.  Steht  diesem  imma- 
nenten Sein  als  Transcendentes  nichts  gegenüber  als  eine  bloße 
Abstraktion,  die  noch  dazu  zu  ihrer  Möglichkeit  das  immanente 
Sein  voraussetzt,  so  verliert  die  Bezeichnung  dieser  Lehre  als 
transcendentaler  Idealismus  jeden  Sinn,  und  sinkt  zu  einem 
liedeutungslosen  W  ort  herab.  Denn ,  kann  diesem  immanenten 
Sein  kein  transcendentes  Sein  gegenübergestellt  werden,  das  im 
Gegensatz  zu  dem  immanenten  an  sich  existiert,  so  existiert  eben 
dieses  immanente  Sein  uneingeschränkt,  sofern  überhaupt  irgend 
etwas  existieren  und  der  Begriff  der  Existenz  nicht  gänzlich  seinen 
Sinn  verlieren  soll. 

Sodann  aber  sagt  Rickert:  „Das  Sein  ist  nichts,  wenn  es 
nicht  Bestandteil  eines  Urteils  ist"  (S.  120).  Wenn  wir  dies  auf 
das  individuelle  Ich  anwenden ,  so  muß  also  das  Urteil  gefällt 
werden:  Das  individuelle  Ich  ist  seiend.  Urteilen  aber  ist  eine 
Tätigkeit,  und  eine  Tätigkeit  erfordert  einen  Täter.  Wer  urteilt 
hier  ?  Daß  Bewußtsein  überhaupt  ist  nur  ein  Begriff,  und  ein  Begriff 
kann  keine  Tätigkeit  ausüben.  Wollte  man  jedoch  sagen,  das  in- 
dividuelle Ich,  von  dem  das  Bewußtsein  überhaupt  abstrahiert  ist, 
urteile,  so  kann  man  einwenden,  daß  dieses  das  Urteil  nicht  zu 
fällen  brauche,  denn  die  Voraussetzung  zur  Fällung  dieses  Urteils 
ist  doch  schon  seine  Existenz,  und  dann  wäre  das  Urteil  nicht 
mehr  nötig.  Wer  fällt  also  nun  das  Urteil,  daß  der  Bewußtseins- 
inhalt des  Bewußtseins  überhaupt  seiend  ist  ?  Darauf  haben  wir 
keine  Antwort  gefunden.  —  Und  wo  bleibt  schließlich  die  exakte 
Methode  der  Erkenntnistheorie,  die  „nichts  unbewiesen  hinnehmen 
darf"  (S.  132),  bei  der  dogmatischen  Behauptung,  daß  das  Bewußt- 
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sein  überLaupt  urteilend  und  nicht  vorstellend  ist?  Rickert 
fragt:  „Muß  das  theoretische  Subjekt,  wenn  wir  alles  Individuelle 
daraus  entfernen  und  zum  Objekt  rechnen,  deshalb  aufhören,  ur- 
teilendes Subjekt  zu  sein?"  (S.  144).  Es  hätte  aber  bewiesen  werden 
müssen,  daß  es  nicht  aufhören  kann,  urteilendes  Subjekt  zu  sein. 
Das  ist  nicht  geschehen;  denn  daß  das  Wort  „Sein"  gar  nichts  be- 
deutet, wenn  es  nicht  Bestandteil  eines  Urteils  ist,  was  doch  die 
Stütze  der  S.  147  gegebenen  Begründung  bildet,  ist  im  Vorherge- 
henden nur  für  das  individuelle  Ich  zu  beweisen  versucht  worden. 
Daß  auch  das  Bewußtsein  überhaupt  nicht  unmittelbar  und  ohne  ein 
Urteil  zu  fällen  sich  des  Seins  seines  Inhaltes  bewußt  werden  kann, 
ist  damit  keineswegs  bewiesen.  Ist  aber  selbst  zugegeben,  daß 
das  Bewußtsein  überhaupt  urteilend  ist,  so  ergibt  sich  noch  fol- 
gende Schwierigkeit :  Um  urteilen  zu  können,  muß  ich  nach  Rickert 
Gefühle  haben,  denn  er  sagt  (S.  106),  das  Erkennen  sei  ein  Vor- 
gang, der  durch  Gefühle  bestimmt  werde,  und  Gefühle  seien  stets, 
psychologisch  betrachtet,  Lust  oder  Unlust.  Aber  noch  mehr,  nach 
Seite  233  wäre  das  urteilende  Bewußtsein  überhaupt  auch  ein 
wollendes,  denn  ,^das  Erkennen  beruht  in  letzter  Hinsicht  auf 
einem  Willensentschluß'^,  und  „das  Bejahen  oder  Verneinen  ist 
ohne  einen  Willen  zur  Wahrheit  nicht  denkbar".  (S.  140.)  Wie 
aber  verträgt  sich  dies  mit  dem  Ausspruch  (S.  25) :  „Das  Wahr- 
nehmen ist  ebenso  wie  das  Wahrgenommene,  das  Fühlen  ist  ebenso 
wie  das  Gefühlte,  das  Wollen  ist  ebenso  wie  das  Gewollte  dem 
Objekt  zuzuweisen  oder  dem  Bewußtseinsinhalt'^ 

2.  Es  sei  uns  gestattet,  über  den  Rest  der  Rickertschen  Dar- 
legungen, das  heißt  über  seine  Kategorieenlehre  ganz  kurz  hinweg- 
zugehen. Dieser  Teil  seiner  Ausführungen  hat  nur  Wert,  sofern 
das  Vorhergehende  über  jeden  Zweifel  erhaben  ist.  Nun  sind  aber 
unsere  Einwände  derart,  daß  nur  zwei  Möglichkeiten  übrig  bleiben: 
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entweder  sie  werden  widerlegt,  oder  die  ganze  neue  Erkenntnis- 
theorie sinkt  in  sich  zusammen.  Ehe  also  das  erste  nicht  ge- 
schehen ist,  können  wir  jede  Besprechung  der  Kategorieen  aussetzen. 
Nur  zwei  Punkte  wollen  wir  erwähnen.  Nach  Rick  er  t  ist  die 
Kategorie  der  Akt  der  Anerkennung,  der  die  transcendenten 
Normen  anerkennt  (S.  173).  Er  unterscheidet  nun  unter  diesen 
die  Norm  der  Gegebenheit  oder  des  Dies  (S.  180),  die  Norm  der 
objektiven  ^^^irklichkeit  und  die  methodologische  Norm.  Dem 
gegenüber  stehen  nun  die  entsprechenden  Kategorieen.  Hier  müssen 
wir  uns  fragen,  ob  denn  die  verschiedenen  Kategorieen  auch  etwas 
wirklich  Verschiedenes  darstellen.  Sind  die  Normen  von  einander 
verschieden,  so  bleibt  doch  für  die  Kategorie  nichts  anderes  übrig, 
als  die  betreffende  Norm  zu  bejahen.  Eine  Form  der  Bejahung, 
die  verschieden  wäre,  je  nachdem  ich  dieses  oder  jenes  bejahe, 
giebt  es  nicht.  So  meinen  wir,  daß,  wenn  man  verschiedene  Normen 
aufstellt,  es  nicht  angeht,  verschiedene  Kategorieen  im  Rickertschen 
Sinne  diesen  gegenüberzustellen.  Es  ist  eine  und  dieselbe  Kate- 
gorie, die  bald  die  eine,  bald  die  andere  Norm  anerkennt. 

Wichtiger  als  dies  erscheint  uns  der  zweite  Punkt.  Es  ist 
nach  Rick  er  t  unzulässig,  „die  kausal  bedingte  mit  der  gesetz- 
mäßigen Veränderung  zu  identifizieren"  (S.  212).  Es  wäre  in  der 
Tat  sehr  ungereimt,  den  einzelnen  Fall  mit  der  allgemeinen  Regel 
zu  identifizieren;  aber  nicht  weniger  fehlerhaft  wäre  es,  zu  be- 
haupten ,  daß  in  einem  Urteil ,  das  die  kausale  Verknüpfung  von 
Gegebenheiten  behauptet,  nur  „ein  Urteil  über  einen  einmaligen 
individuellen  Vorgang  enthalten  sei"  (S.  217).  Wenn  ich  vielmehr 
sage :  „dieser  Stoß  war  die  Ursache  dieser  Bewegung",  so  heißt 
dies  nicht  nur  :  „Auf  diesen  Stoß  ist  diese  Bewegung  gefolgt",  son- 
dern es  kommt  noch  der  Gedanke  der  Bewirkung  des  einen 
durch   das  andere    hinzu.     Dieser   Gedanke   ist   aber  kein  anderer 
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als  der  der  Gesetzmäßigkeit  dieses  A^organgs  ,  der  Gedanke ,  daß 
unter  gleichen  Verhältnissen  jedesmal  dieser  Stoß,  wenn  ich  ihn 
ausführe,  diese  Bewegung  zur  Folge  hat.  Es  enthält  also  das 
angeführte  urteil  bedeutend  mehr ,  als  eine  Aussage  über  einen 
einmaligen,  individuellen  Vorgang,  nämlich  bereits  die  Behauptung 
einer  Gesetzmäßigkeit.  Dieser  gesetzmäßige  Bestandteil  kann 
nicht  aus  den  entsprechenden  Wahrnehmungsurteilen  entnommen 
sein,  wie:  dieser  Stoß  ist,  diese  Bewegung  ist,  diese  Bewegung 
ist  in  diesem  Augenblick  auf  diesen  Stoß  gefolgt.  Es  ist  viel- 
mehr eine  ganz  neue  und  eigentümliche  Erkenntnis ,  die  in 
dem  Urteil :  dieser  Stoß  ist  die  Ursache  dieser  Bewegung, 
hinzukommt.  Wollen  wir  uns  dieser  Erkenntnis  gesondert  be- 
wußt werden ,  so  kann  dies  in  der  allgemeinsten  Form  nur  ge- 
schehen durch  das  Urteil :  jede  Veränderung  hat  ihre  Ursache. 
Dies  Gesetz,  das  also  implicite  in  dem  Urteil:  dieser  Stoß  ist 
die  Ursache  dieser  Bewegung,  enthalten  ist,  ist  die  Voraus- 
setzung, die  nötig  ist,  damit  das  besondere  Urteil  überhaupt  ge- 
fällt werden  kann.  So  sehen  allerdings  auch  wir,  wie  Ricker t 
(S.  227)  „im  Gesetz  keine  Wirklichkeit",  wohl  aber  in  der  Wirk- 
lichkeit Gesetze.  Es  kann  daher  sehr  wohl  „Wissenschaften  geben, 
die  sich  um  Gesetze  gar  nicht  kümmern"  (S.  224),  niemals  aber 
solche,  die  eben  diese  Gesetze  nicht  voraussetzten.  Das  Gesetz 
ist  also  weit  mehr  als  ein  Mittel  zur  Bearbeitung  der  Wirklich- 
keit, und  nur  insofern  ist  es  ein  „Abstraktionsprodukt^  (S.  216), 
„ein  Produkt  der  Wissenschaft"  (S.  240),  als  es  in  dem,  wovon 
ich  es   abstrahiere,   schon    enthalten   ist  ^     Wenn   ich    selbst    eine 


1  Kant  behält  daher  Reclit,  -nenn  er  sagt  (Kritik  der  reinen  Vernunft,  Kehr- 
bachsche  Ausgabe  S.  134):  „Die  Ordnung  und  Regelmäßigkeit  au  den  Erschei- 
nungen, die  wir  Natur  nennen,  bringen  wir  selbst  hinein  und  würden  sie  auch 
nicht  darin  finden  können,  hätten  wir  sie  nicht  ursprünglich  hineingelegt,"    Dem- 
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noch  so  große  Zahl  von  „"\\'irklichkeitsurteilen"  gefällt  habe,  welche 
aussagen,  daß  so  und  so  oft  auf  gewisse  Erscheinungen  gewisse 
Veränderungen  erfolgten,  so  kann  ich  mit  Hülfe  der  Abstraktion 
nur  dann  das  Urteil  fällen :  jede  Veränderung  hat  ihre  Ursache, 
wenn  die  in  diesem  Urteil  ausgedrückte  Gesetzmäßigkeit  bereits 
in  den  einzelnen  Urteilen  enthalten  ist.  Der  allgemeingültige  Be- 
standteil ,  der  wie  oben  gezeigt ,  auch  schon  in  den  Urteilen,  die 
nur  „kausale  Verknüpfungen^'  ausdrücken ,  enthalten  ist ,  ist  hier 
das  allen  einzelnen  Urteilen  Gemeinsame,  dem  ich  durch  die  Ab- 
straktion gesondert  Ausdruck  verleihe. 


Es  ist  also  wohl  deutlich  gewoi'den,  daß  alle  Fehler,  die  wir 
aufgewiesen  haben ,  und  die  geeignet  sind ,  das  ganze  System  zu 
stürzen,  aus  dem  Mangel  an  Selbstbeobachtung,  aus  der  Verachtung 
der  Psychologie  entsprungen  sind.  Aber  seltsam !  Man  wird  sich 
vielleicht  wundern  zu  hören,  daß  Ricker  t,  wie  hoch  er  sich 
auch  über  die  Psychologie  erhaben  glaubt,  unbewußt  selber  Psy- 
chologie treibt.  Wir  behaupten  nämlich  ,  daß  R  i  c  k  e  r  t ,  sofern 
er  nicht  Dogmatiker  ist ,  sich  ausschließlich  auf  psychologisch  ein 
Gebiete  bewegt. 

1.  Nach  zwei  Richtungen  hin  machen  wir  Rickert  den 
Vorwurf  eines  dogmatischen  Verfahrens.  Zunächst  deshalb,  weil 
er  an  die  Spitze  seiner  Untersuchungen  Definitionen  stellt  (vgl. 
S.  346  unsrer  Ausführungen)  und  somit  die  Warnung  unbeachtet 
läßt,  die  Kant  in  der  Kritik  der  reinen  Vernunft  über  den  Ge- 
brauch  der  Definitionen  in  der  Philosophie  erhebt.    (Transcendeu- 


gegenüber  erscheint  es  wunderbar,  wenn  Rickert  als  Kantianer  behauptet:  „Der 
Begriff  der  Wirkung  stammt  aus  den  Veränderungen,  die  wir  in  der  immanenten 
Sinnenwelt  beobachten."     (S.  47.) 
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tale  Methodenlehre.  Die  Disciplin  der  reinen  Vernunft  im  dog- 
matischen Gebrauclie.)  Kant  setzt  hier  auseinander ,  daß  die 
Mathematik  zwar  sehr  wohl  mit  Definitionen  beginnen  könne ,  da 
ihre  Begriffe  rein  anschaulich  und  daher  konstruierbar  sind ,  daß 
dies  Verfahren  jedoch  für  die  Philosophie  unzulässig  sei.  Er  sagt 
(Kehrbachsche  Ausgabe ,  S.  560) :  „  .  .  .  .  man  dürfe  es  in  der 
Philosophie  der  Mathematik  nicht  so  nachtun,  die  Definitionen 
voranzuschicken .  als  nur  etwa  zum  bloßen  Versuche.  Denn  ,  da 
sie  Zergliederungen  gegebener  Begriffe  sind ,  so  gehen  diese  Be- 
griffe, obzwar  nur  noch  verworren,  voran,  und  die  unvollständige 
Exposition  geht  vor  der  vollständigen ,  so  daß  wir  aus  einigen 
Merkmalen ,  die  wir  aus  einer  noch  unvollendeten  Zergliederung 
gezogen  haben,  manches  vorher  schließen  können,  ehe  wir  zur 
vollständigen  Exposition,  d.  i.  der  Definition  gelangt  sind;  mit 
einem  Worte ,  in  der  Philosophie  müsse  die  Definition ,  als  ab- 
gemessene Deutlichkeit,  das  Werk  eher  schließen  als  anfangen". 
Die  G-efahr,  die  in  der  Vernachlässigung  dieser  Warnung  liegt, 
besteht  darin,  daß  die  aus  der  unvollständigen  Zergliederung  ge- 
wonnenen Begriffe  durch  Worte  bezeichnet  werden,  denen  im 
Sprachgebrauch  eine  ganz  bestimmte  Bedeutung  zukommt.  Griebt 
man  nun  den  Worten  durch  eine  Definition  einen  vom  Sprachge- 
brauch abweichenden  Sinn,  so  geschieht  es  leicht,  daß  man  Merk- 
male, die  dem  Begriff  zukommen,  den  das  Wort  im  Sprachgebrauch 
bezeichnete,  unbewußt  auf  den  Begriff  überträgt,  den  das  Wort 
nach  der  Definition  bezeichnen  soll.  Damit  sind  wir  auf  die 
hauptsächliche  Quelle  der  Irrtümer  im  ^Gegenstand  der  Erkenntnis^ 
gestoßen,  ßickert  sieht  nämlich  ein,  daß  die  oft  aufgestellte 
Behauptung,  die  Erkenntnis  richte  sich  nach  ihrem  Gegenstande, 
d.  h.  nach  einem  Sein,  nicht  haltbar  ist.  Er  meint  aber,  daß  die 
Schuld  hieran  das  „Sein"  treffe,  und  übersieht,  daß  keine  Wissen- 
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Schaft  feststellen  kann ,  daß  die  Erkenntnis  sich  nach  irgend 
etwas,  was  nicht  Erkenntnis  ist,  richte.  Da  also  nicht  behauptet 
werden  kann,  daß  die  Erkenntnis  sich  nach  dem  „Sein"  richte,  so 
sucht  er  einen  andern  „Gegenstand",  nach  dem  sich  die  Erkenntnis 
richtet,  und  findet  diesen  in  einem  „Sollen".  Ricker  t  hat  also 
unberechtigter  und  dogmatischer  Weise  den  Gegenstand  mit  der 
Regel  der  Wahrheit  identificiert.  Damit  aber  ist  sein  BegrüF 
vom  Gegenstande  ein  anderer  geworden,  als  im  gewöhnlichen 
Sprachgebrauch  mit  dem  Worte  bezeichnet  wird.  Was  also  für 
den  Gegenstand  im  gewöhnlichen  Sinne  ganz  richtig  ist,  daß  er 
zum  Begriff  des  Erkennens  gehört,  trifit  für  den  Gegenstand,  wie 
ihn  E.  i  c  k  e  r  t  definiert ,  nicht  mehr  zu.  Denn  die  unmittelbare 
Erkenntnis  hat  zwar  keine  Regel  der  Wahrheit  außer  sich,  son- 
dern trägt  ihre  Gewißheit  in  sich  selbst ;  wohl  aber  hat  sie  einen 
Gegenstand  im  üblichen  Sinne  des  Wortes,  und  dieser  besteht 
gerade  in  einem  Sein.  Anders  verhält  es  sich  mit  der  mittel- 
baren Erkenntnis.  Diese  bedarf  allerdings  einer  von  ihr  selbst 
verschiedenen  Regel  der  Wahrheit.  So  mußte  Rickert  dazu 
kommen,  die  mittelbare  Erkemitnis,  die  in  Urteilen  besteht,  mit 
der  Erkenntnis  überhaupt  zu  verwechseln,  und  daher  Erkentnis 
und  Urteil  zu  identificieren.  In  der  Tat  trifft  vieles,  was  Rickert 
von  der  Erkenntnis  überhaupt  aussagt,  für  die  mittelbare  Er- 
kenntnis sehr  wohl  zu.  Erst  durch  die,  von  ihr  selbst  verschiedene, 
Regel  der  Wahrheit  kommt  zu  ihr,  als  zu  etwas  an  sich  Proble- 
matischem, die  Assertion  hinzu,  wird  aus  dem  Urteil  Erkenntnis. 
Das  Urteil  ist  ein  dem  Willen  unterworfener  Akt  der  Reflexion, 
das  Urteil  wird  durch  ein  Gefühl,  das  Wahrheitsgefühl,  bestimmt. 
So  sieht  man,  daß  es,  die  Voraussetzungen  einmal  zugegeben,  dem 
Rickertschen  Sj'stem  keineswegs  an  Konsequenz  fehlt.  Aber  ge- 
rade diese  Konsequenz  ist   stets   ein  gefährlicher  Vorzug  für   ein 
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philosophisches  System.  Dient  sie  doch  nur  dazu,  den  in  den 
Voraussetzungen  einmal  gemachten  Fehler  durch  das  ganze  System 
zu  schleppen  und  ihn  damit  gewissermaßen  nur  in  höhere  Potenzen 
zu  erheben. 

Zweitens  aber  scheint  uns  R  i  c  k  e  r  t  deshalb  Dogmatiker  zu 
sein,  weil  er  gegen  folgende,  von  Kant  im  selben  Abschnitt  auf- 
gestellte Forderung  verstößt :  „Die  Philosophie  hat  keine  Axiomen 
und  darf  niemals  ihre  Grundsätze  a  priori  so  schlechthin  gebieten, 
sondern  muß  sich  dazu  bequemen ,  ihre  Befugnis  wegen  derselben 
durch  gründliche  Deduktion  zu  rechtfertigen."     (S.  562.) 

Rick  er  t  sagt:  „Auf  den  beiden  Sätzen,  daß  Urteilen 
nicht  Vorstellen  ist ,  und  daß  das  „Sein"  nur  einen  Sinn  gewinnt 
als  Bestandteil  eines  Urteils,  beruhten  alle  seine  Ausführungen." 
(S.  156.)  Von  diesen  beiden  Sätzen  ist  der  erste  als  ein  ana- 
lytisches Urteil  allerdings  unbestreitbar.  Der  zweite  Satz 
dagegen  ist  eine  rein  dogmatische  Behauptung.  Wir  haben  oben 
ausführlich  gezeigt ,  daß  er  sogar  falsch  ist.  Sollte  aber  jemand 
von  der  Richtigkeit  unserer  Darlegungen  in  diesem  Punkte  nicht 
überzeugt  sein,  so  muß  doch  dies  mindestens  einleuchten,  daß  es 
keinen  logischen  Widerspruch  einschließt,  an  dem  Rickertschen 
Satz  zu  zweifeln,  daß  es  vielmehr  sehr  wohl  möglich  ist,  daß 
ein  Sein  durch  eine  besondere  Art  der  Vorstellung,  z.  B.  durch 
Anschauung,  erkannt  wird  und  daher  auch  unabhängig  vom  Urteil 
Sinn  hat.  Eine  Begründung  seines  Satzes  hat  Rickert  nirgends 
gegeben.  Es  ist  ferner  dogmatisch,  daß  die  Existenz  eines  Gfegeu- 
standes  deshalb  nicht  behauptet  werden  dürfe,  weil  er  nicht  die 
Regel  der  Wahrheit  unserer  Erkenntnis  sein  könne,  sowie  es 
dogmatisch  ist,  das  vom  individuellen  Bewußtsein  Gesagte  auf 
das  Bewußtsein  überhaupt  zu  übertragen. 

2.     Psychologisch  ist  dagegen  die  Lehre  von   der  Urteilsnot- 
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wendigkcit.  Ob  ich  beim  Urteil  von  einem  Grefühl  bestimmt  werde, 
und  welcher  Art  dieses  Gefühl  ist,  das  kann  niemals  die  Logik 
entscheiden.  Nur  die  Psychologie,  als  innere  Naturlehre,  ist  im- 
stande, darüber  etwas  auszusagen.  Es  ist  falsch,  daß  es  gar 
nicht  „denkbat  wäre,  daß  etwas  anderes  als  ein  Gefühl  uns  zu 
der  Zustimmung  oder  der  Abweisung  veranlassen  könnte"  (S.  107). 
Ein  logischer  Widerspruch  ist  es  durchaus  nicht,  zu  sagen  :  es 
ist  kein  Gefühl,  das  unsere  Urteile  bestimmt,  sondern  irgend 
etwas  anderes.  Ob  es  aber  etwas  anderes  ist,  und  was  dies  andere 
ist,  das  kann  nur  Gegenstand  psychologischer  Untersuchungen 
sein.  Vor  allen  Dingen  aber  ist  es  durchaus  kein  logischer  Wider- 
spruch, daß  zwar  ein  Gefühl,  keineswegs  aber  ein  Lust-  oder  Un- 
lustgefiihl,  unser  Urteilen  bestimme.  Diese  letztere  Behauptung 
haben  wir  oben  aufgestellt,  und  auch  hier  wieder  ist  es  gleich- 
gültig, ob  man  sie  zugiebt  oder  nicht.  Auf  jeden  Fall  haben  wir 
gezeigt ,  daß  unsere  Behauptung  keinen  logischen  Widerspruch 
enthält.  Will  man  sie  widerlegen,  so  bedarf  man  dazu  nicht  der 
Logik,  sondern  der  Psychologie.  Es  sei  also  Rickerts  Be- 
hauptung oder  die  unsrige  richtig,  man  wird  sie  niemals  als  „von 
jeder  psychologischen  Theorie  unabhängig"  (S.  107)  hinstellen 
können.  —  Ganz  ebenso  verhält  es  sich  mit  dem  Satz ,  daß  „das 
Bejahen  oder  Verneinen  ohne  einen  Willen  zur  Wahrheit  nicht 
denkbar  ist",  (S.  140)  und  „daß  das  Erkennen  in  letzter  Hinsicht 
auf  einem  Willcnsentschluß  beruht"  (S,  233).  Wenn  Urteilen  ein 
willkürlicher  Akt  der  Reflexion  ist,  so  ist  es  allerdings  selbstver- 
ständlich, daß  zum  Urteilen  ein  Wille  nötig  sei.  Aber  wiederum 
kann  nur  der  Psychologe  diese  Natur  des  Urteils  feststellen.  Eine 
logische  Voraussetzung  des  Urteils  ist  der  Wille  nicht,  sondern 
nur  eine  psychologische.  Was  aber  für  das  Urteil  in  der  Tat  psy- 
chologische Voraussetzung   ist,    ist   deshalb   noch   nicht  psycholo- 
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gische  Voraussetzung  der  Erkenntnis  überhaupt;  denn  die  Be- 
rechtigung zu  der  Übertragung  vom  Urteil  auf  die  Erkenntnis 
fällt  mit  dem  Satze,  daß  Erkennen  ausschließlich  in  Urteilen  bestehe. 
So  sehen  \vir,  daß  von  einer  Unabhängigkeit  der  Erkenntnis- 
theorie von  der  Fsj^hologie  gar  keine  Rede  sein  kann.  Aus 
reiner  Logik  läßt  sich  nicht  Philosophie  machen,  und  niemals  kann 
die  Erkenntnistheorie  „über  sich  selbst  hinaustreiben "  (S.  234). 
Das  ist  keiner  Wissenschaft  möglich.  Rick  er  t  will  „reine  Er- 
kenntnistheorie treiben,  die  von  Ps^'chologie  und  Metaphysik  frei 
sein  soll."  In  Wahrheit  aber  ist  seine  Methode  teils  dogmatisch, 
teils  psychologisch.  iVuf  den  beiden  angeführten  Voraussetzungen, 
meint  er,  beruhe  allein  seine  ganze  Erkenntnistheorie.  Daß 
Ricker t  aber  unbewußt  eine  Reihe  von  psychologischen  Be- 
hauptungen aufstellt,  die,  wie  wir  gesehen  haben,  nicht  einmal 
den  Tatsachen  entsprechen,  ohne  die  jedoch  sein  Sj'stem  nicht  be- 
stehen kann,  das  haben  wir  gezeigt.  Die  Psychologie  aber,  als 
Physik  der  inneren  Natur ,  setzt  genau  so  wie  die  Physik  der 
äußeren  Natur  gewisse  logische  und  metaphysische  Grrundsätze 
voraus.  Oder  sollte  etwa  eine  Psychologie  als  Wissenschaft  aus 
innerer  Erfahrung  möglich  sein,  die  in  ihrem  System  die  von 
Kant  aufgewiesenen  Bedingungen  der  Möglichkeit  aller  Erfah- 
rung, also  z.  B.  das  Gesetz  der  Kausalität  oder  das  Prinzip  der 
Kontinuität,  nicht  voraussetzt  ? 

Wir  aber  sind  gerade  dadurch  im  Vorteil,  daß  ^vir  unsere 
Schranken  kennen.  Wir  wissen,  daß  die  Psychologie  eine  Erfah- 
rungswissenschaft ist,  und  wir  wissen  auch,  daß  wir  als  Psycho- 
logen eine  gewisse  Zahl  von  Grundsätzen  voraussetzen.  Aber 
eben  weil  wir  dies  wissen,  streben  wir  nicht  mit  der  Psychologie 
über  diese  selbst  hinauszuwachsen.     Wir  prüfen,   was  die  Psycho- 
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logie  leisten  kann,  und  nur  dies,  nichts  Unmögliches  verlangen 
wir  von  ihr.  Wir  ergreifen  nicht  „den  alten  Wanderstab  des 
erkenntnistheoretischen  Zweifels",  wir  suchen  nicht  „voraussetzungs- 
los" zu  sein,  sondern  wir  wenden  uns  an  die  anthropologische 
Kritik;  wir  suchen  uns  unserer  Voraussetzungen  bewußt  zu 
werden  und  sie  aus  unserer  Vernunft  zu  deduzieren.  Die  psycho- 
logische Kritik  aber  ermöglicht  es  uns  als  Kritik  gegen  jede  dog- 
matische Behauptung  anzukämpfen ,  und  als  Psychologie  setzt  sie 
uns  in  den  Stand ,  falsche  Selbsbeobachtung  zu  erkennen  und 
richtig  zu  stellen. 
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Jacobi. 


1. 

Die  als  „mathematische  Strenge"  sprichwörtlich  gewordene, 
allen  Zweifel  ausschließende  Sicherheit  und  Notwendigkeit  der 
mathematischen  Erkenntnis  hat  von  jeher  das  Interesse  der  Phi- 
losophen auf  sich  gelenkt  und  einen  der  vornehmsten  Gegenstände 
ihrer  Nachforschungen  gebildet.  Die  Hoffnung ,  der  Mathematik 
das  G-eheimnis  ihrer  wissenschaftlichen  Strenge  abzulauschen,  um 
durch  Nachahmung  ihres  Verfahrens  auch  die  Philosophie  auf  die- 
selbe Stufe  der  Exaktheit  zu  erheben,  mußte  immer  wieder  auf  die 
Frage  nach  dem  Ursprung   der    mathematischen  Gewißheit  führen. 

Die  despotische  Gewalt,  mit  der  die  Lehre  des  Aristoteles 
zwei  Jahrtausende  hindurch  die  wissenschaftliche  "Welt  beherrschte, 
hat  auch  dem  Gange  der  Untersuchung  dieser  Frage  auf  lange 
Zeit  hinaus  ihr  charakteristisches  Gepräge  aufgedrückt.  Nach  der 
Lehre  des  Aristoteles  giebt  es  zwei  verschiedene  Erkenntnis- 
quellen :  die  Sinne  einerseits  und  den  Verstand  andererseits.  Aus 
der  einen  entspringt  die  Erfahrung ,  die  andere  liefert  die  Logik. 
Den  Gegenstand  der  ersteren  bilden  die  zufälligen  Tatsachen,  den 
der  anderen  die  notwendigen  "Wahrheiten.  Es  liegt  nahe,  auf 
Grund  dieser  Lehre  die  Mathematik  der  zweiten  Erkenntnisquelle 
zuzuweisen.  Denn  die  Mathematik  lehrt  uns  nicht  zufällige  Tat- 
sachen kennen,  sondern  sie  läßt  uns  notwendige  Gesetze  einsehen. 
Li  der  Tat  ist  diese  Ansicht  bis  auf  Kants  Zeit  die  allgemein 
herrschende  gewesen.     Selbst  Hume,  der  Skeptiker,   wagte  nicht 
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an  dem  logischen  Ursprung  der  mathematischen  Wahrheiten  und 
ihrer  durch  diesen  Ursprung  gewährleisteten  Allgemeingültigkeit 
7A\  zweifeln.  Ja,  so  weit  ging  das  Vertrauen  auf  die  Macht  der 
logischen  Form  der  mathematischen  Schlußweise ,  daß  man  durch 
ihre  Übertragung  auf  die  Philosophie  die  gleiche  Sicherheit  und 
Evidenz  auch  in  dieser  erreichen  zu  können  überzeugt  war.  „Geo- 
metricorum  more  demonstrando"  hoffte  man  den  philosophischen 
Stein  der  Weisen  zu  finden.  Doch  diese  Bemühungen  führten  nicht 
zu  dem  erhofften  Ziel.  Durch  das  Fehlschlagen  der  Versuche, 
durch  Anwendung  der  mathematischen  Schlußweise  die  philoso- 
phischen Probleme  zu  fördern,  sah  sich  Kant  veranlaßt,  die  Frage 
nach  der  Herkunft  der  mathematischen  Gewißheit  von  neuem  einer 
gründlichen  Prüfung  zu  unterziehen.  Er  geriet  dadurch  als  erster 
auf  den  Versuch,  jene  durch  ihr  Alter  ehrwürdige  und  durch  ihre 
Ehrwürdigkeit  gefestigte  Aristotelische  Lehre  von  den  zwei  Er- 
kenntnisquellen einer  radikalen  Revision  zu  unterwerfen. 

Daß  alle  Erkenntnis  mit  der  Erfahrung  anfängt  und  uns  nur 
durch  Erfahrung  veranlaßt  zum  Bewußtsein  kommt,  stand  für 
Kant  fest;  aber  ebenso  offenbar  war  es,  daß  die  Mathematik 
ihre  Wahrheiten  nicht  aus  der  sinnlichen  Wahrnehmung  schöpft, 
denn  diese  letztere  vermag  wohl  zufällige  Kenntnis,  aber  nicht 
notwendige  Einsicht  zu  liefern.  Aber  sollte  daraus  folgen,  daß 
der  Ursprung  der  mathematischen  Erkenntnis  im  Verstände  zu 
suchen  sei  ?  Kant  fand ,  dass  diese  Folgerung  auf  der  Ver- 
wechslung des  mathematischen  Schlusses  mit  der  mathematischen 
Wahrheit  selbst  beruhte.  Die  Axiome  vorausgesetzt,  folgen  alle 
Lehrsätze  ohne  weiteres  durch  die  bloße  logische  Form  des  Schließens; 
aber  diese  Lehrsätze  selbst  entspringen  darum  nicht  aus  der  lo- 
gischen Schlußform,  sondern  sie  lassen  sich  nur  vermittelst 
derselben  aus   den  Axiomen  herleiten.    Aber  diese  Axiome  selbst, 
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was  sind  sie  und  welches  ist  ihr  Ursprung?  Diese  Frage  führte 
Kant  auf  die  Unterscheidung  der  analytischen  und  synthetischen 
Urteile. 

2. 

"Worauf  beruht  die  Notwendigkeit  der  mathematischen  Axiome? 
Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  stellte  Kant  folgende  Über- 
legung an.  Die  Notwendigkeit  eines  Urteils,  d.  h.  die  Notwendig- 
keit, den  Subjektsbegriff'  mit  dem  Prädikat  in  einem  Urteil  zu 
verbinden,  hat  ihren  Grund  entweder  in  dem  Begriff  des  Subjekts 
selbst,  oder  dieser  Grund  liegt  in  etwas  anderem  als  dem  Subjekts- 
begriff. Liegt  er  im  Subjektsbegriff,  so  heißt  das  Urteil  analy- 
tisch, denn  ich  bedarf  zu  ihm  nur  einer  Zergliederung  seines  Sub- 
jektsbegriffs. Liegt  er  nicht  im  Subjektsbegriff,  so  heißt  das  Urteil 
synthetisch,  denn  ich  muß  über  den  Subjektsbegriff  hinausgehen, 
um  das  Urteil  fällen  zu  können.  Daß  alle  Radien  eines  Kreises 
gleiche  Länge  haben,  ist  ein  analytischer  Satz,  denn  er  folgt  allein 
aus  einer  Zergliederung  des  Begriffs  vom  Kreise.  Daß  aber  das 
Verhältnis  des  Umfangs  zum  Durchmesser  des  Kreises  den  Wert 
3,1415926 .  .  .  hat ,  ist  ein  synthetischer  Satz ,  denn  er  läßt  sich 
durch  Zergliederung  des  Begriffs  dieses  Verhältnisses  allein  nicht 
herleiten.  —  Es  ist  klar,  dass  mit  dieser  Einteilung  der  Grund 
der  dem  Mathematiker  geläufigen  Unterscheidung  zwischen  Defi- 
nitionen und  Axiomen  getroffen  wird.  Die  Definition  enthält  die 
vollständige  Zergliederung  eines  Begriffs  und  dient  als  Kriterium 
dafür,  ob  ein  Gegenstand  (oder  eine  Klasse  von  Gegenständen) 
unter  den  definierten  Begriff  fäUt  oder  nicht.  Alle  Definitionen 
und  aus  Definitionen  folgenden  Sätze  sind  daher  analytische  Urteile. 
Jede  Beilegung  eines  Prädikats  dagegen,  das  nicht  zu  den  definie- 
renden Merkmalen  des  Begriff's  gehört,  ist  ein  synthetisches  Urteil. 
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Daraus  geht  zweierlei  hervor: 

1)  Die  analytischen  Sätze  sind  diejenigen,  die  Aristoteles 
dem  Verstände  zuwies  ;  es  sind  die  Wahrheiten  der  Logik. 

2)  Die  mathematischen  Axiome  und  alle  auf  ihnen  beruhenden 
Theoreme  sind  synthetische  Urteile. 

Steht  dieses  beides  fest ,  so  folgt ,  daß  die  Mathematik  eine 
andere  Erkenntnisquelle  voraussetzt  als  den  Verstand.  Die  mathe- 
matische Erkenntnis  beruht  auf  Anschauung  und  nicht  auf  bloßen 
Begriffen.     Das  war  das  Resultat  der  Kantischen  Untersuchung. 

3. 

In  welchem  Verhältnis  steht  nun  diese  mathematische  An- 
schauung zur  Sinnesanschauung?  Zunächst  leuchtet  ein,  daß  sie 
von  der  Sinnesanschauung  —  der  äußeren  sowohl  wie  der  inneren 
—  unterschieden  ist.  Denn  die  leztere  zeigt  uns  wohl,  was  hier 
oder  dort,  zu  dieser  oder  jener  Zeit  ist,  aber  nicht,  was  überall 
und  jederzeit  gilt.  Eine  solche  notwendige  und  allgemeine  Geltung 
haftet  aber  den  mathematischen  Wahrheiten  an.  Betrachten  wir 
des  näheren  die  Geometrie  und  die  ihr  zu  Grunde  liegende  An- 
schauung, die  Raumanschauung.  Das  Axiom,  daß  die  gerade  Linie 
die  kürzeste  zwischen  zwei  Punkten  ist,  spricht  nicht  von  dieser 
oder  jener  geraden  Linie ,  sondern  von  allen  Geraden  überhaupt. 
Sehen  wir  davon  ab ,  daß  Punkte  und  Linien  überhaupt  nicht 
Gegenstände  sinnlicher  Beobachtung  werden  können,  so  müßten 
wir  doch,  da  zwischen  zwei  Punkten  unendlich  viele  Linien  mög- 
lich sind,  erst  diese  unendlich  vielen  Linien  mit  der  Geraden 
verglichen  haben ,  ehe  wir  zu  einer  allgemeinen  Aussage  über  ihr 
Längenverhältnis  berechtigt  wären;  dazu  allein  aber  bedürften 
wir  schon  einer  unendlichen  Zeit.  Und  doch  hätten  wir  damit 
den    Satz    erst    für    eine    einzige   Gerade    gefunden,    während    es 
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der  Geraden  unendlich  viele  im  Räume  giebt.  Und  selbst  von 
dieser  einen  Geraden  könnten  wir  nur  sagen :  so  viel  wir  bisher 
beobachtet  haben ,  war  sie  kürzer  als  jede  mit  ihr  verglichene 
Krumme ;  ob  dies  morgen  oder  zu  einer  beliebigen  anderen  Zeit 
sich  ebenso  verhalten  werde,  darüber  wären  wir  auf  Grund  un- 
serer Messungen  zu  keinem  Urteil  berechtigt. 

Ein  konsequenter  Empirist  müßte  daher  die  Allgemeingültigkeit 
der  geometrischen  Wahrheiten  preisgeben  und  den  Umkreis  seiner 
Urteile  auf  den  seiner  empirischen  Messungen  einschränken.  Aber 
die  Möglichkeit  der  Messung  beruht  selbst  erst  auf  der  Anwen- 
dung bestimmter  geometrischer ,  durch  empirische  Messung  nicht 
wieder  kontrollierbarer  Voraussetzungen.  Jede  Messung  beruht 
auf  der  Forttragung  eines  Maßstabes  an  dem  zu  messenden  Gegen- 
stande und  setzt  die  Unveränderlichkeit  des  Maßstabes  voraus. 
Diese  letztere  ist  aber  nur  möglich  unter  Voraussetzung  des  den 
Kongruenzsätzen  zu  Grunde  liegenden  Axioms,  daß  sich  eine  Figur 
ohne  Formänderung  im  Räume  bewegen  läßt. 

Die  mathematische  Anschauung  ist  folglich  von  der  empirischen 
Anschauung  unabhängig.  Wenngleich  wir  uns  ihrer  nur  durch  Abs- 
traktion von  der  empirischen  Anschauung  gesondert  bewußt  wer- 
den können,  so  hat  sie  doch  einen  von  dieser  unabhängigen  Ursprung. 
Kant  nannte  sie  die  reine  Anschauung.  Die  reine  Anschauung 
liegt  also  aller  empirischen  Messung  als  Bedingung  ihrer  Mög- 
lichkeit zu  Grunde. 

4. 

Verbinden  wir  die  Unterscheidung  der  analytischen  und  syn- 
thetischen Urteile  mit  derjenigen  der  Erkenntnisse  a  priori  und 
a  posteriori,  d.  h.  der  notwendigen  und  der  zufälligen  Wahrheiten, 
so  erhalten  wir  folgendes  System  möglicher  Urteilsarten: 
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analytische  Urteile  a  priori, 

analytische  Urteile  a  posteriori, 

synthetische  Urteile  a  priori, 

synthetische  Urteile  a  posteriori. 
Es  ist  klar,  daß  der  zweite  Fall  von  vornherein  ausscheidet. 
Denn  analytische  Urteile  beruhen  allein  auf  dem  Begriff  ihres 
Subjekts  und  bedürfen  daher  keiner  Erfahrung.  Dies  gilt  auch 
in  dem  Falle,  wo  der  Subjektsbegriff  des  analytischen  Urteils  ein 
empirischer  ist.  Denn  nicht  auf  den  Ursprung  des  Subjektsbegriffs 
kommt  es  an,  sondern  auf  den  Grrund  seiner  Verbindung  mit  dem 
Prädikat.  Die  Katze  sei  definiert  als  das  fleischfressende  Säuge- 
tier mit  einziehbaren  Krallen.  Der  Begriff  der  Katze  ist  zweifellos 
empirischen  Ursprungs;  aber  das  Urteil:  die  Katze  hat  einzieh- 
bare Krallen,  gilt  nichtsdestoweniger  mit  Notwendigkeit  und  a 
priori.  Denn  eine  gegenteilige  Erfahrung  ist  gar  nicht  denkbar, 
weil,  auf  Grund  der  Definition  der  Katze ,  ein  Wesen ,  dem  die 
im  Prädikat  des  Urteils  genannte  Eigenschaft  nicht  zukäme ,  gar 
nicht  unter  den  Begriff  der  Katze  subsumiert  werden  könnte. 

Alle  analytischen  Urteile  sind  also  Urteile  a  priori.  Bringen 
wir  den  Fehler  des  Aristoteles  und  seiner  Nachfolger  auf 
seinen  schulgerechten  Ausdruck ,  so  können  wir  sagen ,  dass  er 
diesen  richtigen  Satz  unrichtiger  Weise  umgekehrt  hat:  Alle  ana- 
lytischen Urteile  sind  Urteile  a  priori,  aber  nicht  alle  Urteile  a 
priori  sind  analytisch.  Alle  logischen  Wahrheiten  gelten  notwen- 
dig, aber  nicht  alle  notwendigen  Wahrheiten  sind  logischen  Ur- 
sprungs. Die  Disjunktion  des  Aristoteles  zwischen  Logik  und 
Erfahrung  ist  unvollständig:  Die  Mathematik  gehört  weder  der 
Logik  noch  der  Erfahrung  an;  ihre  L^rteile  sind  synthetische  Ur- 
teile a  priori. 
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5. 

In  der  Eigentümlichkeit  ihrer  Erkenntnisquelle,  die  Anschaulich- 
keit und  Apriorität  vereinigt,  liegt  also  der  Grund  der  Evidenz 
der  mathematischen  Erkenntnis  einerseits,  und  ihrer  strengen  Not- 
wendigkeit andererseits.  Die  logische  Form  ihrer  Schlüsse  und 
Beweise  kann  nur  zur  Übertragung  der  Gewißheit  von  den  Grund- 
sätzen auf  die  Lehrsätze  dienen.  Wohnte  die  apodiktische  Geltung 
den  Grundsätzen  nicht  von  vornherein  kraft  ihres  reinanschau- 
lichen Ursprungs  bei.  so  würde  doch  bei  aller  Strenge  der  Beweise 
den  Lehrsätzen  dieselbe  Zufälligkeit  und  Unsicherheit  anhaften 
wie  den  Grundsätzen.  Damit  ist  der  Grund  des  Mißlingens  der 
Anwendung  der  mathematischen  Schlußweise  in  der  Philosophie 
ohne  weiteres  aufgeklärt.  Denn  die  erfolgreiche  Anwendung  dieser 
Methode  setzt  zu  ihrer  Möglichkeit  bereits  die  der  Mathematik 
eigentümliche  Erkenntnisquelle  voraus.  In  der  Beschaffenheit  dieser 
ursprünglichen  Erkenntnisquelle,  in  der  reinen  Anschauung,  nicht 
in  der  logischen  Form  der  Schlüsse  liegt  der  eigentliche  Grund 
der  mathematischen  Gewißheit. 

6. 

Principia  praeter  necessitatem  non  esse  multiplicanda ,  mit 
möglichst  wenig  Voraussetzungen  mögliehst  viel  zu  beweisen:  dies 
ist  ein  Postulat  der  Logik  an  jede  systematische  Wissenschaft. 
Diesem  Postulat  in  der  Mathematik  Rechnung  zu  tragen,  war  eine 
der  Hauptbemühungen  der  wissenschaftlichen  Arbeit  des  verflos- 
senen Jahrhunderts.  Die  mathematischen  Axiome  sind  unmittelbar 
evidente  Wahrheiten.  Aber  diese  unmittelbare  Evidenz  genügt 
nicht  zur  Charakteristik  eines  Axioms,  sondern  nur  diejenigen  un- 
mittelbar evidenten  Sätze  gelten  als  Axiome,  auf  deren  Beweis 
wir  verzichten.    Dabei  gelten  als  beweisbar  nur  solche  Sätze,  die 
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dnrcb  eine  endliche  Anzahl  rein  syllogistischer  Operationen  aus 
unmittelbar  evidenten  Sätzen  hergeleitet  werden  können.  Da  das 
genannte  Postulat  verlangt,  daß  alle  Sätze,  die  überhaupt  beweisbar 
sind,  auch  tatsächlich  bewiesen  werden,  so  ergiebt  sich  daraus  die 
Aufgabe ,  die  Zahl  der  Axiome  auf  ein  Minimum  zu  reduzieren. 
Wir  können  diese  Aufgabe  auch  so  ausdrücken  :  Es  soll  ein  System 
von  Axiomen  aufgestellt  werden,  derart,  daß  keins  derselben  aus 
den  andern  logisch  hergeleitet  werden  kann.  Soll  aber  dies  System 
vollständig  sein,  so  müssen  wir  fordern,  daß  sich  aus  den  in  ihm 
enthaltenen  Axiomen  allein ,  ohne  Zuhilfenahme  anderer  Sätze, 
sämtliche  Lehrsätze  der  Wissenschaft  syllogistisch  herleiten  lassen. 
Eine  Forderung,  die  übrigens,  wie  man  leicht  bemerkt,  nur  dann 
einen  Sinn  besitzt,  wenn  die  —  keineswegs  selbstverständliche  — 
Voraussetzung  zutrifft ,  daß  die  Zahl  der  als  Axiome  definierten 
Sätze  endlich  ist. 

7. 

Wie  läßt  sich  nun  die  logische  Unabhängigkeit  der  Axiome 
prüfen  ?  Die  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  ausgearbeitete  Methode 
hat  sich  aus  einer  Kritik  der  Euklidischen  Parallelentheorie  ent- 
wickelt. Unter  den  von  Euklid  aufgestellten  Grundsätzen  der 
Geometrie  befindet  sich  auch  der  Satz :  Wenn  zwei  Gerade  von 
einer  dritten  geschnitten  werden  und  die  inneren  an  derselben 
Seite  der  schneidenden  Geraden  liegenden  Winkel  zusammen  we- 
niger als  zwei  Rechte  betragen,  so  schneiden  sich  die  beiden  Geraden 
auf  der  Seite  dieser  Winkel.  Dieser  Satz,  der  speziell  als  Eukli- 
disches Axiom  bezeichnet  wird,  nimmt  insofern  eine  Sonderstellung 
ein,  als  sich  eine  große  Reihe  von  Lehrsätzen  ohne  ihn  beweisen 
lassen.  Erst  zum  Beweise  seines  29.  Lehrsatzes  bedient  sich 
Euklid  des   genannten  Axioms.      Es    ist    daher    schon   früh    die 
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Frage  aufgeworfen   worden,    ob    dies  Axiom    sich   nicht  vielleicht 
ganz    ausschalten    lasse    und    aus    den    übriojen    Voraussetzunoren 
Euklids    bewiesen    werden    könne.      Die    zahlreich    angestellten 
Versuche  ,  den  Satz  zu  beweisen ,    schlugen  indessen  sämtlich  fehl 
und  wurden  gegen  Anfang  des  neunzehnten  Jahrhunderts  endgültig 
aufgegeben.     An  die  Stelle  dieser   vergeblichen  Bemühungen,    den 
Satz  zu  beweisen ,    trat   nun   die  Aufgabe ,    seine  Unbeweisbarkeit 
darzutun.     Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  sehlug  Lobats  che  wsky 
folgendes  Verfahren  ein.      Wenn  das  Euklidische  Axiom  von  dem 
System    der   übrigen  Axiome   logisch  unabhängig  ist,    so   muß   es 
möglich  sein,    eine  in    sich  konsequente  Geometrie    zu  entwickeln, 
in   der    eine   diesem  Axiom   widersprechende  Annahme   zu  Grunde 
gelegt  wird.     Denn,   wenn   die  anderen  Axiome   nicht  hinreichend 
sind,  um  über  seine  Gültigkeit  zu  entscheiden,  so  müssen  sie  mit 
seinem  Gegenteil  ebenso  verträglich  sein  wie  mit  ihm  selbst.     Der 
Beweis  der  inneren  Widerspruch^5losigkeit  einer  dem  Euklidischen 
Axiom  widersprechenden  Geometrie  wäre  daher  zugleich  ein  über- 
zeugender Beweis   der  Unbeweisbarkeit   des  Euklidischen  Axioms. 
Nun    ist    das   Euklidische  Axiom   gleichbedeutend    mit    dem    soge- 
nannten  Parallelensatz:    In    einer    Ebene    läßt    sich    durch    einen 
Punkt   außerhalb    einer  Geraden   nur   eine  Gerade  ziehen,    welche 
die  erstere  nicht  schneidet.      Lobatschewsky   versuchte  daher 
eine  Geometrie  auszubilden,  unter  Beibehaltung  aller  übrigen  Axiome, 
während  er  den  Parallelensatz    durch  die  Annahme  ersetzte,    daß 
sich   durch    einen  Punkt    außerhalb    einer  Geraden  mehr    als    eine 
nicht   schneidende  Gerade    ziehen   lassen.      Es    gelang   ihm,    diese 
Geometrie  systematisch  durchzuführen ,    ohne  in   den  Folgerungen 
auf  einen  logischen  Widerspruch  zu  stoßen.     Daß  ein  solcher  auch 
bei  weiterer  Entwicklung  seiner  Geometrie  niemals  auftreten  kann, 
ohne  einen  Widerspruch  in   der  gemeinen  Euklidischen  Geometrie 
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selbst  nacli  sich  /.u  ziehen,  ist  später  von  Beltrami  und  Klein 
nachgewiesen  worden. 

8. 
Es    ist   für    die   von  Lohat  schewsky  ausgebildete  „Nicht- 
Euldidische"  Geometrie  charakteristisch,  daß  die  Summe  der  Winkel 
des  ebenen  Dreiecks    nicht    wie    in    der  Euklidischen  zwei  Rechte, 
sondern  weniger  als  zwei  Rechte  beträgt,    und  daß  dieser  Betrag 
um  so  geringer  ist,   je  grilßer  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ist. 
Die  Differenz  zwischen  der  Winkelsumme  eines  Dreiecks  und  zwei 
Rechten,    der  sogenannte  Defekt,    steht  nämlich  zu  dem  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  in  einem  Verhältnis,    welches    auf  Grund   der 
Kongruenzaxiome   einen  konstanten  Wert   hat.     Diese    Konstante 
bezeichnet    man,    nach    einer   der  Flächentheorie   entlehnten  Aus- 
drucksweise,   als    das  „Krümmungsmaß"   des  Raumes.     Der  Wert 
desselben   beträgt   in    der  Euklidischen  Geometrie  0,    während  er 
in    der    Lobatschewskyschen    Geometrie    negativ    ist.      Man    sieht 
ohne  weiteres,  daß  neben  der  Lobatschewskyschen  noch  eine  andere 
Nicht-Euklidische  Geometrie    möglich  ist ,    nämlich    diejenige ,    die 
ein  positives  Krümmungsmaß    des  Raumes   zu  Grunde  legt.     Dies 
ist   die   sogenannte    Rie mann  sehe    Geometrie.      Sie   ist   dadurch 
charakterisiert,  daß  sie  annimmt,    in  einer  Ebene  lasse  sich  durch 
einen   Punkt   außerhalb    einer   Geraden    keine    Parallele   zu   ihr 
ziehen,    und  durch  die  sich  daraus  ergebende  Folgerung,    daß  die 
Winkelsumme    im    Dreieck    größer    als    zwei   Rechte    ist.     Sie  ist 
ferner  dadurch  merkwürdig,   daß  auf  Grund  ihrer  Annahmen  dem 
Räume  nicht  mehr  wie  in  der  gewöhnlichen  Geometrie  unendliche 
Ausdehnung  zugeschrieben  werden  kann.     Vielmehr  muß  zwischen 
Unendlichkeit  und  Unbegrenztheit  unterschieden  werden.     Analog 
der  Kugeloberfläche,  die  zwar  keine  Grenze  hat,  aber  endlich  ist, 
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muß  der  Ricmannsche  Raum    als    zwar   unbegrenzt,    aber  endlich 
gedacht  werden. 

9. 

Das  Parallelenaxiom  ist  nicht  das  einzige,  dessen  logische 
Unabhängigkeit  durch  die  Methode  der  „Nicht-Euklidischen"  Greo- 
metrie  erwiesen  worden  ist.  Der  Beweis  seiner  Unbeweisbarkeit 
bildet  nur  das  erste  und  gleichsam  klassische  Beispiel  einer  nach 
streng  logischer  Methode  geführten  kritischen  Untersuchung  der 
Grundlagen  der  Geometrie.  Seit  Lobatschewsky,  Gauß  und 
Riemann  hat  die  erweiterte  Anwendung  dieser  Methode  zur 
Gründung  einer  neuen,  umfangreichen  und  selbständigen  Disziplin 
der  Mathematik  geführt. 

Auch  auf  die  Grundlagen  der  Arithmetik  beginnt  man  in 
neuerer  Zeit  mit  Erfolg  dasselbe  Forschungsprinzip  auszudehnen. 
Der  Unabhängigkeitsbeweis  wird  hier  durch  die  Aufstellung  „kom- 
plexer Zahlensysteme"  geführt,  d.  h.  durch  den  Nachweis  der 
logischen  Widerspruchslosigkeit  eines  Zahlensystems,  das  nicht 
sämtliche  durch  das  vollständige  System  der  arithmetischen  Axiome 
bezeichneten  Forderungen  erfüllt.  Zu  diesem  Axiomsystem  gehört 
z.B.  das  „Archimedische"  Axiom:  Wenn  a  und  h  zwei  beliebige 
Zahlen  sind  und  a  kleiner  ist  als  h,  so  giebt  es  stets  ein  Viel- 
faches von  a,  das  größer  ist  als  h.  Der  Unabhängigkeitsbeweis 
für  dieses  Axiom  ist  in  der  Tat  durch  Nachweisung  der  Möglich- 
keit eines  „Nicht-Archimedischen''  Zahlensystems  erbracht  worden. 

10. 
Die  angeführten  Beispiele  werden  genügen,   um  den  formalen 
Wert  der  Nicht-Euklidischen  Geometrie   und  die  methodische  Be- 
deutung,   die    sie   für   die   kritische  Mathematik  besitzt,    deutlich 
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hervortreten  /a  lassen'.  AVenden  wir  uns  nanmehr  der  Frage 
zu,  in  welchem  Verhältnis  die  Nicht-Euklidischen  Untersuchungen 
zu  dem  Problem  des  Ursprungs  der  mathematischen  Axiome  stehen, 
und  welche  Belehrungen  uns  aus  jenen  Untersuchungen  für  dieses 
Problem  erwachsen.  Es  ist  bekannt,  welch'  heftiger  Streit  seit 
der  Veröffentlichung  von  Helmholt z'  diesbezüglichen  Arbeiten 
über  diese  Frage  entbrannt  ist.  Dieser  Streit  betrifft  vornehmlich 
das  Verhältnis  der  neuen  mathematischen  Untersuchungen  zur 
Kantischen  Lehre  von  den  synthetischen  Urteilen  a  prioii.  Man 
hat  auf  der  einen  Seite  gemeint,  auf  Grund  der  Nicht-Euklidischen 
Geometrie  Kants  Lehre  vom  reinanschaulichen  Ursprung  der 
Axiome  widerlegen  zu  können,  während  man  auf  der  anderen 
Seite  geglaubt  hat,  auf  Grund  der  Kantischen  Lehre  das  ganze 
Unternehmen  der  Nicht -Euklidischen  Geometrie  verwerfen  zu 
müssen.  Nach  den  vorangeschickten  Darlegungen  der  Kantischen 
Lehre  einerseits  und  der  Methode  der  Nicht-Euklidischen  Geometrie 
andererseits  werden  wir  keine  Schwierigkeit  finden,  die  Mißver- 
ständnisse, die  die  Streitfrage  verdunkelt  haben,  zu  beseitigen 
und  dadurch  eine  äußerst  einfache  Lösung  des  Problems  zu  ge- 
winnen. 

11. 
Kants  Philosophie  der  Mathematik    läßt    sich    in    den    einen 
Satz  zusammenfassen :  Die  mathematischen  Axiome  sind  synthetische 


'  Ich  verstehe  im  Folgenden  unter  „Nicht-Euklidischer  Geometrie''  allgemein 
jedes  geometrische  System,  das  in  seinen  Voraussetzungen  von  irgend  einem  oder 
mehreren  Axiomen  der  gewöhnlichen,  Euklidischen  Geometrie  ahweicht,  beziehe 
mich  also  nicht  speziell  auf  die  eigentlich  sogenannte  Nicht-Euklidische  Geometrie, 
die  eine  dem  Parallelenaxiom  widersprechende  Annahme  zu  Grunde  legt.  Um 
Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  spreche  ich  nur  von  der  Geometrie  und  nicht  auch 
ausdrücklich  von  der  Arithmetik.  Die  folgenden  Ausführungen  lassen  sich  indessen 
auf  Grund  des  §  9  Gesagten  ohne  weiteres  auf  die  Ai'ithmetik  übertragen. 
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Urteile  a  priori.  Darin  liegen  die  beiden  Behauptungen:  1)  die 
Axiome  sind  nicht  logischen  Ursprungs,  2)  sie  gelten  unabhängig 
von  aller  Erfahrung.  Aus  der  ersten  Behauptung  folgert  Kant 
ihren  Ursprung  aus  der  Anschauung;  aus  der  zweiten  schließt  er 
auf  den  nicht-empirischen  Charakter  dieser  Anschauung. 

Fragen  wir  zuerst :  Diese  Kantische  Lehre  vorausgesetzt,  was 
folgt  aus  ihr  für  die  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  der  Nicht- 
Euklidischen  Geometrie  ? 

Die  Axiome  der  Euklidischen  Geometrie  gelten  unabhängig 
von  aller  Erfahrung.  Sie  sind  also  notwendige  Wahrheiten.  Daraus 
hat  man  oft  so  weiter  geschlossen:  Notwendige  Wahrheiten  sind 
solche .  deren  Gegenteil  unmöglich  ist ,  —  also  ist  eine  Nicht- 
Euklidische  Geometrie  unmöglich.  Und  aus  dieser  angeblichen 
Konsequenz  hat  man  dann  von  der  andern  Seite  auf  die  Unrich- 
tigkeit der  Kantischen  Behauptung  zurückgeschlossen. 

Der  Fehler  dieses  Schlusses  beruht  auf  einem  zweifachen  Ge- 
brauch des  Wortes  „unmöglich".  Die  Unmöglichkeit  des  Gegen- 
teils eines  Satzes  kann  nämlich  einmal  darin  ihren  Grund  haben, 
dal5  sein  Gegenteil  einen  inneren  Widerspruch  einschließt,  d.  h. 
daß  die  Verneinung  seines  Prädikat sbegriffs  der  Definition  seines 
Subjektsbegriffs  widerspricht.  Dies  ist  der  Fall  bei  der  Ver- 
neinung analytischer  Urteile.  Die  Unmöglichkeit  des  Gegenteils 
eines  Satzes  kann  aber  auch  darauf  beruhen,  daß  seine  Verneinung 
irgend  einer  anderen,  sonst  schon  feststehenden  Wahrheit  wider- 
streitet, z.B.  der  Anschauung,  die  wir  von  dem  Gegenstande 
besitzen.  Das  letztere  ist  offenbar  der  Fall  bei  der  Verneinung 
svnthetischer  Urteile.  Die  Notwendigkeit  der  ersteren  Art  ist 
rein  logischer  Natur  und  kommt  ausschließlich  analytischen  Ur- 
teilen zu.  Die  Notwendigkeit  der  zweiten  Art  ist  synthetischer 
Natur    und    bedingt    keineswegs    die    logische   Unmöglichkeit    des 
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G-egeiiteils.  Der  syntlietisclie  Charakter  der  geometrischen  Axiome 
schließt  also  die  logische  I\I()glichheit  der  Nicht-Euklidischen  Geo- 
metrie so  wenig  aus ,  daß  die  Behauptung  des  ersteren  vielmehr 
mit  der  der  zweiten  identisch  ist. 

AVas  andererseits  die  Apriorität  der  Axiome  betriflPt,  so  folgt 
aus  ihr  allerdings  die  synthetische  Unmöglichkeit  einer  ihnen 
widersprechenden  Geometrie.  Die  Nicht  -  Euldidische  Geometrie 
bedarf  jedoch  für  ihre  Zwecke  einzig  und  allein  der  logischen 
Möglichkeit  ihres  Systems,  d.  h.  ihrer  inneren  Widerspruchslosig- 
keit,  und  es  gehört  zu  den  gröbsten  Mißverständnissen  dieser  ma- 
thematischen Untersuchungen,  daß  sie  bezweckten,  die  Gültig- 
keit der  Euklidischen  Axiome  umzustoßen. 

12. 

Man  hat  sich  lebhaft  über  dieYorstellbarkeit  Nicht- Euklidischer 
Raumformen  gestritten. 

Es  ist  dem  Mathematiker  ein  Leichtes ,  die  Geometrie  eines 
nach  vier  oder  mehr  Dimensionen  ausgedehnten  Raumes  herzu- 
stellen: es  gelingt  ihm  dies  auf  dem  Wege  der  Rechnung.  Etwas 
anderes  aber  ist  die  Frage,  ob  er  sich  anschaulich  vier  oder  mehr 
in  einem  Punkte  auf  einander  senkrecht  stehende  Geraden  vor- 
stellen kann,  d.  h,  ob  nicht  nur  der  Begriff,  sondern  auch  die 
Konstruktion  eines  mehr  als  dreidimensionalen  Raumgebildes  als 
möglich  betrachtet  werden  muß.  Daß  die  Unmöglichkeit  dieser 
Konstruktion  die  Möglichkeit  des  Begriffs  nicht  ausschließt,  ist 
einleuchtend.  Verstehen  wir  unter  Vorstellen  Denken,  so  werden 
wir  alles  das  als  voratellbar  erachten,  was  keinen  logischen  Wider- 
spruch einschließt.  Wird  aber  zur  Möglichkeit  des  Vorstellens 
Anschaulichkeit  verlangt,  so  werden  wir,  um  ein  mathematisches 
Gebilde    als   vorstellbar    zu   bezeichnen ,    über    die  innere  Wider- 
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spruchslosigkeit  seines  Begriffs  hinaus  die  Ausführbarkeit  seiner 
Konstruktion  fordern  müssen.  Das  Gebiet  des  anschaulich  Vor- 
stellbaren ist  also  notwendig  enger  als  das  des  Denkbaren,  und 
der  wesentliche  Unterschied  beider  läßt  sich  nicht  in  einen  grad- 
weisen verwandeln. 

Es  ist  eine  dem  Euklidischen  Räume  wesentliche  Eigenschaft, 
daß  eine  Figur,  wenn  sie  um  eine  feste  Achse  rotiert,  nach  ein- 
maliger Umdrehung  in  ihre  Anfangslage  zurückkehrt.  Diese  in 
der  Geometrie  gewöhnlich  stillschweigend  gemachte  Annahme  ist 
nicht  selbstverständlich  in  dem  Sinne,  daß  ihr  Gegenteil  undenkbar 
wäre.  Es  führt  zu  keinem  Widerspruch,  wenn  man  etwa  annimmt, 
daß  bei  der  Drehung  einer  Figur  ihre  Dimensionen  proportional 
dem  Drehungswinkel  wachsen.  In  einer  solchen  Geometrie  wäre 
der  Kreis  keine  geschlossene  Linie ;  die  Linie  gleicher  Entfernung 
von  einem  festen  Punkte  wäre  die  Spirale.  Ich  frage  nun:  Ist 
eine  nicht  geschlossene  Linie,  die  zugleich  der  Bedingung  genügt, 
die  Linie  gleicher  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  zu  sein, 
anschaulich  vorstellbar  ?  Wir  können  den  Begriff  der  Linie  gleicher 
Entfernung  ohne  Mühe  konstruieren;  wir  können  uns  desgleichen 
eine  anschauliche  Vorstellung  der  Spirale  entwerfen.  Aber  in  der 
durch  Konstruktion  erzeugten  Anschauung  liegt  allemal  mehr  als 
in  dem  Begriff,  dessen  Gegenstand  durch  diese  Anschauung  vor- 
gestellt wird.  So  wird  durch  Konstruktion  der  Linie  gleicher 
Entfernung  notwendig  zugleich  eine  geschlossene  Linie  konstruiert, 
und  durch  die  Konstruktion  der  Spirale  zugleich  notwendig  eine 
Linie  ungleicher  Entfernung.  Die  Vereinigung  beider  Begriffe  in 
eine  Anschauung  durch  Konstruktion  einer  nicht  geschlossenen 
Kreislinie  läßt  sich  also  nicht  vollziehen,  denn  sie  ist  durch  die 
Gesetze  unserer  Raumanschauung  ausgeschlossen,  so  unzweifelhaft 
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auch  die  logische  ]\Iüglicbkeit  der  Yereinigurig  dieser   anschaulich 
unvereinbaren  Begriffe  feststeht. 

Dieser  Unterschied  begründet  eine  Überlegenheit  des  Denl\ens 
über  die  Anschauung,  die  sich  durch  keine  noch  so  große  Übung 
und  Grewandtheit  in  der  Handhabung  analytischer  Operationen 
und  perspektivischer  Konstruktionen  jemals  ausgleichen  läßt. 

13. 

Gehen  wir  zu  der  anderen  Frage  über,  die  uns  noch  zu  be- 
antworten bleibt:  "Welche  Schlüsse  lassen  sich  aus  der  Möglich- 
keit der  Xicht  -  Euklidischen  Geometrie  auf  den  Ursprung  der 
Axiome  ziehen  ?  —  Die  Ansicht  ist  noch  heute  verbreitet  und  ist 
auch  von  manchen  Mathematikern  geteilt  worden,  daß  die  Möglich- 
keit der  Nicht -Euklidischen  Geometrie  die  Gültigkeit  der  Eukli- 
dischen zweifelhaft  mache,  und  man  hat,  durch  diese  Meinung  ver- 
anlaßt, das  Vorrecht  der  letzteren  auf  ein  bloßes  Gewohnheits- 
recht zurückzuführen  gesucht.  Ein  Geometer,  der  so  schließen 
würde,  würde  offenbar  den  Ast  absägen,  auf  dem  er  sitzt;  er 
würde  die  Selbständigkeit  seiner  eigenen  Wissenschaft  untergraben 
und  sie  in  ein  bloßes  logisches  Spiel  mit  analytischen  Sätzen  auf- 
lösen, nämlich  mit  der  Ableitung  der  logischen  Folgen  aus  belie- 
bigen ,  durch  Gewohnheit  oder  Bequemlichkeit  bestimmten  An- 
nahmen, ohne  den  Gesichtspunkt  der  "Wahrheit  dieser  Annahmen  j 
und  ihrer  Folgen.  So  daß  z.  B.  einmal  auf  einem  Naturforscher- 
Kongreß  beschlossen  werden  könnte,  statt  der  Euklidischen  irgend  t| 
eine  Nicht-Euklidische  Geometrie  der  Physik  zu  Grunde  zu  legen, 
oder  daß  eine  nach  in  Europa  angestellten  Berechnungen  gebaute 
Brücke  in  Amerika  einstürzt,  weil  dort  der  Krümmungsradius 
des  Raumes  ein  anderer  ist. 

Suchen  wir  nach    einem  Grunde   für    die   angeführte   Schluß- 
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weise,  so  können  wir  ihn  in  nichts  anderem  finden  als  in  dem  seit 
Aristoteles  traditionell  gewordenen,  von  Kant  bekämpften 
Dogma,  das  als  Kriterien  der  Wahrheit  nur  die  Logik  und  die 
Erfahrung  kennt.  Nach  diesem  Dogma  sind  alle  notwendigen 
Wahrheiten  logischen  Ursprungs,  Es  ist  eine  notwendige  Konse- 
quenz dieser  Voraussetzung,  daß  alle  Sätze,  die  sich  der  Zu 
ständigkeit  der  Logik  entziehen ,  aus  der  Erfahrung  stammen.  — 
Geht  man  indessen  nicht  von  vornherein  von  diesem  Dogma  aus 
so  läßt  sich  aus  der  Möglichkeit  der  Nicht-Euklidischen  Geometrie 
nicht  mehr  und  nicht  weniger  folgern  als  der  nicht-logische 
Ursprung  der  Axiome.  Daraus ,  daß  der  Euklidische  Raum  nur 
einen  besonderen  Fall  einer  dreifach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit bildet,  geht  nur  hervor,  daß,  wie  Riemann  es  ausdrückt, 
„die  Sätze  der  Geometrie  sich  nicht  aus  allgemeinen  Größenbe- 
griffen  ableiten  lassen".  Mit  andern  Worten:  die  Möglichkeit  der 
Nicht-Euklidischen  Geometrie  ist  ein  unwidersprechlicher  Beweis 
des  synthetischen  Charakters  der  geometrischen  Wahrheiten. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  aus  dieser  Tatsache  ein  Schluß  auf 
die  Frage  der  Apriorität  schlechterdings  unmöglich  ist.  Denn  die 
logische  Widerspruchslosigkeit  des  Gegenteils  findet  bei  allen 
synthetischen  Sätzen  als  solchen  statt,  sie  mögen  nun  a  priori 
oder  a  posteriori  gewiß  sein.  Es  ist  also  ausgeschlossen,  daß  aus 
den  Untersuchungen  der  Nicht-Euklidischen  Systeme  jemals  etwas 
für  die  Beantwortung  der  Aprioritätsfrage  geleistet  wird.  Jene 
mathematischen  Untersuchungen  haben  mit  dieser  philosophischen 
Frage  nicht  das  geringste  zu  tun  und  sind  von  der  Art  ihrer 
Beantwortung  gänzlich  unabhängig.  Die  diese  Frage  betreffende 
Behauptung  Kants  wird  daher  durch  die  Nicht-Euklidische  Geo- 
metrie gar  nicht  berührt. 

So  weit  sich   also  überhaupt   die  Angelegenheiten    der  Nicht- 
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Faklidi^ohen  Goometne  mit  denen  der  Kantischon  Lehre  berühren, 
V,  in  bezu.  auf  Kants  Entdeckung  dos  nicht-log.schen  TJr- 
;:  e    Ilome,    so    kennen    wir  behängten,    da.  die  neuere 

ILmatik   auf   einen,   unabhängigen   ^ge    e>ne   glänzende    Be- 
stätigung der  Kantischen  Entdeckung  geliefert  hat. 
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14. 

Bereits  die  Begründer  der  Nicht-Euklidischen  Geometrie  selbst 
haben  versucht,  erkenntnistheoretische  Schlüsse  aus  ihren  mathe- 
matischen Untersuchungen  zu  ziehen.  Schon  L  obatschewsky 
hat  daraus,  daß  die  Annahme  der  gewöhnlichen  Geometrie,  der 
Wert  der  Winkelsumme  jedes  geradlinigen  Dreiecks  sei  konstant, 
„keine  notwendige  Folge  unserer  Begriffe  vom  Räume  ist",  ge- 
schlossen, „nur  die  Erfahrung,  z.B.  die  wirkliche  Messung  von 
den  drei  Winkeln  eines  geradlinigen  Dreiecks,  könne  die  Wahrheit 
dieser  Annahme  bestätigen"  ^  —  Ebenso  Riemann.  Daraus,  „daß 
die  Sätze  der  Geometrie  sich  nicht  aus  allgemeinen  Größenbegriffen 
ableiten  lassen",  folgert  er,  daß  die  besonderen  Eigenschaften,  durch 
die  sich  der  Euklidische  Raum  von  anderen  denkbaren  dreifach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeiten  unterscheidet,  „nur  der  Erfahrung 
entnommen  werden  können"  ^. 

Am  deutlichsten  tritt  die  Form  derselben  Schlußweise  bei 
Helmholtz  hervor.  Helmholtz  sagt  über  die  Kongruenz- 
axiome :  ^ 

„Wenn  wir  aber  Denknotwendigkeiten  auf  diese  Annahme 
freier  Beweglichkeit  fester  Raumgebilde   mit  unveränderter  Form 


*  Pangeometrie  §  9.  —  ^  Über  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu 
Grunde  liegen.  S.  2.  —  *  Populär-wissenschaftliche  Vorträge.  3.  Auflage.  2.  Band, 
1.  Vortrag,  S.  7. 
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nach  jed(^r  Stelle  des  Raumes  hin  Lauen  wollen ,  so  müssen  wir 
die  Frage  aufwerten,  ob  diese  Annahme  keine  logisch  unerwiesene 
Voraussetzung  einschließt.  Wir  werden  gleich  nachher  sehen,  daß 
sie  eine  solche  einschließt,  und  zwar  eine  sehr  folgenreiche.  Wenn 
sie  das  aber  tut,  so  ist  jeder  Kongruenzbeweis  auf  eine  nur  aus 
der  Erfahrung  genommene  Tatsache  gestützt." 

Hier  wird  ausdrücklich  von  dem  nicht-logischen  Ursprung  der 
Axiome  auf  ihren  empirischen  Ursprung  geschlossen.  Dieses 
Argument  setzt  offenbar  zu  seiner  Schlußkräftigkeit  neben  der 
ausgesprochenen  Prämisse  vom  nicht-logischen  Ursprung  der  Axiome 
als  zweite  Prämisse  die  stillschweigende  Annahme  irgend  eines  all- 
gemeinen Obersatzes  voraus.  Dieser  allgemeine  Obersatz  müßte  die 
Form  haben:  Jede  logisch  unerwiesene  Voraussetzung  ist  der  Er- 
fahrung entnommen.  Man  sieht  ohne  weiteres,  daß  dieser  still- 
schweigend benutzte  Obersatz  nichts  anderes  ist  als  die  Aristote- 
lische Disjunktion  zwischen  Logik  und  Empirie  als  Erkenntnis- 
quellen. 

Dieses  Argument  bildet  den  Kernpunkt  in  Helmholt z' 
Angriff  gegen  Kant.  Aber  gerade  jene  Disjunktion,  auf  der 
dies  Argument  beruht,  hatte  Kant  bestritten.  Soll  also  die 
Helmholtzsche  Argumentation  mehr  sein  als  eine  Berufung  auf 
das  von  Kant  widerlegte  Vorurteil,  so  ist  sie  eine  offenbare 
petitio  principii.  — 

15. 

Sehen  wir  einmal  von  der  reinen  Anschauung  ab,  (welche 
ihrerseits  selbst  erst  eine  Bedingung  der  Möglichkeit  der  Er- 
fahrung ist,)  und  suchen  wir  den  a  posteriori  gegebenen  Stoff 
der  Erfahrung  zu  befragen,  welche  von  den  logisch  -  möglichen 
G-eometrieen  die  gültige  ist.  Nehmen  wir  an,  wir  wollten  durch 
Nachmessung    der   Winkel   eines    geradlinigen    Dreiecks    zwischen 
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Lobat schewsky ,  Euklid  und  Riemann  entscheiden.  Be- 
denken wir  zuerst,  daß  die  mathematisch  geforderte  absolute 
Genauigkeit  durch  empirische  Messung  unerreichbar  ist.  Wir 
würden  vielleicht  die  Winkelsumme  um  einen  gewi.ssen  Bruchteil 
einer  Sekunde  nahe  bei  zwei  Rechten  finden,  bald  darüber,  bald 
darunter,  und  würden  vielleicht  auch  durch  Berechnung  des  Mittel- 
wertes der  gefundenen  Beträge  zwei  Rechten  um  so  näher  kommen, 
je  mehr  wir  die  Beobachtungen  häufen.  Ob  die  Euklidische  Geo- 
metrie genau  oder  nur  angenähert  gilt ,  wäre  so  nicht  zu  ent- 
scheiden. — 

Man  hat,  mit  Rücksicht  darauf,  daß  in  allen  drei  Greometrieen 
die  Differenz  zwischen  der  Winkelsumme  und  zwei  Rechten  dem 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  proportional  ist,  vorgeschlagen,  durch 
Messung  möglichst  großer,  astronomischer  Dreiecke  die  Frage 
zu  entscheiden.  Denn  bei  diesen  könnte  sich  eine  so  große  Ab- 
weichung von  zwei  Rechten  herausstellen,  daß  wir  gewiß  sein 
könnten,  daß  der  festgestellte  Defekt  nicht  auf  die  Ungenauigkeit 
unserer  Beobachtungsmittel  zurückzuführen  ist.  Ist  es  also  zwar 
unmöglich,  die  Grültigkeit  des  Euklidischen  Axioms  a  posteriori 
zu  erweisen,  so  ließe  sich  doch  seine  Ungültigkeit  a  posteriori 
erweisen. 

Sehen  wir  ab  von  der  Schwierigkeit,  die  Parallaxe  eines 
Sterns  unabhängig  von  dem  Euklidischen  Axiom  zu  bestimmen ; 
nehmen  wir  etwa  an,  wir  hätten  das  durch  den  Durchmesser  der 
Erdbahn  und  den  Sirius  gebildete  Dreieck  ausgemessen  und  hätten 
einen  Defekt  von  3  Sekunden  gefunden,  während  wir  aus  anderen 
Grründen  wissen,  daß  die  durch  die  Ungenauigkeit  unserer  Beob- 
achtungsmittel bedingte  Fehlergrenze  0,6  Sekunden  nicht  über- 
steigen kann.  —  Welcher  Schluß  wäre  aus  diesem  Beobachtungs- 
ergebnis zu  ziehen  ? 
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Was  haben  wir  eigentlich  gemessen?  Die  Winkel  eines  ge- 
radlinigen Dreiecks  ?  Offenbar  nicht.  Denn  die  den  Sirius  mit 
der  Erde  verbindende  Gerade  ist  uns  empirisch  gar  nicht  gegeben, 
sondern  nur  der  vom  Sirius  zu  uns  gelangende  Lichtstrahl ,  von 
dem  wir  annehmen,  daß  er  geradlinige  Form  hat. 

Wurden  wir  also  aus  unseren  Messungen  schließen  ,  daß  die 
Winkelsumme  des  geradlinigen  Dreiecks  mehr  als  zwei  Rechte 
beträgt,  gemäß  der  Riemannschen  Geometrie,  entgegen  der  Eu- 
klidischen? Würden  wir  nicht  vielmehr  umgekehrt  schließen  — 
oder  doch  jedenfalls  logisch  ebenso  gut  schließen  können  — , 
daß  unsere  Voraussetzung  der  Geradlinigkeit  der  Lichtstrahlen 
unzutreff'end  war  und  daß  wir  somit  gar  kein  geradliniges  Dreieck 
gemessen  haben. 

Also  weder  die  Gültigkeit  noch  die  Ungültigkeit  der  Eukli- 
dischen Geometrie  läßt  sich  auf  empirischem  Wege  nachweisen. 
Die  Erfahrung  kann  die  Axiome  weder  bestätigen  noch  wider- 
legen.^ 


*  Es  ist  keine  seltene  Erscheinung,  daß  ein  Entdecker,  unter  dem  Eindruck 
der  überraschenden  Fruchtbarkeit  der  von  ihm  geschaffenen  Forschungsmittel, 
diesen  eine  über  ihren  methodischen  Wert  hinausgehende  metaphysische  Bedeutung 
zuzuschreiben  geneigt  ist.  Vielleicht  das  interessanteste  Beispiel  hierfür  bietet 
die  Geschichte  der  Infinitesimalrechnung.  Wie  nun  hier  die  „unendlich  kleinen 
Größen"  aus  der  Wissenschaft  verschwunden  sind ,  wahrend  die  Grenzmethode 
ihre  Fruchtbarkeit  bewährt  hat ,  so  wird  zweifellos  auch  die  Nicht  -  Euklidische 
Geometrie  aufhören  ein  Gegenstand  metaphysischer  Deutungsversuche  zu  sein, 
während  sie  ihre  methodische  Bedeutung  nie  verlieren  wird. 

Von  historischem  Interesse  dürfte  übrigens  die  wenig  bekannt  gewordene 
Tatsache  sein,  daß  die  im  19.  Jahrhundert  realisierte  Idee  einer  „allgemeinen" 
Geometrie  ihren  ersten  Ursprung  bei  Kant  hat.  „Eine  Wissenschaft  von  allen 
diesen  möglichen  Raumesarten  wäre  unfehlbar  die  liöchste  Geometrie,  die  ein 
endlicher  Verstand  unternehmen  könnte."  So  bemerkt  gelegentlich  der  dreiund- 
zwanzigjährige  Kant  (Gedanken  von  der  wahren  Schätzung  der  lebendigen 
Kräfte.     1747.    §  lU).     Schon    diese  Tatsache    für   sich  könnte  genügen,    um  die 
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16. 

Man  hört  aucli  häufig  folgendes  Argument:  die  "Wahrheiten 
der  Geometrie  gälten  in  der  Natur  nur  angenähert,  sie  seien 
daher  streng  genommen  Hypothesen,  über  deren  mehr  oder  weniger 
genaue  Übereinstimmung  mit  der  Natur  nur  die  Erfahrung  ent- 
scheiden könne.  „Daß  die  Halbmesser  eines  Kreises  gleich  sind, 
ist  von  allen  Kreisen  wahr,  so  weit  es  von  irgend  einem  wahr 
ist,  allein  es  ist  von  keinem  einzigen  Kreise  genau  wahr;  es  ist 
nur  annähernd  wahr,  —  so  annähernd,  daß  man  in  der  Praxis 
keinen  Irrtum  von  Bedeutung  begeht,  wenn  man  es  als  genau 
wahr  annimmt",  sagt  John  Mill.  „Der  Charakter  der  Not- 
wendigkeit, den  man  den  Wahrheiten  der  Mathematik  zuschreibt, 
ist  eine  Illusion,  die  man  nicht  anders  aufrecht  erhalten  kann, 
als  indem  man  annimmt,  daß  sich  jene  Wahrheiten  auf  rein  imaginäre 
Gegenstände   beziehen  und   nur  deren  Eigenschaften   ausdrücken." 

„Die  eigentümliche  Gewißheit ,  die  man  für  eine  charakte- 
ristische Eigenschaft  der  ersten  Grundsätze  der  Geometrie  hält, 
beruht  also  auf  einer  Fiktion.  Die  Sätze,  auf  welche  die  Schlüsse 
dieser  Wissenschaft  gegründet  sind,  entsprechen  den  Tatsachen 
ebensowenig  genau,  als  in  anderen  Wissenschaften;  allein  wir 
nehmen  an,  daß  sie  es  tun,  um  die  Konsequenzen,  die  sich  aus 
dieser  Annahme  ergeben ,  verfolgen  zu  können.  Die  Ansicht 
Dugald  Stewarts  rücksichtlich  der  Grundlagen  der  Geometrie,  daß 
nämlich  diese  Wissenschaft  auf  Hypothesen  gegründet  ist,  ist 
meines    Erachtens     wesentlich    richtig."^     —     So    sprechen    auch 

Unbesonnenheit  derer  ins  Licht  zu  setzen,  die  unter  Berufung  auf  die  „Ent- 
deckung" der  Möglichkeit  verschiedener  Geometrieen  gegen  Kants  mathema- 
tischen Apriorismus  zu  Felde  ziehen. 

'  System  der  Logik.     2.  Buch.     5.  Kapitel,  §  1. 

Nicht  mit  Unrecht  vergleicht  Stallo  die  Achtung,  welche  Mill  bei  den 
zeitgenössischen  Mathematikern  und  Naturforschern  als  ihr  offizieller  Logiker  und 
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Riemann  und  Helmholtz  von  den  „Hypothesen,  welche  der 
Geometrie  zu  Grunde  liegen". 

Der  Grundfehler  dieser  Argumentationsweise  kann  nicht 
zweifelhaft  sein :  er  besteht  in  einer  Verwechslung  der  mathe- 
matischen Begriffe  mit  den  von  diesen  BegriflFen  geltenden  Ge- 
setzen. Der  Satz  von  der  Gleichheit  aller  Halbmesser  eines 
Kreises  gilt,  wenn  er  überhaupt  einen  Sinn  hat,  von  allen  Kreisen 
ohne  Ausnahme  mit  absoluter  Genauigkeit.  Ob  aber  in  der  Natur 
irgend  ein  Gegenstand  existiert,  dessen  Figur  genau  oder  nur 
angenähert  kreisförmig  ist,  das  bleibt  durch  jenen  Satz  ganz  da- 
hingestellt, und  davon  hängt  seine  Wahrheit  und  der  Grad  seiner 
Genauigkeit  in  keiner  Weise  ab. 

Gewiß  werden  wir,  wenn  wir  einen  Naturkörper  als  kreis- 
förmig bezeichnen .  die  Kreisförmigkeit  desselben  nur  mit  be- 
schränkter Genauigkeit  behaupten  dürfen,  und  aus  diesem  Grunde 
auch  die  geometrischen  Sätze  über  den  Kreis  nur  nach  Maßgabe 
der  Genauigkeit  dieser  Behauptung,  also  nur  mit  einer  gewissen 
Annäherung,  auf  den  Körper  anwenden  können.  Aber  es  hätte 
gar  keinen  Sinn ,  hieraus  den  Schluß  ziehen  zu  wollen ,  daß  die 
Sätze  der  Geometrie  nur  annähernd  wahr  sind  und  den  Tatsachen 
nicht  genau  entsprechen.  Denn  die  Geometrie  des  Kreises  handelt 
nicht  von  Naturkörpern  —  weder  von  kreisförmigen,  noch  von 
nicht  kreisförmigen  — ,  sondern  vom  Kreise.  Die  beschränkte 
Anwendbarkeit  der  geometrischen  Begriffe  auf  die  Erfahrung 
vermag  daher  die  Gültigkeit  der  geometrischen  Gesetze  auf 
keine  Weise  einzuschränken.     „Wenn  es  auch  niemals  einen  Kreis 


Metaphysiker  genoß,  mit  dem  Ansehen,  in  dem  Aristoteles  bei  den  mittel- 
alterlichen Scholastikern  stand.  In  der  Tat  ist  es  vorzugsweise  die  Autorität 
Mills,  durch  die  sich  auch  auf  dem  Festland  das  Vorurteil  des  mathematischen 
Empirismus  mit  besonderer  Hartnäckigkeit  festgesetzt  hat. 
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oder  ein  Dreieck  in  der  Natur  geben  sollte,  so  würden  doch  die  von 
Euklid  demonstrierten  Wakrheiten  in  alle  Ewigkeit  ihre  Gewißheit 
und  Evidenz  behalten",  sagt  mit  Recht  Hume.  Oder  haben  wir 
etwa  die  Genauigkeit  der  Gesetze  der  Kegelschnitte  darum  ein- 
zuschränken, weil  wir  wissen,  daß  die  Planeten  nicht  genau  die 
ihnen  von  Keppler  zugeschriebene  elliptische  Bahn  einhalten, 
oder  weil  wir  Galileis  parabolische  Konstruktion  der  Wurf- 
bewegung nur  als  angenähert  richtig  betrachten  können? 

Mi  11  verwickelt  sich  aber  noch  dazu  in  einen  groben  Wider- 
spruch mit  sich  selbst,  wenn  er  als  die  Grundlage  der  Geometrie 
die  Induktion  bezeichnet  und  demgemäß  den  Ursprung  der  geo- 
metrischen Begriffe  aus  der  Erfahrung  abzuleiten  sucht.  „Die 
Punkte,  Linien,  Kreise  und  Quadrate,  die  jemand  in  seinem  Be- 
wußtsein hat",  behauptet  er,  „sind  nichts  als  Abbilder  der  Punkte, 
Linien,  Kreise  und  Quadrate,  die  ihm  die  Erfahrung  vorgeführt 
hat.'*  Wenn  dem  so  wäre,  wie  kann  dann  noch  von  einer  Nicht- 
Übereinstimmung  der  Geometrie  mit  der  Erfahrung  die  Rede  sein? 
Wenn  die  geometrischen  Gebilde  nur  Abbilder  der  Gegenstände 
der  Erfahrung  sind,  so  fehlt  ja  jeder  Maßstab,  mit  dem  verglichen 
die  Gegenstände  der  Erfahrung  sich  als  abweichend  erweisen 
könnten.  — 

Wenn  aber  die  Mathematik  keine  Erfahrungswissenschaft  ist, 
so  ist  es  auch  von  vornherein  unstatthaft,  ihre  Grundsätze,  die 
Axiome,  als  Hypothesen  zu  bezeichnen.  Hypothesen  sind  Sätze, 
deren  hinreichender  Grund  nicht  gegeben  ist,  d.h.  deren  Verhältnis 
zur  unmittelbaren  Erkenntnis  unbestimmt  ist.  Solche  Sätze  kann 
es  streng  genommen  nur  in  empirischen  Wissenschaften  geben. 
Denn  in  diesen  und  nur  in  diesen  hängt  das  Gegebenwerden  der 
den  Grund  ihrer  Urteile  bildenden  unmittelbaren  Erkenntnis  von 
für  die  Vernunft  zufälliger  sinnlicher  Anregung  ab.     Erfahrungs- 
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Wissenschaften  müssen  daher  infolge  der  stets  möglichen  Er- 
weiterung ihrer  unmittelbaren  Erkenntnis  jederzeit  einen  Spiel- 
raum für  Hypothesen  offen  lassen.  In  rationalen  Wissenschaften 
dagegen  steht  die  den  Grund  ihrer  Urteile  bildende  unmittelbare 
Erkenntnis  ein  für  allemal  fest  und  ist  jederzeit  in  unserer  Gewalt. 
Denn  sie  ist  durck  die  Vernunft  selbst  gegeben,  und  es  bedarf 
lediglich  der  willkürlichen  Reflexion,  um  sie  deutlich  zu  machen 
und  ihr  Verhältnis  zu  dem  fraglichen  Urteil  zu  bestimmen,  d.  h. 
dieses  zu  begründen.  In  rationalen  Wissenschaften  kann  es  folglich 
keine  Hypothesen  geben. 

17. 

In  der  Tat  gelangen  wir  auf  keinem  anderen  Wege  zu  den 
Grundbegriffen  und  Grundsätzen  der  Geometrie  als  durch  Abs- 
traktion von  der  Erfahrung.  Allein ,  Abstraktion  ist  nicht  In- 
duktion. Es  liegt  schon  im  Begriff  des  Grundsatzes,  daß  Grund- 
sätze keine  erschlossenen  Wahrheiten  sein  können.  Die  Induktion 
ist  aber  ein  Schlußverfahren,  nämlich  der  disjunktive  Schluß  von 
den  Fällen  auf  das  Gesetz ;  ein  Schluß ,  der  übrigens ,  wie  alle 
Schlußarten,  zu  seiner  ]\Iüglichkeit  bereits  irgend  welche  allge- 
meinen Obersätze  nicht-empirischen  Ursprungs  voraussetzt.  Der 
Zweck  der  Induktion  ist  es ,  über  die  unmittelbar  beobachteten 
Tatsachen  hinaus  zur  Interpolation  und  Extrapolation  zu  leiten. 
Jede  Induktion  bedarf  daher  irgend  eines  allgemeinen  Prinzips, 
das  die  Berechtigung  und  Anweisung  zum  Hinausgehen  über  die 
beobachteten  Tatsachen  liefert ,  und  das  folglich  selbst  nicht 
wiederum  induktorischen  Ursprungs  sein  kann.  Die  bloße  Möglich- 
keit einer  induktorischen  Wissenschaft  genügt  daher  schon,  um 
die  Existenz  einer  nicht-induktorischen  Wissenschaft  zu  beweisen. 
Eine  solche  nicht -induktorische  Wissenschaft  ist  die  reine  Mathe- 
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matik,  (wie  dies  schon  ihr  Name  andeutet,)  und  als  solche  liegt 
sie  allen  induktorischen  Wissenschaften  als  Bedingung  ihrer  Mög- 
lichkeit zu  Grunde.  K  e  p  p  1  e  r  kam  nicht  durch  seine  Induktion 
auf  die  Gesetze  der  Kegelschnitte,  sondern  er  wandte  nur  diese 
Gesetze,  die  er  schon  a  priori  hatte  und  die  ursprünglich  nur  der 
Geometrie  angehörten,  durch  seine  Induktion  auf  die  Astronomie 
an.  —  Wer  also  weiß,  was  eine  Induktion  ist,  der  wird  niemals 
mit  Mill  behaupten  können,  die  Induktion  sei  das  Fundament  der 
mathematischen  Wissenschaften. 

Man  hat  die  Geometrie  als  das  Studium  der  starren  Körper 
und  der  die  Bewegung  derselben  regelnden  Gesetze  bezeichnet. 
In  der  Tat:  nur  die  starren  Körper,  die  uns  die  Erfahrung  zeigt, 
bieten  uns  Gelegenheit  zur  Abstraktion  unserer  Begriffe  von 
Kongruenz ,  auf  welche  alle  räumliche  Messung  sich  gründet. 
Wenn  es  also  keine  starren  Körper  in  der  Natur  gäbe,  so 
würden  wir  auch  keine  Geometrie  haben.  —  Aber  etwas  anderes 
ist  die  Frage  nach  den  Gelegenheitsursachen  der  Entwickelung 
unserer  geometrischen  Grundbegriffe ,  etwas  anderes  die  Frage 
nach  dem  Ursprung  dieser  Begriffe.  Wenngleich  wir  nur  durch 
Erfahrung  veranlaßt  zur  Entwickelung  dieser  Begriffe  gelangen, 
so  entspringen  dieselben  doch  nicht  aus  der  Erfahrung ^  Die 
Abstraktion,  durch  die  wir  zu  den  geometrischen  Grundbegriffen 
gelangen,  besteht  in  der  Reflexion  auf  die  räumliche  Form  der  An- 
ordnung der  uns  in  der  Erfahrung  gegebenen  Sinnesqualitäten  und  auf 


*  Bis  zu  welchem  Grade  von  Verblendung  die  empiristisclie  Verwirrung  dieser 
Begriffe  führen  kann,  davon  finden  wir  ein  ergötzliches  Beispiel  bei  E.  Schröder, 
der  in  seinem  „Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra"  diesen  Wissenschaften 
das  folgende,  „einzige  Axiom*  zu  Grunde  legt:  „Das  gedachte  Prinzip  könnte  wohl 
das  Axiom  der  Inhärenz  der  Zeichen  genannt  werden.  Es  gibt  uns  die  Gewißheit, 
daß  bei  allen  unsern  Entwickelungen  und  Schlußfolgerungen  die  Zeichen  in  unserer 
Erinnerung  —  noch  fester  aber  am  Papiere  —  haften." 
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die  Ansdehnungs-  und  Maßverhältnisse  dieser  Anordnung,  während 
wir  von  den  in  diesen  Verhältnissen  angeordneten  Qualitäten  selbst 
absehen.  Wir  erwerben  uns  also  nicht  erst  die  Raumanschauung 
durch  Abstraktion  aus  der  Erfahrung,  sondern  wir  isolieren  sie 
nur  durch  diese  Abstraktion  aus  dem  verbundenen  Ganzen  unserer 
Erkenntnis  und  bringen  sie  uns  abgesondert  zum  Bewußtsein. 

Nicht  also  Fiktionen  (wie  Mill  meint)  bilden  den  Gegenstand 
der  Geometrie,  sondern  Abstraktionen.  Es  gibt  nicht  einen  be- 
sonderen mathematischen  Raum,  der  als  Objekt  des  Geometers 
diente,  und  einen  von  diesem  verschiedenen  physikalischen  Raum, 
auf  welchen  die  Eigenschaften  des  ersteren  mehr  oder  weniger 
genau  zu  übertragen  eine  Sache  der  Erfahrung  wäre.  Der  Raum 
des  Geometers  ist  mit  dem  Raum,  in  dem  sich  die  Naturkörper 
befinden,  schlechthin  identisch,  und  die  geometrischen  Abstraktionen 
haben  zugleich  eine  reelle  Bedeutung  als  Formen  wirklicher  (oder 
möglicher)  Gegenstände. 

Die  geometrischen  Gebilde  sind  also  einerseits  Gegenstände 
der  reinen  Anschauung,  andererseits  aber  sind  sie  im  Ganzen 
unserer  Erkenntnis  doch  nur  Formen  bestimmter  (physikalischer) 
Gegenstände.  So  z.  B.  ist  das  Dreieck  eine  rein-anschauliche 
Figur  und  bildet  mit  allen  aus  dem  Gesetz  seiner  Konstruktion 
folgenden  Eigenschaften  einen  Gegenstand  der  Geometrie.  Aber 
an  Gegenständen  der  Erfahrung  ist  es  nur  die  Form  solcher, 
welche  dreieckig  sind. 

Form  ist  überhaupt  dasjenige,  was  den  Grund  dafür  bildet, 
daß  Mannigfaltiges  in  gewissen  Verhältnissen  geordnet  erscheint. 
So  finden  wir  im  Raum  das  Mannigfaltige  der  Sinnesanschauung 
in  gewissen  Ausdelmungs-  und  Maßverhältnissen  angeordnet.  Der 
Raum  ist  also  die  Form  der  Sinnesanschauung.  Da  nun  die 
Form  der  Nebeneinanderordnung   des  Mannigfaltigen   der   Sinnes- 
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anschauung  nicht  selbst  wieder  ein  Gegenstand  der  Sinnesan- 
schauung  sein  kann,  so  ist  der  Raum,  obgleich  die  Form  der 
Sinnesanschauung,  doch  selbst  nur  ein  Gregenstand  der  reinen 
Anschauung.  —  Ist  aber  der  Raum  ein  Gegenstand  der  reinen  An- 
schauung, so  ist  es  auch  eine  wissenschaftliche  Aufgabe,  die  gesetz- 
mäßigen Eigenschaften  dieser  rein-anschaulichen  Form  zu  erforschen. 
Die  wissenschaftliche  Erkenntnis  des  Raums  i«t  aber  die  Geometrie. 
Die  Geometrie  ist  also  eine  Wissenschaft  aus  reiner  Anschauung.  ^ 

18. 

„Beruhten  die  geometrischen  Sätze  auf  reiner  Anschauung, 
so  brauchten  wir  sie  nicht  zulernen",  sagt  Ernst  Mach  ^,  einem 
sehr  verbreiteten  Mißverständnis  Ausdruck  gebend.  Was  heißt 
es  denn,  wenn  wir  sagen,  daß  wir  einen  geometrischen  Satz  lernen  ? 
Mach  wird  den   wesentlichen  Unterschied   nicht    leugnen   wollen, 


*  Ich  hebe  das  letztere  besonders  deshalb  hervor,  weil  daraus  die  Unhalt- 
barkeit  der  vonHelmholtz  vertretenen  Ansicht  hervorgeht,  nach  der  zwar  der 
Kaum  selbst  eine  reine  Anschauungsform  sein,  der  Ursprung  der  Axiome  dagegen 
in  der  Erfahrung  liegen  soll.  Die  Axiome  sind  in  der  Tat  nichts  anderes  als 
die  begriffliche  Formulierung  der  einfachsten  Grundverhältnisse  der  Rauman- 
ßcbauung  selbst. 

Der  Einwand,  daß  aus  der  Apriorität  der  Raumanschauung  zwar  die  Apriorität 
gewisser,  aber  nicht  notwendig  aller  geometrischer  Axiome  folgt,  würde  Kant 
wenigstens  nicht  treffen.  Denn  die  Vernunftkritik  behauptet  nur  die  Existenz 
einer  Wissenschaft  vom  Raum  aus  reiner  Anschauung,  gleichviel  welcher  Umfang 
dieser  Wissenschaft  zuzuschreiben  ist.  Angenommen,  der  Beweis  der  empirischen 
Natur  des  Parallelenaxioms  Wcäre  gelungen,  (was,  wie  wir  gezeigt  haben,  nicht 
der  Fall  ist,)  so  würde  dieser  Beweis  die  Kantische  Behauptung  nicht  umstoßen, 
sondern  nur  dahin  ergänzen,  daß  dieser  Satz  aus  der  Geometrie  in  die  Empirie 
zu  verweisen  wäre.  Die  einmal  von  Gauß  geäußerte  Vermutung,  „daß  wir  die 
Geometrie  nicht  vollständig  a  priori  begründen  können",  ist  also  mit  der  Kant- 
ischen  Lehre  sehr  wohl  vereinbar.  (Vgl.  Briefwechsel  zwischen  Gauß  und  Bessel, 
S.  490.) 

^  Die  Analyse  der  Empfindungen.     4.  Auflage,  1903,  S.  270. 
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der  zwischen  dem  Erlernen  historischer  Tatsachen  und  dem 
Erlernen  mathematischer  Wahrheiten  besteht.  Die  Kenntnis  der 
ersteren  ist  für  den  Einzelnen  zufällig  und  kann  nur  durch  Be- 
lehrung von  außen  her  erworben  werden.  Das  Erlernen  mathe- 
matischer Wahrheiten  dagegen  besteht  (wie  bereits  Pia  ton  im 
Menon  gezeigt  hat)  nicht  sowohl  in  der  Erwerbung  der  mathe- 
matischen Erkenntnis  selbst,  als  vielmehr  in  der  Erwerbung  der 
Einsicht  in  dieselbe.  Diese  Einsicht  allein  ist  es,  die  durch 
das  Studium  der  mathematischen  Wissenschaften  erworben  wird, 
und  sie  ist  mithin  ein  zufälliger,  von  äußeren  Umständen  ab- 
hängender Besitz.  Die  mathematische  Erkenntnis  selbst  aber,  die 
man  sich  durch  dies  Studium  nur  zum  Bewußtsein  bringt,  ist  für 
jedermann  notwendig,  und  jedermann  kann  sich  eine  Einsicht  in 
dieselbe  verschaffen,  wenngleich,  ob  er  es  wirklich  tut,  nur  von 
der  Erfahrung  abhängig  ist. 

Da  nach  Mach  Alles  in  der  Welt  lediglich  aus  Empfindungen 
besteht  \  so  ist  es  freilich  nur  natürlich,  daß  er  auch  die  Raum- 
vorstellung nur  als  Empfindung  angesehen  wissen  will.  Aber  es 
ist  bemerkenswert,  daß  auch  Mach  sich  genötigt  sieht,  zu  gestehen, 
daß  das,  was  er  als  „Raumempfindung"  bezeichnet,  „von  der 
Sinnesempfindung  zu  unterscheiden"  ist  und  daß  die  Raumem- 
pfindungen „den  variierenden  Sinnesempfindungen  gegenüber  ein 
festes  Register  bilden,  in  welches  letztere   eingeordnet    werden".'^ 

Wären  übrigens  alle  Wahrheiten,  die  wir  erst  „lernen"  müssen, 
empirischen  Ursprungs,  so  würde  dies  nicht  allein  von  der  Geometrie, 
sondern  in  gleicher  Weise  auch  von  der  Arithmetik,  ja  sogar  von 
der  Logik  gelten.  Denn  der  Besitz  keiner  dieser  Wissenschaften 
ist  uns  angeboren.     Damit  aber  wäre  zugleich   die  Notwendigkeit 


1  Ebenda,  S.  10.  —  »  Ebenda,  S.  142. 
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und  Allgemeingültigkeit  dieser  Wissenschaften  aufgehoben,  —  eine 
Konsequenz,  die  selbst  Mach  schwerlich  zu  vertreten  geneigt 
sein  dürfte. 

19. 
Man  hat  behauptet,  wenn  die  Erkenntnisquelle  der  Mathematik 
in  der  Anschauung  läge,  so  würde  ihren  Sätzen  die  Grenauigkeit 
fehlen.  „Die  ßaumanschauung  ist  zunächst  etwas  Ungenaues, 
welches  wir  zum  Zwecke  der  mathematischen  Behandlung  in  den 
sogenannten  Axiomen  idealisieren",  sagt  Felix  Klein  ^  Und  in 
seinem  berühmten  Gutachten  betreffend  den  dritten  Band  der 
Theorie  der  Transformationsgruppen  von  Lie  heißt  es:  „Die 
Ergebnisse  irgend  welcher  Beobachtungen  gelten  immer  nur  inner- 
halb bestimmter  Grenauigkeitsgrenzen  und  unter  partikulären  Be- 
dingungen ;  indem  wir  die  Axiome  aufstellen,  setzen  wir  an  Stelle 
dieser  Ergebnisse  Aussagen  von  absoluter  Präzision  und  Allge- 
meinheit. In  dieser  Idealisierung  der  empirischen  Daten  liegt 
meines  Erachtens  das  eigentliche  Wesen  der  Axiome."^  —  Die 
Ergebnisse  der  Beobachtung,  d.  h.  der  empirischen  Anschauung, 
gelten  allerdings  stets  nur  innerhalb  bestimmter  Grenauigkeits- 
grenzen und  unter  bestimmten  Bedingungen.  Allein,  jede  Ideali- 
sierung setzt  ein  Ideal  voraus,  und  wir  müssen  uns  daher  fragen, 
von  welcher  Beschaffenheit  und  welchen  Ursprungs  denn  das  hier 
vorausgesetzte  Ideal  sein  soll?  Dies  Ideal  kann  offenbar  nicht 
selbst  der  Beobachtung  entlehnt  sein,  da  es  ja  gerade  die  Norm 
zur  Korrektur  der  Beobachtung  bilden  soll.  Dies  Ideal  ist  in 
der  Tat  nichts  anderes  als  die  reine  Anschauung,  und  der  hier 
als  Idealisierung  bezeichnete  Prozeß  besteht  nicht  sowohl  in   dem 


'  Über  Arithmetisierung   der  Mathematik.    Nachrichten  von  der  K.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Güttingen.     1895.     Heft  2,  S.  83. 
"^  Mathematische  Annalen.     50.  Band,  1898,  S.  585. 
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Übergang  von  der  „Anschauung"  zu  den  Axiomen  als  vielmehr 
in  dem  Übergang  von  der  empirischen  Anschauung  zur  reinen 
(nicht  „inneren")  Anschauung.  Die  in  den  Axiomen  enthaltene 
Idealisierung  der  empirischen  Daten  wäre  ohne  die  Voraussetzung 
der  reinen  Anschauung  gar  nicht  möglich,  weil  uns  ohne  diese 
jeder  ]\Iaßstab  fehlen  würde,  der  uns  als  „Ideal"  der  Präzision 
dienen  könnte,  und  weil  uns  ebenso  jedes  Kriterium  fehlen  würde, 
das  die  „absolute  Allgemeinheit ''  dieser  Aussagen  gewährleisten 
könnte.  — 

Es  ist  wiederholt  darauf  aufmerksam  gemacht  worden,  daß 
manche  Fehler  in  der  Geschichte  der  Mathematik  durch  eine  ein- 
seitige Beachtung  der  Anschauung  veranlaßt  worden  sind,  indem 
diese  dazu  geführt  hat,  in  übereilter  Weise  Sätze  als  allgemein- 
gültig anzusehen,  die  es  in  der  Tat  nicht  sind.  Das  berühmteste 
Beispiel  dieser  Art  ist  die  lange  Zeit  nicht  nur  für  richtig, 
sondern  sogar  für  selbstverständlich  gehaltene  Voraussetzung  der 
Differenzierbarkeit  aller  stetigen  Funktionen. 

Ein  solcher  Fehler  liegt  jedoch  in  keinem  Falle  in  der  mathe- 
matischen Anschauung  selbst.  Er  beruht  vielmehr  entweder  darauf, 
daß  man  im  Vertrauen  auf  die  ungenaue  empirische  Anschauung 
diese  unbewußt  der  reinen  unterschiebt,  oder  darauf,  daß  man  sich 
mit  einer  unvollständigen  Induktion  begnügt,  die  man  fälschlich 
wie  eine  vollständige  ansieht,  d.  h.  also  auf  einem  aus  der  An- 
schauung gezogenen  Schlüsse. 

Das  letztere  ist  der  Fall  bei  dem  genannten  Beispiel.  Die 
Stetigkeit  ist  eine  notwendige,  aber  nicht  hinreichende  Bedingung 
der  Diiferenzierbarkeit,  und  erst  die  strengere  Unterscheidung 
dieser  Begriffe,  nicht  aber  eine  Korrektur  der  Anschauung  führte 
zur  Richtigstellung  des  wahren  Sachverhalts.  —  Wenn  sich  nur 
die  differenzierbarrn  stetigen  Funktionen  durch  stetig  verlaufende 
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Kurven  geometrisch  darstellen  lassen,  und  wenn  sich  trotzdem  die 
Existenz  nicht  differenzierbarer  stetiger  Funktionen  auf  analytischem 
Wege  beweisen  läßt,  so  steht  doch  das  Ergebnis  dieses  Beweises 
keineswegs  mit  der  Anschauung  in  Widerspruch.  Denn  die  geo- 
metrische Darstellbarkeit  ist  kein  notwendiges  Kriterium  der 
Existenz  eines  mathematischen  Begriffs.  Vielmehr  genügt  in  der 
Mathematik  zur  Feststellung  der  Existenz  eines  Begriffs  die 
Nachweisung  seiner  Übereinstimmung  mit  sich  selbst  und  mit 
den  Axiomen.  Die  Axiome  ihrerseits  beziehen  sich  aber  nicht 
nur  unmittelbar  auf  die  reine  Anschauung,  sondern  sie  können 
auch  zu  ihrer  Möglichkeit  diese  unmittelbare  Beziehung  auf  die 
Anschauung  nicht  entbehren.  Dies  gilt  von  den  Axiomen  der 
Analysis  ebenso  wie  von  denen  der  Greometrie.  Es  kann  folglich 
auch  jeder  Existenzbeweis  für  einen  geometrisch  nicht  darstell- 
baren und  überhaupt  nicht  unmittelbar  anschaulichen  Begriff  nur 
auf  Grrund  einer  mittelbaren  Berufung  auf  die  Anschauung  geführt 
werden. 

20. 
Aus  dem  logischen  Postulat  der  vollständigen  Zurückführung 
unserer  Erkenntnis  auf  ihre  Prinzipien  entspringt  die  Forderung, 
jeden  überhaupt  erweislichen  Satz  vermittelst  rein  syllogistischer 
Operationen  auf  die  Axiome  zurückzuführen.  Es  ist  daher  ein 
berechtigtes  und  der  wissenschaftlichen  Strenge  förderliches  Be- 
streben der  neueren  Mathematik,  den  Gebrauch  der  Anschauung 
aus  der  systematischen  Entwickelung  der  Beweise  zu  eliminieren 
und  insbesondere  bei  der  Ableitung  arithmetischer  Sätze  die  Be- 
nutzung geometrischer  Interpretationen  zu  vermeiden.  Die  erfolg- 
reiche Durchführung  dieser  besonders  von  Weierstraß  ausge- 
gangenen Bestrebungen  hat  zu  der  als  „Arithmetisierung''  be- 
zeichneten Behandlungsweise  der  Mathematik  geführt. 

Abhandlungen  der  Fries'schen  Schule.    I,  Cd.  ^o 
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Diese  Be.strebungen  haben  /u  mannigfachen  i\[ißverständnissen 
Anhiß  gegeben.  Insbesondere  hat  man  vielfach  die  Vermutung 
ausgesprochen,  die  schließliche  Folge  oder  gar  das  eigentliche  Ziel 
der  Arithmetisierung  läge  in  der  gänzlichen  Verdrängung  der 
mathematischen  Anschauung  und  in  ihrer  Ersetzung  durch  einen 
logischen  Formalismus.  Es  läßt  sich  indessen  leicht  zeigen,  daß 
diese  Vermutung  irrig  ist  und  daß  selbst  die  vollständig  durch- 
geführte Arithmetisierung  die  mathematische  Anschauung  nicht 
entbehrlich  machen  kann.  Ein  Beweis  ist  nämlich  nichts  anderes 
als  die  logische  Zurückführung  eines  Lehrsatzes  auf  die  Axiome, 
und  also,  vermittelst  dieser,  auf  die  Anschauung.  Während  uns 
die  unmittelbare  Anschauung  schon  bei  der  Betrachtung  kompli- 
zierterer geometrischer  Gebilde  sehr  bald  im  Stiche  läßt,  besteht 
der  richtig  verstandene  Zweck  der  Arithmetisierung  gerade  in 
einer  möglichst  vollständigen  begrifflichen  Analyse  des  in  den 
Axiomen  formulierten  Grehalts  der  mathematischen  Anschauung. 

Dies  Verhältnis  wird  bei  einer  genaueren  Betrachtung  des 
Wesens  der  Arithmetisierung  noch  deutlicher  werden.  Streng 
genommen  sind  es  nämlich  zwei  verschiedene  Forderungen,  die 
man  unter  der  Bezeichnung  der  „Arithmetisierung  der  Mathematik" 
zusammengefaßt  hat  und  die  nicht  immer  mit  der  nötigen  Schärfe 
unterschieden  worden  sind :  einerseits  die  Forderung  der  rein 
syllogistischen  Ableitung  jedes  erweislichen  mathematischen  Satzes, 
und  andererseits  die  Forderung  der  rein  arithmetischen  Bearbeitung 
arithmetischer  Probleme  oder,  nach  Dedekinds  Ausdruck,  die 
Forderung,  „daß  die  Arithmetik  sich  aus  sich  selbst  heraus  ent- 
wickeln solle"  V  Die  eine  Forderung  läuft  auf  die  Ausscheidung  der 
Anschauung  aus  den  mathematischen  Beweisen  hinaus,  die  andere  auf 


'  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen.    §  3. 
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die  Ausscheidung  geometrischer  Interpretationen  aus  der  Begründung 
der  Arithmetik.  Die  eine  hat  zum  Ziel  eine  strenge  Trennung  von 
Anschauung  und  Denken  in  der  Mathematik,  die  andere  eine 
strenge  Trennung  der  Analysis  von  der  Geometrie.  Die  Ver- 
mengung dieser  beiden  an  sich  richtigen  Forderungen  hat  zu  der 
fehlerhaften  Forderung  geführt,  die  Mathematik  überhaupt  auf 
die  Arithmetik  zurückzuführen,  zu  der  irrigen  Ansicht,  nur  das 
dürfe  als  gesicherter  Bestand  mathematischer  Wissenschaft  gelten, 
was  durch  ausschließlich  arithmetische  Beweisführung  begründet 
werden  könne.  Die  schließliche  Konsequenz  dieser  letzteren  An- 
sicht wäre  die  Ausscheidung  der  Geometrie  aus  der  reinen  Mathe- 
matik, —  eine  Konsequenz ,  die  wirklich  bereits  ihre  Vertreter 
gefunden  hat. 

In  der  Tat  läßt  sick  ein  geometrischer  Satz  nie  restlos  auf  einen 
arithmetischen  zurückführen,  wenngleich  sich  den  geometrischen  Kon- 
struktionen arithmetische  Ausdrücke  zuordnen  lassen  und  man 
auf  Grund  dieser  Zuordnung  die  Beziehungen  zwischen  den  geo- 
metrischen Gebilden  an  der  Hand  derjenigen  zwischen  den  ent- 
sprechenden arithmetischen  studieren  kann.  Aber  der  ursprüng- 
liche Unterschied  zwischen  der  Geometrie  und  der  Arithmetik 
fällt  gleichwohl  nicht  mit  dem  Unterschied  der  anschaulichen 
Erkenntnis  und  des  logischen  Denkens  zusammen.  Geometrie  und 
Arithmetik  sind  durch  ihre  Gegenstände  unterschieden;  die  erstere 
hat  es  mit  räumlich  ausgedehnten  Größen,  die  zweite  hat  es  ledig- 
lich mit  Zahlen  zu  tun.  Anschauliche  und  gedachte  Erkenntnis 
hingegen  unterscheiden  sich  nicht  hinsichtlich  ihrer  Gegenstände, 
sondern  vielmehr  hinsichtlich  der  Erkenntnis  w  e  i  s  e.  Anschauung 
ist  eine  unmittelbare  Erkenntnis  ihrer  Gegenstände,  Denken  hin- 
gegen   die    durch    Begriffe     vermittelte    Erkenntnis    derselben 

Gegenstände.     Die    Verwechslung    dieser   beiden  Unterschiede 

28* 
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mußte  in  Verbindung  mit  der  allgemein  angenommenen  Disjunktion 
zwisclu-n  Logik  und  Empirie  notwendig  zu  dem  Unternehmen 
führen,  die  Arithmetik  der  Logik  und  die  Geometrie  der  Empirie 
zuzuweisen  und  somit  die  letztere  aus  der  reinen  Mathematik 
auszuschließen.  Die  Geometrie  ist  indessen  so  wenig  Empirie  wie 
die  Arithmetik  Logik.  Vielmehr  findet  die  Trennung  anschau- 
licher und  gedachter  Erkenntni.s  ganz  innerhalb  beider  Disziplinen 
statt.  Das  Postulat  der  systematischen  Strenge,  d.  h.  die  Forderung, 
die  Rolle  der  Anschauung  aus  den  Beweisen  auszuscheiden  und 
auf  die  Begründung  der  Axiome  einzuschränken,  betrifft  daher 
gleicherweise  beide  Wissenschaften  und  kann  mithin  ebenso  wenig 
zu  einer  völligen  Beseitigung  der  Anschauung  aus  der  Begründung 
der  Arithmetik,  wie  zu  einer  Ausschließung  der  Geometrie  aus 
der  reinen  Mathematik  führen. 

Die  Mathematik  entwickelt  sich  also,  obschon  in  Begriffen 
und  durch  Begriffe,  dennoch  aus  der  Anschauung. 

21. 

Vor  der  Entdeckung  des  Unterschieds  der  analytischen  und 
synthetischen  Urteile  mußte  freilich  der  Versuch  einer  prinzipiellen 
Scheidung  zwischen  Mathematik  und  Logik  als  ein  müßiges  und 
willkürliches  Unternehmen  erscheinen.  Wenn  für  die  Geometrie 
wenigstens  diese  Trennung  heute  unter  den  Mathematikern  all- 
gemeine Anerkennung  findet,  so  hat  dies,  wie  wir  gesehen  haben, 
seinen  Grund  in  der  Entdeckung  der  Nicht-Euklidischen  Axiomen- 
systeme, deren  Möglichkeit  auf  das  Evidenteste  den  synthetischen 
Charakter  der  geometrischen  Axiome  erweist.  Der  Umstand,  daß 
in  jüngster  Zeit  durch  das  Gelingen  des  Aufbaus  der  komplexen 
Zahlensysteme  die  analoge  Arbeit  auch  für  die  Arithmetik  geleistet 
worden  ist,  wird  gewiß  auch  in  dieser  Disziplin  die  rein-logischen 
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Begründungsversuclie  bald  als  unhaltbar  nnd  veraltet  erscheinen 
lassen.  Damit  aber  wird  man  zugleich  gezwungen  sein,  die  Alter- 
native zwischen  Logik  und  Erfahrung  als  Erkenntniskriterien  end- 
gültig aufzugeben,  und  so  wird  sich  endlich  auch  der  aus  dieser 
irrigen  Alternative  entsprungene  geometrische  Empirismus  als 
nichtig  erweisen. 

Um  den  analytischen  Charakter  der  arithmetischen  Urteile  zu 
erhärten,  hat  man  die  Behauptung  aufgestellt,  daß  es  möglich  sei, 
sie  zu  beweisen,  „ohne  Wahrheiten  zu  benutzen,  welche  nicht  all- 
gemein logischer  Natur  sind".^  Hierauf  haben  wir  zunächst  zu 
erwidern,  daß,  wenn  man  die  analytischen  Urteile  als  solche  defi- 
niert, welche  sich  ausschließlich  auf  „die  allgemeinen  logischen 
Gesetze"  gründen,  sich  die  Frage  erhebt,  nach  welchem  Kriterium 
sich  denn  die  „allgemein  logische  Natur"  eines  Gesetzes  entscheiden 
lasse?  Ein  solches  Kriterium  werden  wir  fordern  müssen,  wenn 
wir  nicht  etwa  von  vornherein  das  Gebiet  der  Logik  durch  eine 
willkürliche  Festsetzung  dogmatisch  abgrenzen  wollen ;  in  welchem 
Falle  offenbar  die  Frage  nach  den  Grenzen  der  Logik  und  der 
Arithmetik  jedes  wissenschaftliche  Interesse  verlieren  würde.  Ein 
solches  Kriterium  bietet  sich  in  der  Unterscheidung  der  analytischen 
und  synthetischen  Urteile.  Aber  wir  müssen  wohl  beachten,  daß 
wir  die  Definition  dieses  Unterschiedes  nicht  wiederum  auf  den 
Begriff  der  Logik  gründen  dürfen,  wofern  wir  nicht  in  einen 
offenbaren  Zirkel  im  Erklären  geraten  wollen.^ 

Ferner  aber  müssen  wir  daran  erinnern,    daß    „die  rein  logi- 


'  Vgl.  Frege,  Grundlagen  der  Arithmetik,  S.  4. 

*  Diesen  Umstand  scheint  selbst  Kerry  übersehen  zu  haben,  dessen  klaren 
und  gründlichen  Ausführungen  über  die  vorliegende  Streitfrage  wir  im  Wesent- 
lichen zustimmen  müssen.  (Vgl.  Vierteljahrsschrift  für  wissenschaftliche  Philo- 
sophie, Bd.  11,  S.  249—307.) 
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sehe  Natur  der  aritbmetiscben  Schhißweisen"  keineswegs  die  rein 
logische  Natur  der  durch  solche  Schlußwei.sen  erschlossenen  Sätze 
bedingt.  Wäre  dies  richtig,  so  würde  sich  alle  Wissenschaft 
überhaupt,  soweit  sie  nur  irgend  dem  Postulat  der  systemati- 
schen Strenge  genügt,  in  bloße  Logik  auflösen.  Daß  vielmehr  die 
logische  oder  nicht-logische  Natur  eines  Satzes  davon  ganz  unab- 
hängig ist,  ob  er  rein  logisch  erschlossen  ist  oder  nicht,  geht 
schon  daraus  hervor,  daß  wir  auch  aus  induktorisch  gewonnenen 
Prämissen  streng  logische  Schlüsse  ziehen  können.  Die  letztere 
Möglichkeit  wird  durch  die  theoretische  Physik  realisiert;  und  da 
also  die  Prämissen  derselben  zweifellos  nicht  logischer  Natur 
sind,  können  auch  die  aus  ihnen  gezogenen  Folgerungen  nicht  rein 
logischer  Natur  sein.  Die  logische  oder  nicht-logische  Natur  einer 
durch  logische  Schlüsse  abgeleiteten  "Wahrheit  hängt  also  allein 
von  der  logischen  oder  nicht-logischen  Natur  ihrer  Prämissen  ab. 
Halten  wir  uns  nun  an  das  angegebene  Kriterium,  so  bedarf 
es  nur  geringen  Nachdenkens,  um  den  nicht-logischen  Charakter 
der  arithmetischen  Prämissen,  und  somit  der  arithmetischen  Wahr- 
heiten überhaupt,  zu  erkennen.  Wir  brauchen  hierzu  nur  den 
schon  von  Leibniz  aus  angeblich  rein  logischen  Prämissen  ge- 
führten Beweis  des  Satzes  2 -f  2  =  4  zu  zergliedern.  Leibniz 
definiert  die  Zahlen  2,  3,  4  durch  die  Gleichungen:  1 -f  1  =  2, 
2-|-l  =  3,  3-|-l=4,  und  meint  aus  diesen  Definitionen  allein  den 
Beweis  führen  zu  können.  Allein,  näher  zugesehen  bedürfen  wir, 
um  von  der  Gleichung  2-f-2^2  +  (l-|-l)  weiter  schließen  zu 
können,  eines  aus  den  aufgestellten  Definitionen  nicht  zu  ent- 
nehmenden Satzes,  der  uns  zu  der  Gleichung  führt: 

2-f(l  +  l)  =  (2-hl)-M. 
Erst  wenn  wir  zu  dieser  letzteren  Gleichung  gelangt  sind,  werden 
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wir  aus  den  Definitionen  weiter  folgern  dürfen :  (2  +  1 )  +  1  = 
3  +  1=4.  Das  bei  dem  Beweis  stillschweigend  vorausgesetzte, 
aus  den  Definitionen  der  vorkommenden  Begriffe  unableitbare 
Axiom  ist  das  assoziative  Gesetz  der  Addition. 

Die  Formel 

a  +  (&  +  1)  =  (a  4'  J)  +  1 , 

die  die  Graßmannsche  Formulierung  dieses  Axioms  bildet,  ist 
zwar,  mathematiscb  betrachtet,  eine  reine  Identität.  Aber  was 
der  Mathematiker  eine  Identität  nennt,  ist  keineswegs  eine  Iden- 
tität im  logischen  Sinne.  Denn  das  Gleichheitszeichen  ist  ein 
Zeichen  für  die  Identität  der  Größe  zweier  Gegenstände.  Aber 
die  Identität  der  Größe  zweier  Gegenstände  ist  nicht  die  Identität 
zweier  Begriffe. 

Es  springt  ferner  sofort  in  die  Augen,  daß  beispielsweise  die 
Unendlichkeit  der  Zahlenreihe,  also  das  Axiom,  daß  auf  jede  Zahl 
eine  andere  folgt,  sich  auf  keine  Weise  als  eine  begriffliche  Not- 
wendigkeit herleiten  läßt.  Das  Axiom  entspringt  also  nicht  aus 
reinem  Denken,  sondern  aus  reiner  Anschauung.  —  Wir  eikennen 
aber  auch  zugleich,  daß  einige  Sätze,  die  man  unter  den  arithme- 
tischen Axiomen  aufzuzählen  pflegt,  in  der  Tat  logischen  Ursprungs 
sind.  Hierher  gehört  der  Satz:  Wenn  zwei  Größen  einer  dritten 
gleich  sind,  so  sind  sie  auch  untereinander  gleich.  Denn,  wenn 
wir  haben:  a  =  l  und  b  =  c,  so  können  wir,  da  Gleichheit  Identität 
hinsichtlich  der  Größe  bedeutet,  in  der  ersten  Gleichung  h  durch  c 
substituieren  und  erhalten  a  =  c.  Der  Satz  geht  mitliin  unmittel- 
bar aus  dem  Begriff  der  Gleichheit  hervor.  —  Hierher  gehört  aber 
auch  das  Prinzip  der  vollständigen  Induktion:  Ist  ein  Gesetz  für 
das  erste  Glied  einer  Reihe  erfüllt,  und  folgt  aus  seiner  Gültig- 
keit für  irgend  ein  Glied  seine  Gültigkeit  für  das  nächstfolgende 
Glied,    so   gilt   es  für  alle  Glieder   der  Reihe.     Die  logische  Not- 
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wendigkoit  dieses  Satzes  zeigt  sich  am  deutlichsten,  wenn  man 
versucht  die  Annahme  seiner  Ungültigkeit  auch  nur  an  irgend 
einem  Beispiele  durchzuführen.  —  Es  läßt  sich  sehr  wohl  ohne 
logischen  Widerspruch  ein  System  von  Zahlen  denken,  die  z.  B.  das 
kommutative  Gesetz  der  Multiplikation  nicht  erfüllen,  oder  für 
die  das  Archimedische  Axiom  nicht  gilt.  Es  läßt  sich  hingegen 
kein  arithmetisches  System  ohne  logischen  "Widerspruch  durch- 
führen ,  das  das  genannte  Gesetz  der  Größengleichheit  oder  das 
Prinzip  der  vollständigen  Induktion  nicht  erfüllt.  Das  Mißlingen 
dieser  Versuche  lehrt  uns  ebenso  bestimmt  den  logischen  Ursprung 
der  letzteren  Gesetze  einsehen,  wie  das  Gelingen  jener  den  syn- 
thetischen Charakter  der  ersteren. 

Auf  solche  Weise  können  wir  aufs  Genaueste  die  logische 
oder  arithmetische  Natur  eines  jeden  vorgelegten  Satzes  ent- 
scheiden. 

22. 

Natürlich  unterliegt  die  Mathematik,  wie  jede  Wissenschaft, 
den  Gesetzen  der  Logik.  Aber  die  Logik  vermag  nur  negative 
Bedingungen  der  mathematischen  Wahrheit  aufzustellen,  insofern 
sie  den  Widerspruch  ausschließt.  So  ist  z.  B.  der  Begriff  des 
DiiFerentialquotienten  einer  an  keiner  Stelle  stetigen  Funktion 
ein  logisch  unmöglicher  Begriff,  denn  er  schließt  einen  Wider- 
spruch ein.  Allein,  logische  Widerspruchslosigkeit  bedeutet  noch 
nicht  mathematische  Existenz.  Der  Begriff  der  größten  Primzahl, 
oder,  um  ein  geometrisches  Beispiel  zu  nennen ,  der  Begriff  eines 
regulären  Siebzehnflächners,  ist  ein  logisch  möglicher,  nichtsdesto- 
weniger aber  mathematisch  nicht  existierender  BegriiF.  Denn, 
wenn  er  gleich  keinen  Widerspruch  enthält,  so  widerstreitet  er 
doch  der  mathematischen  Anschauung.     Die  positiven  Kriterien 
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der  mathematischen  Existenz   lassen   sich   daher  aus  bloßer  Logik 
nicht  ableiten. ' 

Um  dennoch  den  logischen  Charakter  der  Arithmetik  um  jeden 
Preis  aufrecht  zu  erhalten,  hat  man  sich  bemüht,  die  Axiome  durch 
geeignete  Definitionen  der  in  ihnen  auftretenden  Begriffe  zu  er- 
setzen. Der  Satz  a  •  1  =  a ,  so  argumentiert  man  beispielsweise, 
besage  im  Grunde  nichts  anderes  als  die  Definition  der  Zahl  l. 
Nun  mag  allerdings  zugegeben  werden,  daß  wir  die  Zahl  1  durch 
diese  Identität,  d.  h.  also  als  Invariante  der  Multiplikation,  defi- 
nieren können.  Aber  alsdann  bleibt  uns  noch  die  wesentliche  Aus- 
sage übrig,  daß  es  eine  solche  Invariante  der  Multiplikation  auch 
wirklich  gibt;  und  diese  Aussage  ist,  wie  jeder  Existenzialsatz, 
synthetisch.  Und  so  würden  auch  die  übrigen  Axiome  durch  De- 
finitionen niemals  wirklich  ersetzt  werden  können,  da  zu  jeder 
neuen  Definition  auch  wieder  ein  eigenes  Axiom  über  die  Existenz 
des  definierten  Begrifi's  oder  der  definierten  Operation  hinzutreten 
müßte.  Oder,  falls  man  die  Existenz  der  definierten  Gebilde  be- 
weisen will,  so  muß  doch  zur  Möglichkeit  jedes  Existenzbeweises 
schon  die  Existenz  der  in  der  Definition  als  Elemente  auftretenden 
Begriff'e  axiomatisch  vorausgesetzt  werden.  —  Hieran  scheitert 
z.  B.  auch  der  Versuch  das  oben  genannte  Gr  aß  mann  sehe  Axiom 
als  Definition  der  Addition  aufzufassen.  Denn  abgesehen  davon, 
daß  wir ,  imi  den  Sinn  des  +  Zeichens  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichung  durch  die  rechte  Seite  zu  erklären,  bereits  die  Bedeutung 


'  Wer  es  freilich  vorzieht,  das,  was  wir,  dem  Sprachgebrauch  gemäß,  als 
logische  Möglichkeit  bezeichnen,  „Existenz"  zu  nennen,  der  mag  in  der  Wider- 
spruclislosigkeit  eines  Begriffs  einen  hinreichenden  Beweis  seiner  Existenz  er- 
bUcken.  Es  dürfte  sich  jedoch  empfehlen,  wesentlich  verschiedene  Begriffe  auch 
durch  verschiedene  Worte  zu  bezeichnen ,  statt  ihre  Verschiedenheit  durch  will- 
kürliche Verletzung  des  Sprachgebrauchs  ohne  Not  unkenntlich  zu  machen. 
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kennen  müßten,  die  es  anf  der  rechten  Seite  hat,  —  davon  abge- 
sehen enthält  eine  solche  „Definition"  schon  die  Voraussetzung, 
daß  es  von  jeder  heliebigen  Zahl  und  der  Zalil  1  eine  Summe  gebe, 
daß  also  die  Operation  des  Addierens  in  jedem  Falle  ausführbar  sei. 
Diese  Existenzialaxiome  lassen  sich  allerdings  durch  eine  ge- 
eignete Methode  auf  ein  minimales  Maß  einschränken.  Dadurch 
nämlich;  daß  man  die  Zahlen  von  vornherein  nur  dadurch  definiert, 
daß  sie  ein  System  von  Dingen  bilden,  M^elches  die  in  den  arith- 
metischen Axiomen  formulierten  Bedingungen  erfüllt.  Es  kann 
keinem  Zweifel  unterliegen,  daß  alle  durch  diese  Methode  über- 
haupt ableitbaren  Eigenschaften  der  Zahlen  in  dem  bloßen  Begriff 
der  Zahl  ihren  Grund  haben.  Allein,  so  fruchtbar  sich  diese  (auch 
in  der  Geometrie  anwendbare)  „axiomatische"  Methode  für  gewisse 
mathematische  Untersuchungen  erweist,  so  ist  doch  geltend  zu 
machen,  daß  den  auf  solche  Weise  definierten  Dingen  zwar,  sofern 
die  definierenden  Bedingimgen  ein  in  sich  widerspruchsloses  System 
bilden,  logische  Möglichkeit,  an  und  für  sich  aber  noch  keineswegs 
mathematische  Existenz  zukommt.^  Dies  zeigt  sich  sofort,  wenn 
wir  das  System  von  Sätzen,  das  durch  den  Inbegriff  der  Axiome 
und  der  aus  den  Axiomen  folgenden  Theoreme  gebildet  wird,  von 
dem    System    von    Sätzen    unterscheiden,    das    durch    die    Schluß- 


^  Über  die  Anwenflun^  der  axioniatischen  Methode  auf  die  Arithmetik  vc;l. 
Hubert,  Über  den  Zablbegrift'  (Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker -Ver- 
einigung, iJd.  8,  1900,  S.  180  fi'.),  sowie:  Über  die  Grundlagen  der  Logik  und  der 
Arithmetik  ("Verhandlungen  des  dritten  internationalen  Mathematiker -Kongresses 
in  Heidelberg,  1905,  S.  174  ft'.).  Es  ist  hemerkensAvert,  daß  der  in  dem  letzt- 
genannten Vortrage  erhobene  Protest  gegen  den  Empirismus  von  einem  Forscher 
ausgeht,  dessen  eigene  Arl)citcn  (vgl.  (irundlagcn  der  Geometrie,  §§  12,  13,  3ü)  den 
synthetischen  Charakter  der  aritlimetischcn  Wahrheiten  in  das  hellste  Licht  setzen. 
Es  scheint  daher  die  Durchführung  der  neuerdings  von  Hubert  ausgelieuden 
l-Jestrebungen  rücksichtiich  der  Grundlagen  der  Arithmetik  unvermeidlich  gerade 
z\i  der  von  uns  vertretenen  kritischen  Auffassung  zu  drängen. 
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folgerungen  gebildet  wird,  die  von  den  Axiomen  zu  den  aus 
iliiien  folgenden  Theoremen  führen.  Das  zweite  System  besteht 
lediglich  aus  analytischen  hypothetischen  Urteilen;  das  erste 
System  dagegen  ausschließlich  aus  synthetischen:  nämlich  aus 
dem  Inbegriff  der  Vordersätze  und  Nachsätze  der  hypothetischen 
Urteile  des  zweiten.  Die  Mittel  der  Logik  kimnen  daher  nur 
zur  Aufstellung  des  zweiten  Systems  hinreichen,  das  in  der 
Tat  nichts  anderes  ist  als  ein  logischer  Formalismus.  Nach  rein 
logischer  Methode  können  wir  also  wohl  hypothetisch  urteilen: 
Wenn  es  Dinge  gibt,  die  ein  bestimmtes  Axiomensystem  be- 
friedigen, so  existiert  auch  alles  das,  was  sich  durch  rein  lugische 
Schlußfolgerungen  aus  dem  Axiomensystem  ableiten  läßt.  Ja,  wir 
können  soviele  verschiedene  hypothetische  Systeme  der  Arithmetik 
(und  ebenso  der  Geometrie)  aufstellen,  als  sich  widerspruchslose 
Axiomensysteme  denken  lassen.  Da  sich  aber  die  in  den  ver- 
schiedenen hypothetischen  Systemen  enthaltenen  Systeme  von 
Vorder-  und  Nachsätzen  gegenseitig  logisch  ausschließen,  so  kann 
es  unter  diesen  letzteren  nur  eins  geben,  das  kategorisch  behauptet 
werden  darf.  Zur  Aufstellung  dieses  Systems  ist  die  Logik  un- 
zureichend. Denn  schon  zur  Aufstellung  auch  nur  eines  einzigen 
mathematischen  Theorems  bedarf  es  des  Hinzukommens  der  Asser- 
tion  zu  den  für  sich  problematischen  Prämissen  des  zu  seinem 
Beweise  erforderlichen  hypothetischen  Systems.  Also  setzt  auch 
die  „axiomatische"  Begründungsweise  der  Arithmetik  von  vorn- 
herein schon  ein  von  dem  durch  die  Axiome  definierten  Zahlbegr-iff 
unabhängiges  Existenzialaxiom  voraus ,  von  der  Form :  Es  gibt 
Dinge,  welche  die  durch  das  Axiomensystem  postulierten  Beding- 
ungen erfüllen.  —  Es  läßt  sich  folglich  die  Notwendigkeit  wenig- 
stens eines  synthetischen  Grundsatzes  für  jede  auf  ein  eigenes 
Axiomensystem  gegründete  Disziplin  auf  keine  Weise  umgehen. 
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Dieser  Notwendigkeit  hat  man  sich  entziehen  zu  können  ge- 
glaubt durch  die  Behauptung ,  die  Frage  nach  der  kategorischen 
Gültigkeit  eines  mathematischen  Systems  oder  nach  der  Existenz 
der  mathematischen  Begriffe  gehöre  in  die  Naturwissenschaft  und 
sei  daher  aus  der  Mathematik  auszuschließen.  Soll  hiermit  nur 
der  Wunsch  ausgesprochen  werden,  man  möge  der  Bearbeitung 
der  genannten  Frage  nicht  den  Namen  „Mathematik"  geben,  son- 
dern sie  mit  unter  dem  Namen  der  Naturwissenschaft  befassen, 
so  wäre  dies  ein  rein  terminologischer  Vorschlag,  gegen  den  wir 
nichts  einzuwänden  hätten,  als  daß  er  einen  gefährlichen  Irrtum 
nahe  legt.  Den  Irrtum  nämlich,  die  in  liede  stehende  Frage  sei 
auf  dem  Wege  der  Beobachtung  und  des  Experiments  zu  ent- 
scheiden. Denn  unter  „Naturwissenschaft"  versteht  der  übliche 
Sprachgebrauch  diejenige  Wissenschaft,  die  sich  der  Methoden 
der  Beobachtung  und  des  Experiments  bedient.  —  Will  aber 
etwa  die  genannte  Behauptung  das  Wort  „Naturwissenschaft" 
in  diesem  herkömmlichen  Sinne  verstanden  wissen ,  so  beruht  sie 
auf  der  Verwechslung  des  Begriffs  der  mathematischen  Existenz 
mit  dem  Begriffe  der  empirischen  Existenz.  Das  Kriterium  der 
letzteren  liegt  in  der  Sinneswahrnehmung  und  bedarf  zu  seiner 
wissenschaftlichen  Anwendung  allerdings  der  Methoden  der  Natur- 
wissenschaft. Das  Kriterium  der  ersteren  aber  liegt  ausschließ- 
lich in  der  reinen  Anschauung  und  bedarf  zu  seiner  Anwendung 
keinerlei  naturwissenschaftlicher  Methoden. 

Wem  es  schließlich  scheinen  sollte,  daß  der  von  uns  als  not- 
wendig erwiesene  synthetische  Grundsatz  eine  zum  Aufbau  des 
kategorischen  Systems  zwar  erforderliche,  im  übrigen  aber  für 
die  Mathematik  interesselose  Beigabe  zu  dem  logischen  Formalis- 
mus der  hypothetischen  Systeme  sei ,  den  müssen  wir  daran  er- 
innern,   daß  nicht  nur  die  Möglichkeit   des   ganzen  kategorischen 
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Systems  wesentlich  auf  diesem  Grundsatze  beruht,  sondern  daß 
auch  die  methodische  Bedeutung,  die  den  verschiedenen  möglichen 
hypothetischen  Systemen  beiwohnt,  gerade  in  den  Aufklärungen 
besteht,  die  sie  uns  über  die  logischen  Abhängigkeitsbeziehimgen 
zwischen  den  Sätzen  des  kategorischen  Systems  erteilen,  imd  daß 
daher  das  wissenscbaftliche  Interesse,  das  sich  an  die  hypothetischen 
Systeme  knüpft,  ohne  Rücksicht  auf  das  kategorische  System  völlig 
hinfällig  werden  müßte.  Wir  würden  die  Mathematik  ihrer  wissen- 
schaftlichen Würde  berauben,  wollten  wir  die  Frage,  ob  wir  es 
mit  einer  Aneinanderreihung  von  Hirngespinnsten  oder  mit  der 
Erkenntnis  der  Wahrheit  zu  tun  haben,  aus  ihr  streichen. 

23. 

Es  ist  eine  wohl  von  keinem  Mathematiker  bezweifelte, 
obzwar  meist  unbewußt  die  Forschung  leitende  Überzeugung,  daß 
jedes  sich  uns  darbietende  mathematische  Problem  eine  bestimmte 
Lösung  zulasse;  mag  diese  Lösung  nun  darin  bestehen,  daß  man 
die  gesuchte  Antwort  auf  die  vorgelegte  Frage  erteilt,  oder  darin, 
daß  man  den  Grund  der  Unmöglichkeit,  sie  in  der  gesuchten 
Weise  zu  beantworten,  aufweist.  Worauf  gründet  sich  diese 
TJberzeugung  ?  Wenn  die  Quelle  der  mathematischen  Wahrheit, 
wie  wir  zu  zeigen  suchten,  nicht,  wie  die  der  logischen,  in 
unseren  eigenen  Begriifen  liegt,  mit  welchem  Rechte  können  wir 
uns  dann  anmaßen,  im  Besitz  der  zur  Auflösung  jedes  beliebigen 
mathematischen  Problems  hinreichenden  Mittel  zu  sein?  Ein  solch' 
eigentümlicher  Vorzug  scheint  mit  dem  nicht-logischen  Charakter 
der  mathematischen  Erkenntnis  unverträglich  zu  sein. 

Schon  in  der  populären  Erörterung  bisher  ungelöster  Probleme 
hören  wir  die  Frage  diskutieren,  ob  das  Mißlingen  ihrer  Auf- 
lösung in  einer  „prinzipiellen"  Unmöglichkeit  seinen  Grund   habe, 
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oder  nur  durch  Hindernisse  veranlaßt  werde,  welche  sich  durch 
die  hloße  Kraft  unseres  Verstandes  überwinden  lassen.  Wenn 
nun  die  Frage  aufgeworfen  wird,  ob  und  warum  bei  mathemati- 
schen Problemen  eine  solche  prinzipielle  Unlösbarkeit  nicht  vor- 
kommen kann,  so  wird  es  zuerst  erforderlich  sein,  dem  Begriff 
der  „prinzipiellen"  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  der  Lösung 
einer  Aufgabe  eine  präzise  Formulierung  zu  geben. 

Es  ist  zunächst   klar,    daß    ein  Problem   dann   und   nur    dann 
vorliegt,  wenn  wir  von  einem  Satze  nicht  entscheiden  können,  ob 
er   wa'lir   oder   falsch   ist.     Ein   solches   Problem   werden  wir   als 
prinzipiell  lösbar  oder  unlösbar   bezeichnen,    je   nachdem,    ob    wir 
im  Besitz  der    zur  Entscheidung    der  Richtigkeit    oder  Unrichtig- 
keit des  fraglichen  Satzes  hinreichenden  Kriterien  sind  oder  nicht. 
Die  Handhabung   dieser  Kriterien   und   ihre   Anwendung   auf  den 
besonderen  Fall  mag  noch  so  großen  Schwierigkeiten  unterliegen, 
-  solange  diese  Schwierigkeiten  nur  die  vermittelnden   logischen 
Operationen  und  nicht  die  ursprüngliche  Gewinnung  des  Kriteriums 
selbst  betreffen,  werden  wir  sie  als  durch  die  bloße  Kraft  unseres 
Verstandes  überwindlich  erachten.    Die  zur  Entdeckung  der  wahren 
Figur   der  Marsbahn   hinreichenden  Kriterien   waren   in   der  Geo- 
me°trie   der  Kegelschnitte   des  Apoll onius   einerseits  und  durch 
die   Tychonischen   Beobachtungsreihen    andererseits    vollständig 
gegeben.    Aber  es  bedurfte  freilich  der  Genialität  eines  Keppler, 
um  durch  die  Anwendung  der  geeigneten  logischen  Methoden  diese 
Daten    iür    die    wirkliche   Auflösung    des  Problems    fruchtbar    zu 

machen. 

Welches  sind  nun  die  Prinzipien  der  Möglichkeit  der  Aut- 
lösung mathematischer  Probleme?  Und  können  wir  behaupten, 
im  vollständigen  Besitz  dieser  Prinzipien  zu  sein? 

Unter    dem  Beweise   eines   Satzes   hatten    wir    seine  Zurück- 
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führuDg  auf  die  Axiome  vermittelst  rein  logischer  Operationen 
verstanden.  Die  Kriterien,  auf  die  wir  beim  Beweise  eines  Satzes 
zurückgehen,  liegen  also  in  den  Axiomen.  Da  aber  die  Axiome, 
als  Urteile,  selbst  der  Begründung  bedürfen,  so  können  die  ur- 
sprünglichen Kriterien  der  mathematischen  Wahrheit  nicht 
in  den  Axiomen,  sondern  erst  in  der  den  Axiomen  zu  Grunde 
liegenden  unmittelbaren  Erkenntnis  enthalten  sein.  Wir  wollen 
die  Axiome,  sofern  sie  die  Gründe  bilden,  auf  die  sich  ein 
System  von  Sätzen  vermittelst  rein  logischer  Operationen  zu- 
rückführenläßt, während  sie  selbst  nicht  wiederum  eine  logische 
Zurückführung  auf  andere  Erkenntnisse  gestatten,  als  die  logi- 
schen Prinzipien  des  Systems  bezeichnen.  Im  Unterschied 
von  diesen  logischen  Prinzipien  eines  Systems  von  Sätzen  möge 
die  unmittelbare  Erkenntnis,  die  ihrerseits  den  Grund  der  Axiome 
und  somit  das  allgemeine  Kriterium  der  Wahrheit  aller  Sätze 
eines  wissenschaftlichen  Systems  bildet,  das  konstitutive 
Prinzip  dieses  Systems  heißen. 

Die  Prinzipien  der  Möglichkeit  der  Auflösung  eines  Problems 
sind  also  in  dem  konstitutiven  Prinzip  desjenigen  wissenschaftlichen 
Systems  zu  suchen,  in  dessen  Gebiet  das  Problem  fällt.  Ob  eine 
Wissenschaft  von  der  Art  ist,  daß  jedes  beliebige  in  ihr  Gebiet 
fallende  Problem  prinzipiell  lösbar  ist  oder  nicht,  wird  also 
davon  abhängen,  ob  ihr  konstitutives  Prinzip  einen  abge- 
schlossenen, d.  h.  keiner  Erweiterung  fähigen  Erkenntnisbereich 
bildet  oder  nicht. 

Die  Erage,  ob  diese  Bedingung  bei  der  IMathematik  erfüllt 
ist,  haben  wir  eigentlich  schon  beantwortet  durch  den  Nachweis, 
daß  es  in  der  Mathematik  keine  Hypothesen  geben  könne. 
Hypothesen  sind  Sätze,  für  deren  Behauptung  oder  Verneinung 
kein   hinreichender    Grund   vorliegt,    für    deren    Richtigkeit   oder 
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Unrichtigkeit  wir  also  kein  Kriterium  besitzen.  Eine  Wissen- 
schaft, in  der  es  keine  Hypothesen  geben  kann,  kann  also  auch 
kein  prinzipiell  unlösbares  Problem  enthalten.  Daß  die  Mathematik 
eine  solche  Wissenschaft  in  der  Tat  ist,  erkennen  wir  als  eine 
notwendige  Folge  der  rein-anschaulichen  Natur  ihres  konstitutiven 
Prinzips.  Wenn  nämlich  das  konstitutive  Prinzip  der  Mathematik 
in  reiner  Anschauung  besteht,  so  ist  es  von  der  Erweiterung 
unserer  Erfahrung  unabhängig.  Folglich  liegen  die  Prinzipien  der 
Möglichkeit  der  Aullösung  mathematischer  Probleme  vollständig 
im  Bereich  unseres  Verstandes,  und  es  kann  deshalb  keine  mathe- 
matische Aufgabe  geben,  von  der  nicht  entweder  eine  positive 
Auflösung  oder  der  Beweis  ihrer  Unlösbarkeit  möglich  wäre. 

Ein  Astronom,  der  die  Existenz  eines  intramerkuriellen  Pla- 
neten behauptet,  muß  es  sich  notwendig  gefallen  lassen,  daß  man 
diese  Behauptung  solange  als  eine  bloße  Hypothese  gelten  läßt, 
bis  eine  hinreichende  Erweiterung  unserer  unmittelbaren  Erkennt- 
nis (der  Beobachtung)  ein  Kriterium  der  Existenz  eines  solchen 
Planeten  an  die  Hand  gibt.  Die  unter  den  Physikern  noch  un- 
entschiedene Frage,  ob  der  Ursprung  der  Radioaktivität  auf  eine 
Umwandlung  in  der  Konstitution  der  Atome  oder  auf  die  Ab- 
sorption äußerer  Strahlung  zurückzuführen  ist,  wird  sich  durch 
keine  Aufbietung  noch  so  scharfsinniger  Reflexionen,  sondern 
einzig  und  allein  durch  geeignete  Experimente  befriedigend  be- 
antworten lassen.  Denn  die  über  diese  Frage  herrschende  Unge- 
wißheit hat  ihren  Grund  nicht  in  der  Unfähigkeit  unseres 
Verstandes,  ein  in  unserer  Erkenntnis  tatsächlich  bestehendes 
Verhältnis  durch  Anwendung  geeigneter  logischer  Operationen 
aufzuweisen,  sondern  in  einer  Unvollständigkeit  unserer  unmittel- 
baren Erkenntnis  selbst.  Wenn  dagegen  ein  mathematischer  Satz 
noch  unbegründet  ist,  —  man  denke  nur  an  den  großen  Fermat- 


—    425     — 

sehen  Satz  aus  der  Zahlentheorie  oder  an  das  sogenannte  Vier- 
farbenproblem  ans  der  Analysis  Situs,  —  so  liegt  dies  nicht  sowohl 
an  einer  Unvollständigkeit  unserer  unmittelbaren  mathematischen 
Erkenntnis,  als  vielmehr  an  der  Schwierigkeit  der  Auswahl  und 
der  mittelbaren  Vergleichung  geeigneter  schon  feststehender  Sätze. 
So  leicht  sich  nach  dem  Vorstehenden  die  prinzipielle  Lösbar- 
keit jedes  mathematischen  Problems  als  eine  Folge  des  rationalen 
Charakters  der  mathematischen  Erkenntnis  erweisen  läßt,  so  un- 
verständlich müßte  dieser  wichtige  Vorzug  der  Mathematik  für 
denjenigen  bleiben,  der  ihren  empirischen  Ursprung  behauptet. 
Ja  seine  Möglichkeit  widerspricht  geradezu  der  Voraussetzung 
des  mathematischen  Empirismus.  Denn  bei  der  notwendigen  Un- 
vollständigkeit ihres  konstitutiven  Prinzips  kann  eine  empirische 
Wissenschaft  niemals  in  den  Besitz  der  zur  Auflösung  eines  be- 
liebigen Problems  hinreichenden  Bedingungen  gelangen.  Sie  würde 
vielmehr  eine  prinzipielle  Lösungsmöglichkeit  nur  für  diejenigen 
Probleme  beanspruchen  dürfen,  deren  Entscheidungsgründe  in  dem 
ihr  gerade  zur  Verfügung  stehenden  Beobachtungsmaterial  ent- 
halten sind.  Das  Zugeständnis,  daß  es  sich  in  der  Mathematik 
anders  verhält,  kann  daher  seinerseits  zur  Bestätigung  des  mathe- 
matischen Apriorismus  dienen. 

24. 
Darin  liegt  das  Merkwürdige  und  Rätselhafte  der  mathe- 
matischen Erkenntnis :  Ihre  Apodiktizität  verbietet  es,  ihre  Er- 
kenntnisquelle in  der  Empirie  zu  suchen,  und  doch  wissen  wir 
andererseits  durch  die  Nicht-Euklidische  Geometrie,  daß  in  der 
Logik  ihre  Erkenntnisquelle  gewiß  nicht  liegen  kann.  Kant  hat 
dies  der  Mathematik  zu  Grunde  liegende  paradoxe  Faktum  durch 
den    Terminus    „reine   Anschauung"    formuliert.    Die    reine   An- 

Abhandlungen  der  Fries'schen  Schule.    I.  Bd.  I^a 
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scliauung  ist,  als  Anschauung,  eine  Erkenntnis  niclit-logischer  Art.  | 
Und  als  „reine"  Anschauung  ist  sie  eine  Erkenntnis  nicht-empiri- 
scher Art.  Mit  der  logischen  hat  sie  die  Notwendigkeit,  mit  der  " 
empirischen  die  Anschaulichkeit  gemein,  und  steht  so  gleichsam  in 
der  Mitte  zwischen  diesen  beiden.  Dies  Verhältnis  ist  es,  das  schon 
P 1  a  1 0  n  vorgeschwebt  hat,  wenn  er  sagt,  daß  die  Erkenntnisweise 
der  Geometer  und  verwandter  Forscher  etwas  zwischen  Sinnlichkeit 
und  Verstand  mitten  inne  sei.  ^ 

Über  die  eigentümliche  Stellung  der  Mathematik  innerhalb 
unserer  Gesamterkenntnis  hat  neuerdings  auch  Poincar^  ein- 
gehende Betrachtungen  angestellt.  Aus  ähnlichen  Gründen,  wie 
den  von  uns  §  15  erörterten,  bricht  Poincare  vollständig  mit 
dem  mathemati:<chen  Empirismus.  Er  konstatiert,  ähnlich  wi.' 
Kant,  die  paradoxe  Natur  der  mathematischen  Erkenntnis,  als 
einer  Erkenntnis  nicht  -  logischen  Ursprungs  und  dennoch  von 
apodiktischem  Charakter.  Je  mehr  wir  diese  Annäherung  des 
großen  französischen  Mathematikers  an  den  kritischen  Standpunkt 
als  einen  Fortschritt  anerkennen  und  je  mehr  wir  seine  scharfe 
Unterscheidung  zwischen  dem  Ursprung  der  mathematischen  Be 
griffe  in  der  Selbsttätigkeit  des  Erkenntisvermögens  und  ihrer 
Entwickelung  durch  die  Erfahrung  bewundern  müssen,  desto  mehr 
müssen  wir  den  Irrtum  bedauern,  der  diesen  Fortschritt  beein- 
trächtigt und  seiner  kritischen  Verwertung  im  Wege  steht. 
Wenngleich  nämlich  Poincare  die  empiristische  Erklärung  des 
Ursprungs  der  geometrischen  Axiome  verwirft,  so  glaubt  er  den- 
noch ihre  Apriorität  nicht  zugestehen  zu  dürfen:  „Les  axiome> 
gc^omcitriques  sont-ils  des  jugements  synthetiques  a  priori,  comnh' 


>  Vgl.  C.  Brinkmann,    I'ber   kritische   Mathematik   bei   Piaton;    im    zweiten 
Heft  dieser  Abhandlungen. 
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disait  Kant?  Ils  s'imposeraient  alors  ä  nons  avec  une  teile  force, 
qua  nous  ne  pourrions  concevoir  la  proposition  contraire,  ni  biitir 
sur  eile  un  edifice  tbeorique.  11  n'y  aurait  pas  de  geometrie  non 
euclidienne. "  ^ 

Dies  beruht  auf  bloßem  Mißverständnis.  Der  Unterschied 
der  Apriorität  und  Aposteriorität  ist  nicht  ein  Unterschied  der 
Stärke  oder  des  Grades  der  Überzeugung,  sondern  er  geht  auf 
die  Art  des  Ursprungs  der  Urteile.  Nur  analytische  Urteile 
sind  von  der  Art,  daß  ihr  Gegenteil  undenkbar  ist,  und  da  die 
Apriorität  eines  Urteils  keineswegs  seine  analytische  Katur 
bedingt,  so  ist  auch  durch  die  Apriorität  eines  Urteils  noch  nichts 
über  die  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  seines  Gegenteils  ent- 
schieden. 

Was  sollen  die  Axiome  aber  sein,  wenn  sie  weder  Urteile 
a  posteriori  noch  Urteile  a  priori  sein  sollen? 

Vergegenwärtigen  wir  uns  noch  einmal  das  Beispiel  von  dem 
astronomischen  Dreieck.  \Vir  sehen,  daß  wir  hier  ohne  die  Kant- 
ische Lehre  von  der  reinen  Anschauung  gar  keine  wissenschaft- 
liche Entscheidung  treiFen  könnten.  Wollten  wir  bloß  auf  Logik 
und  Erfahrung  Rücksicht  nehmen,  so  könnten  wir  in  der  Tat 
ebenso  gut  auf  Grund  des  gemessenen  Defekts  auf  die  Ungültig- 
keit des  Euklidischen  Axioms  schließen,  wie  auch  auf  Grund  des 
Euklidischen  Axioms  auf  die  Krummlinigkeit  der  Lichtstrahlen. 
Überhaupt  könnten  wir  ohne  Rücksichtnahme  auf  die  reine  An- 
schauung irgend  eine  beliebige  Geometrie  der  Erfahrung  zu  Grunde 
legen.  Die  Frage:  welche  Geometrie  ist  gültig?  hätte  dann  gar 
keinen   Sinn.     Wir   könnten    vielmehr    nur    noch    fragen :    welche 


'  La  Science  et  l'hypothese,  p.  64. 
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Geometrie  ist  zweckentsprechend?  Welche  ist  die  bequemste? 
Wobei  natürlich  je  nach  dem  ins  Auge  gefaßten  Zweck  bald  diese, 
bald  jene  Geometrie  die  zweckmäßigste  sein  könnte.  Mit  einem 
Wort:  Es  wäre  Sache  der  Konvention,  welche  Geometrie  wir 
der  Erfahrung  zu  Grunde  legen  wollen. 

Diese  Konsequenz  hat  Poincar^  in  der  Tat  gezogen:  „D'oü 
viennent  les  premiers  principes  de  la  g^ometrie?  Nous  sont-ils 
imposös  par  la  logique?  Lobatschewsky  a  montr(i  que  non  en 
crf^ant  les  g^om^tries  non  euclidiennes.  La  geom^trie  d^rive-t-elle 
de  l'exp^rience?  Une  discussion  approfondie  nous  montrera  que 
non.  Nous  conclurons  donc  que  ces  principes  ne  sont  que  des 
Conventions."  ^ 

Hier  macht  sich  das  dogmatische  Vorurteil  geltend,  das 
Poincar^  unmittelbar  vor  dem  entscheidenden  kritischen  Schritt 
zurückhält. 

Der  Ursprung  der  Geometrie  liegt  weder  in  der  Logik  noch 
in  der  Erfahrung.  Mithin  —  so  würden  wir  schließen  —  ist  die 
Geometrie  eine  selbständige,  sowohl  von  der  Logik  wie  von  der 
Erfahrung  unabhängige  Erkenntnisweise;  d.  h.  ihre  Urteile  sind 
synthetische  Urteile  a  priori.  Poincar^  aber  verkennt  die 
Möglichkeit  dieser  Wendung:  die  Vereinigung  des  nicht-logischen 
(synthetischen)  mit  dem  nicht-empirischen  (apodiktischen)  Charakter 
der  Geometrie  erscheint  ihm  nur  möglich  unter  Preisgabe  ihres 
Erkenntniswertes.  Auch  Poincarö  macht  also  die  vorkritische 
Disjunktion  zwischen  Logik  und  Erfahrung  als  Kriterien  der 
Wahrheit.  ^ 

Aber  gerade  Poincar^s  eigene  Erklärung  vermag  die 
Schwierigkeit  nicht  zu  heben.     Entweder  nämlich  ist   der  Zweck, 


*  La  Science  et  l'hypothfese,  p.  5.  M 

'  Dem  scheint  es   zu   widersprechen,   daß    Poincarö   selbst   ausdrücklich  ' 
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der  unsere  Konvention  leitet  und  auf  Grund  dessen  wir  die  Wahl 
zwischen  den  verschiedenen  möglichen  G-eometrieen  treffen,  selbst 
ein  notwendiger  und  allgemeingültiger:  dann  würde  uns  seine 
Formulierung  wieder  auf  irgend  welche  synthetischen  Urteile 
a  priori  zurückweisen,  womit  offenbar  das  Problem  nicht  gehoben, 
sondern  nur  zurückgeschoben  wäre.  Oder  aber  dieser  Zweck 
besitzt  keine  Notwendigkeit  und  Allgemeingültigkeit:  dann  er- 
mangelte auch  die  diesem  Zweck  entsprechende  Geometrie  der 
Notwendigkeit  und  besäße  nur  zufällige  Geltung.  Die  Erklärung 
leistet  also  auf  keinen  Fall,  was  sie  verspricht. 

Nur  die  Kantische  Erklärung  ist  im  stände  dies  zu  leisten. 
Sie  löst  den  scheinbaren  "Widerspruch,  in  welchem  die  tatsäch- 
lichen Eigenschaften  der  mathematischen  Erkenntnisweise  stehen, 
indem  sie  seine  "Wurzel  beseitigt :  die  irrige  Disjunktion  zwischen 
Logik  und  Empirie  als  Erkenntnisquellen.  Mit  der  Beseitigung 
dieses  "Vorurteils  verschwindet  von  selbst  die  dem  Begriff  des 
synthetischen  Urteils  a  priori  anhaftende  Paradoxie.  Die  rein- 
anschauliche Erkenntnis  weise  der  Mathematik  ist  eine  Tatsache 
und  kein  Problem. 

Die  Apodiktizität  der  Mathematik  in  Verbindung  mit  der 
Möglichkeit  der  Nicht-Euklidischen  Geometrie  bildet  somit  einen 
zuverlässigen  Prüfstein  für  eine  gesunde  Philosophie  der  Mathe- 
matik. Ein  einseitiges  Philosophem  greift  voreilig  einen  dieser 
beiden  Punkte  heraus  und  macht  ihn  zum  Gegenstand  seiner 
Erklärungsversuche.     Die    Folge    ist    dann   das    Scheitern    dieser 


die  Möglichkeit  synthetischer  Urteile  a  priori  anerkennt,  indem  er  das  Prinzip  der 
mathematischen  Induktion  für  ein  solches  erklärt.  Allein,  schon  die  Begründung 
,  dieser  Erklärung  —  durch  die  Unmöglichkeit  einer  diesem  Prinzip  wider- 
'  sprechenden  Arithmetik  —  zeigt,  daß  dieser  Widerspruch  nur  scheinbar  ist  und 
nur  in  den  Worten  liegen  kann,  indem  auch  an  dieser  Stelle  eine  Verwechslung 
der  synthetischen  Urteile  a  priori  mit  den  analytischen  Urteilen  vorliegt. 
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Erklärungsversuche  an  dem  anderen  Punkte.  So  scheitert  der 
logische  Dogmatismus,  (wie  ihn  z.  B.  noch  die  Leibnizsche 
Schule  vertrat)  an  der  Möglichkeit  der  Nicht-Euklidischen  Geo- 
metrie. So  scheitert  umgekehrt  der  Empirismus  an  der  mathe- 
matischen Apodiktizität.  Die  kritische  Methode  Kants  hingegen 
leitet  uns  dadurch  zu  der  allein  richtigen  Ansicht,  daß  sie  uns 
lehrt,  unter  Ablehnung  jedes  voreiligen  Erklärungsversuchs,  uns 
zunächst  in  den  vollständigen  Besitz  der  Tatsachen  zu  setzen. 


X. 


Vier  Briefe 


von 


Gauss  und  Wilhelm  Weber  an  Fries. 


IVütgeteilt  von 

Leonard  Nelson. 


Von  den  hier  vorliegenden,  bisher  unveröffentlichten  Briefen  sind  die  drei 
letzten  nach  den  im  Friesschen  Nachlaß  aufgefundenen  Originalen  mitgeteilt.  Der 
erste,  undatierte,  hat  sich  nur  in  einer  von  Fries'  Biographen  E.  L.  Th.  Henke 
angefertigten  Abschrift  vorgefunden.  Die  „Mathematische  Naturphilosophie",  auf 
die  er  Bezug  nimmt,  ist  im  Jahre  1822  erschienen.  —  Die  entsprechenden  Briefe 
von  Fries  sind  im  Gaußschen  Nachlaß  nicht  aufzufinden. 


Wohlgeborener  Herr,  Hochzuverehrender  Herr  Hofrat ! 

Ich  bin  ganz  beschämt,  daß  ich  so  spät  Ihren  gütigen  Brief 
beantworte  und  für  das  schätzbare  Geschenk  Ihrer  mathematischen 
Naturphilosophie  meinen  ergebensten  Dank  abstatte.  Nicht  zu 
meiner  Rechtfertigang  sondern  höchstens  zu  einiger  Entschuldigung 
kann  dienen,  daß  ich  nicht  bloß  zur  Zeit  des  Eingangs  derselben 
von  hier  abwesend  war,  sondern  auch  seitdem  bis  jetzt  mehr  ab- 
wesend als  anwesend  gewesen  bin,  und  daß  ich  die  Antwort  von 
einer  Zeit  zur  andern  verschob  in  der  Hoffnung  Zeit  zu  gewinnen, 
Ihnen  über  manches  was  mich  in  diesem  Werke  besonders  an- 
gesprochen ausführlicher  zu  schreiben.  Ohne  hierauf  Verzicht  zu 
leisten ,  kann  ich  doch  wenigstens  jetzt  nicht  länger  anstehen, 
Ihnen  meinen  verbindlichsten  Dank  abzustatten. 

Unser  gemeinschaftlicher  Freund  Posselt  hat  inzwischen  von 
dieser  Welt,  wo  das  Greistige  nur  zu  oft  in  widrigem  Konflikt 
mit  der  Außenwelt  erdrückt  wird,  einen  frühzeitigen  Abschied 
genommen.  Warum  hat  doch  die  höchste  Weisheit  es  versagt, 
den  Isis  -  Schleier ,  der  die  Rätsel  des  Daseins  auf  dieser  Welt 
deckt,  vor  dessen  Zerstörung  auch  noch  so  wenig  zu  lüften ! 

Erhalten  Sie  ein  freundschaftliches  Andenken 

Ihrem  ganz  ergebensten 
C.  F.  Gauß. 
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Göttingen,  1841.  Febr.  12. 


Verehrter  Freund , 


Ihren  gütigen  Brief  vom  28*«"  v.  M.  habe  ich  sogleich  Herrn 
Hufrat  Gauß  mitgeteilt,  der  die  Güte  hatte  über  die  Fragen,  die 
Sie  darin  wegen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  vorlegen,  sich 
ausführlich  mündlich  zu  äußern.  Ich  werde  versuchen,  so  gut  ich 
kann,  seine  Meinung  wiederzugeben. 

Er  gab  Ihnen  gleich  von  Anfang  darin  Recht,  daß  in  den 
Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  sehr  gefehlt  werden 
könne,  wenn  man  nur  auf  die  Zahlen  bauet,  welche  wiederholte 
Beobachtungen  geben,  und  nicht  jeder  anderen  Kenntnis,  die  man 
sich  von  der  Natur  der  Sache  und  deren  Verhältnissen  verschaffen 
kann,  ihr  Recht  widerfahren  läßt,  so  schwer  dies  oft  auch  sei. 
In  dieser  Hinsicht  könne  nicht  genugVorsicht  empfohlen  werden.  Die 
französischen  Mathematiker  hätten  wohl  diese  Vorsicht  nicht  immer 
genug  beobachtet;  Gauß  hat  diese  Vorsicht  bei  allen  Anwendungen, 
die  er  gemacht,  nie  aus  dem  Auge  gelassen,  und  hat  beim  Vortrag 
immer  vorausgeschickt :  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  habe  den 
Zweck,  nur  in  solchen  Fällen  eine  bestimmte  Auskunft  zu  geben, 
wo  man  außer  den  Beobachtungszahlen  nichts  weiter  von  der 
Sache  wisse  oder  berücksichtigen  wolle.w 

Gauß  erwähnte  einen  Fall,  wo  Laplace  durch  Mangel  an  jener 
Vorsicht  einen  Fehler  begangen,  der  von  Niemand  bemerkt  zu 
sein  scheint.  Laplace  sucht  nämlich  die  Wahrscheinlichkeit  einer 
Ursache  zu  bestimmen,  welche  die  Ebenen  der  Kometenbahnen  den 
Ebenen  der  Planetenbahnen  genähert  habe.  Er  zählt  die  Kometen, 
deren  Bahnen  mit  der  Erdbahn  einen  Winkel  zwischen  0°  und  45** 
und   zwischen  45"   und  90"   machen,    findet  ihre  Zahl  nahe   gleich 
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und  schließt  daraus,  daß  keine  solche  Ursache  wahrscheinlich  Statt 
gefunden  habe.  Laplace  hat  dabei  außer  Acht  gelassen ,  daß, 
wenn  jede  Lage  der  Bahn  gleiche  Wahrscheinlichkeit  besäße,  die 
Wahrscheinlichkeit,  daß  eine  Bahn  mit  der  Erdbahn  einen  Winkel 
von  0^  bis  45°  mache,  viel  kleiner  ist  als  die  eines  Winkels  von 
45°  bis  90°.  Zieht  man  nämlich  vom  Mittelpunkt  einer  Kugel 
senkrecht  gegen  die  Kometenbahn  eine  gerade  Linie  nach  der  einen 
oder  andern  Seite,  je  nachdem  die  Bahn  vorwärts  oder  rückwärts 
durchlaufen  wird,  und  nennt  den  Durchsclmittspunkt  mit  der 
Kugelfläche  den  Pol  der  Bahn,  so  würde,  wenn  man  diese  Fläche 
in  gleiche  Teile  teilt,  der  Pol  in  jedem  Teüe  mit  gleicher  Wahr- 
scheinlichkeit vermutet  werden.  Nun  ist  aber  der  Teil  vom  Pol  der 
Erdbahn  bis  zu  45°  Abstand  nicht  dem  Teile  von  45°  bis  90°  Abstand 
gleich,  sondern  es  muß  60°  statt  45°  gesetzt  werden,  um  beide  Teile 
gleich  zu  machen.  Berücksichtigt  man  dies  geometrische  Glesetz, 
so  muß  man  das  Gegenteil  schließen  von  dem  was  Laplace. 

In  allen  Eällen,  welche  Sie  anführen  als  solche,  wo  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung keine  Anwendung  finde,  stimmt  Gauß  Ihnen 
im  Wesentlichen  bei  und  führt  den  Grund  immer  darauf  zurück, 
daß  Kenntnisse  vorhanden  sind ,  die  in  den  der  Rechnung  zum 
Grunde  zu  legenden  Beobachtungszahlen  nicht  enthalten  sind: 
z.  B.  wenn  es  sich  bei  Leibrenten  um  eine  bestimmte  Person 
handelt,  von  deren  Konstitution  und  Lebensart  wir  im  Vergleich 
zur  Mehrzahl  der  Menschen  eine  gewisse  Vorstellung  haben. 

Der  hohe  Wert  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  besteht  eben 
darin,  daß  sie  gerade  in  den  Fällen,  wo  gar  keine  andern  Kennt- 
nisse vorliegen,  die  uns  leiten  können,  irgend  eine  Richtschnur  an 
die  Hand  gibt :   z.  B.  bei  der  Einrichtung  einer  Leibrentenanstalt. 

Ebenso  kann  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  dem  Gesetz- 
geber eine  Richtschnur  für  die  Bestimmung  der  Zahl  der  Zeugen 
und   der   Richter    geben,   wenn   sie   auch   für   den   einzelnen    Fall 
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nichts  lehrt.  Sie  gibt  eine  Richtschnur  für  Wetten ,  in  welchem 
Verhältnis  die  wahren  und  unwahren  Nachrichten  in  einem  Zeitungs- 
blatte sich  verhalten  werden ,  wenn  Zählungen  aus  längerer  Zeit 
vorliegen.  Sobald  es  sich  aber  von  einem  bestimmten  Fall  handelt, 
so  gilt  von  Zeugen  dasselbe,  wie  von  einer  Zeitungsnachricht,  die 
wir  vor  Augen  haben,  von  der  wir  viel  mehr  wissen,  als  was 
jene  Zählungen  enthalten. 

Eine  Angabc  kann  durch  Vermehrung  der  Beobachtungen, 
denen  aus  subjektiven  Gründen  gleiches  Vertrauen  geschenkt 
wird,  der  Wahrheit  immer  näher  gebracht  werden,  d.  h.  demjenigen 
Werte,  welcher  nach  der  angewandten  Beobachtungsweise  ohne 
Beobachtungsfehler  erhalten  werden  würde.  Ist  aber  die  Beob- 
achtungsweise irrig,  was  aus  objektiven  Gründen,  z.  B.  nach  den 
dabei  in  Betracht  kommenden  Naturgesetzen  zu  beurteilen  ist,  so 
geht  ein  konstanter  Fehler  durch  alle  Beobachtungen ,  welcher 
durch  Wiederholung  der  Beobachtung  nicht  herauszubringen  ist. 

Bei  der  Wiederkehr  des  Sonnenaufgangs  kommt  nicht  bloß 
die  wiederholte  Erfahrung  in  Betracht,  sondern  weit  mehr  noch 
die  Kenntnis  der  Gesetze ,  welche  macht ,  daß  diese  und  ähnliche 
Fälle  in  der  Natur  ganz  anders  beurteilt  werden  müssen,  als  die 
wiederkehrenden  Erscheinungen  in  der  organischen  Natur,  wo  man 
von  solchen  Gesetzen  nichts  weiß.  Dort  folgt  aus  dem  Ausbleiben 
einer  erwarteten  Erscheinung,  daß  man  ein  in  der  Natur  wirkendes 
Element  übersehen  hat:  wir  würden  also  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  solchen  Übersehens  vorher  zu  schätzen  haben.  Ganz  anders 
verhält  es  sich  z.  B.  mit  der  Verbindung  der  Tiere,  aus  der  junge 
Tiere  hervorgehen,  man  weiß  nicht  wie.  Hier  hält  man  sich  bloß 
an  die  wiederholte  Beobachtung  des  Faktums,  mid  die  Wahrschein- 
lichkeit wächst  mit  der  Wiederholung.  Der  Erfahrene  unter- 
scheidet hier  Wahrscheinlichkeiten,  wo  der  Unerfahrene  keinen 
Unterschied   macht.     Dort    hält  aber    bloß  der   ungebildete  Mann, 
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der  nichts  von  jenen  Gesetzen  weiß,  die  künftige  Wiederkehr  der 
Sonne  bloß  der  bisherigen  Erfahrung  wegen  für  wahrscheinlich. 

Gauß  hätte  selbst  wohl  einige  Zeilen  beigelegt,  wenn  er  etwas 
zu  sagen  gehabt,  dessen  Ausdruck,  um  nichts  an  Präzision  zu 
verlieren,  schwieriger  gewesen  wäre.  Er  läßt  Sie  vielmals  grüßen. 
Eine  Anzeige  hat  ihn  mit  Ihrer  Geschichte  der  Philosophie  be- 
kannt gemacht ,  wodurch  er  sehr  begierig  geworden ,  Sie  näher 
kennen  zu  lernen ,  vorzüglich  was  die  Yerirrungen  des  mensch- 
lichen Geistes  betreffe,  welche  neuerlich  vorgekommen. 

Mit  der  Bitte ,  mich  Ihrer  Frau  Gemahlin  gütigst  zu  em- 
pfehlen, verharre  ich 

Ihr  ganz  ergebener 

Wilhelm  Weber. 


Verehrtester  Herr  Hofrat 

Für  die  gewogentliche  Übersendung  Ihrer  Geschichte  der 
Philosophie  und  das  gütige  Schreiben,  womit  Sie  dieselbe  begleitet 
haben,  bin  ich  Ihnen  noch  meinen  herzlichsten  Dank  schuldig. 
Ich  habe  von  jeher  große  Vorliebe  für  philosophische  Spekulation 
gehabt ,  und  freue  mich  nun  um  so  mehr ,  in  Ihnen  einen  zuver- 
lässigen Führer  bei  dem  Studium  der  Schicksale  der  W^issenschaft 
von  den  ältesten  bis  auf  die  neuesten  Zeiten  zu  haben,  da  ich  bei 
eigner  Lektüre  der  Schriften  mancher  Philosophen  nicht  immer 
die  gewünschte  Befriedigung  gefunden  habe.  Namentlich  haben 
die  Schriften  mehrerer  vielgenannter  (vielleicht  besser,  soge- 
nannter) Philosophen,  die  seit  Kant  aufgetreten  sind,  mich  mit- 
unter an  das  Sieb  des  Bockmelkers  erinnert,  oder,  um  anstatt  des 
antiken  ein  modernes  Bild  zu  gebrauchen,  an  Münchhausens  Zopf, 
woran  er  sich  selbst  aus  dem  Wasser  zog.  Der  Dilettant  würde 
nicht  wagen,   vor  dem  Meister  ein   solches  Bekenntnis   abzulegen, 
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wäre  es  ihm  nicht  vorgekommen,  als  ob  dieser  nicht  viel  anders 
über  jene  Verdienste  urteilte,  ich  habe  uft  bedauert,  nicht  mit 
Ihnen  an  Einem  Orte  zu  leben  ,  um  aus  der  mündlichen  Unter- 
haltung mit  Ihnen  über  philosophische  Gegenstände  eben  so  viel 
Vergnügen  als  Belehrung  schöpfen  zu  können. 

Da  Sie  auch  die  Astronomie  von  Ihren  Beschäftigungen  nicht 
ausschließen ,    so    hat    folgende    Notiz    für    Sie    einiges    Interesse. 
Vor    mehr    als    50    Jahren    glaubte    Herschel    einen    brennenden 
Vulkan    im  ]\Ionde    zu    wiederholten    malen  gesehen    zu  haben;   in 
Deutschland   wollte    man    aber    nicht    recht   daran    glauben.      Die 
interessanteste  Beobachtung  dieser   Art  ist  die,  welche  Olbers  am 
5.    Februar    1821    gemacht    hat,    aus    einem    Berichte    darüber    in 
einem    Briefe    an    mich    habe    ich    damals    einen    Auszug    in    den 
Göttingischen  Gelehrten  Anzeigen    (1821  S.  449)   gegeben;    Olbers 
hält    das    Phänomen    für    reflektiertes   Erdenlieht    von    einer    sehr 
glatten  Felswand,  vielleicht   im  oder  in    der  Nähe  vom  Aristarch. 
Kater  hatte    dasdclbe  Phänomen   beobachtet    (Philosophical  Trans- 
actions  F.  1821,  part  I),  und  nennt  es  noch  geradezu  einen  Mond- 
vulkan.    Ist  Olbers    Erklärung    (wie  wohl   nicht   zu  zweifeln    ist) 
die  richtige ,    so  hat  man  Grund ,    bei  ähnlichen  Librationsverhält- 
nissen   die  Wiederkehr  einer    ähnlichen  Erscheinung  zu    erwarten. 
Ich  finde  nun  nach  einem  flüchtig  gemachten  Überschlage,  daß  die 
Librations Verhältnisse    am    Abend    des    24.    Mai    d.  J. ,    und    noch 
etwas    mehr    die    vom    20.    Junius,    denen    vom    5.    Februar    1821 
ziemlich    nahe   kommen.     Es    versteht    sich    von   selbst,    daß    man 
auch  schon    einen  Tag   früher  Acht   geben  mag ,    zumal    da  Kater 
schon    am    4.    Febr.    1821    beobachtet    hatte;    seine    Beschreibung 
weicht  übrigens  etwas  von  der  des  Dr.  0.  ab,  und  am  5,  wo  er  selbst 
abgehalten  war  und  sein  Fernrohr  einigen  Freunden  überlassen  hatte, 
scheint  in  London  das  Phänomen  auch  nicht  ganz  so  markiert  ge- 
wesen  zu  sein .    wie  in  Bremen.     Vielleicht   lassen  Sie  sich  durch 
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diese  Notiz  anreizen,    wenn  das  Wetter  in  Jena  günstig   ist,    mit 
einem  Fernrohr  nach  der  immer  seltenen  Erscheinung  auszuschauen. 

Ihrem  freundlichen  Andenken  mich 

in  hochachtungsvoller  Ergebenheit  empfehlend 

Göttingen  11.  Mai  1841.  C.  F.  Gauß. 


Göttingen,  28.  Juni  1842. 
Hochverehrter  Freund, 

meinen  herzlichen  Dank  für  Ihr  gütiges  Geschenk  Ibrer 
Kritik  der  Prinzipien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  Ihnen  dar- 
zubringen, habe  ich  bis  jetzt  verzögert,  weil  ich  Ihnen  nicht  be- 
richten konnte .  wie  sich  Gauß  darüber  geäußert  habe ,  dessen 
]\Ieinung  zu  erfahren  doch  hauptsächlich  Interesse  für  Sie  hatte. 
Gauß  hatte  mir  nämlich  gesagt,  daß  er  mit  vielem  Vergnügen 
Ihr  Werk  gelesen  habe  und  im  Wesentlichen  Ihnen  beistimmen 
müsse;  daß  er  aber  darüber  selbst  ausführlicher  an  Sie  schreiben 
wolle.  Meine  Dazwischenkunft  war  dadurch  überflüssig,  und  daß 
ich  mich  in  dieser  Sache  selbst  als  Schüler  betrachte  und  nicht 
mitzusprechen  wage,  versteht  sich  von  selbst.  Dabei  wünschte 
ich,  Ihnen  etwas  Bestimmtes  über  meine  Berufung  nach  Leipzig 
schreiben  zu  können,  von  der  Ihnen  Schwarz  erzählt  haben  wird, 
was  ich  erst  jetzt  zu  tun  im  Stande  bin,  wo  ich  meine  definitive 
Ernennung  erhalten  habe.  Ich  habe  anfangs  einiges  Bedenken 
gehabt,  diesen  Ruf  anzunehmen  aus  Rücksicht  auf  Fechner,  den 
ich  dadurch  beeinträchtigen  zu  können  fürchtete;  doch  ist  dieses 
Bedenken  ganz  gehoben  worden,  so  daß  ich  mich  recht  rein  aller 
der  Annehmlichkeiten,  die  sonst  diese  Stellung  für  mich  hat,  er- 
freuen kann.  Die  Regierung  hat  nämlich  erstens  eingewilligt  in 
eine  Verzögerung  bis  künftige  Ostern,  bis  wohin  also  Fechner  die 
Stelle   beibehalten  kann   und   im   Falle   der  Besserung   gar   nicht 
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niederzulegen  braucht.  Ferner  hat  die  Regierung  auch  gern 
meine  Erklärung  acceptiert,  daß  wenn  Fechner  später  wiederher- 
gestellt würde,  ich  seinem  Rücktritt  in  keiner  Weise  hinderlich 
sein  wolle,  daß  ihm  also  die  Direktion  des  physikalischen  Instituts 
und  der  Platz  in  der  Fakultät  für  diesen  Fall  stets  vorbehalten 
bliebe.  Dabei  hat  die  Regierung  solche  Anordnungen  getroffen, 
daß  auch  ich  für  diesen  Fall  nicht  allein  persönlich  gesichert  bin, 
sondern  auch  neben  Fechner  einen  Wirkungskreis  fände.  Endlich 
hat  Fechner  selbst  durch  seine  aufrichtigen  freundschaftlichen 
Erklärungen  jede  Spur  von  Bedenken  vollends  beseitigt.  Während 
dieser  Unterhandlungen  erhielt  ich  einen  zweiten  Ruf,  nach  Halle, 
an  Kämtz'  Stelle ,  den  ich  sogleich  angenommen  haben  würde, 
wenn  ich  den  nach  Leipzig  nicht  gehabt  hätte;  den  ich  aber  jetzt 
definitiv  abgelehnt  habe.  — 

Ich  werde  ein  magnetisches  Observatorium  in  Leipzig  bauen, 
was  mir  schon  bewilligt  ist,  und  werde  mit  Gauß  die  Herausgabe 
der  Resultate  fortsetzen :  auf  diese  Weise  hoffe  ich  auch  aus  der 
Ferne  einige  Verbindung  mit  ihm  zu  erhalten ,  eine  kleine  Ent- 
schädigung für  den  großen  Verlust ,  den  ich  erleide ,  indem  ich 
auf  den  täglichen  Verkehr  mit  ihm  verzichten  muß ;  doch  freue 
ich  mich,  daß  ich  nach  Verlust  meiner  hiesigen  Stelle  so  lange 
Zeit,  5^/2  Jahr,  mit  ihm  habe  leben  können,  was  ich  anfangs  nicht 
gehofft  hatte. 

Empfehlen  Sie  mich  gütigst  Ihrer  verehrten  Frau  Gemahlin  und 
grüßen  Sie  Schwarz  und  seine  Frau  herzlich  von  mir,  wenn  Sie  sie 
sehen.  Ich  werde  bald  wieder  einmal  Gelegenheit  suchen,  nach  Jena 
zu  kommen  und  Ihnen  meinen  Dank  noch  mündlich  abzustatten. 

Mit  inniger  Verehrung 

ihr  ganz  ergebener 

Wilhelm  Weber. 
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Es  ist  wolil  keiner  unter  uns,  der  niclit  zuweilen  mit  mehr 
oder  minder  regem  Interesse  über  den  eigenartigen  Konflikt  nach- 
gedacht hätte,  der  sich  seit  den  Anfängen  der  strengeren  modernen 
Wissenschaft  zwischen  dieser  und  der  überlieferten  Religion  ent- 
wickelt und  mit  den  wachsenden  Erfolgen  der  Wissenschaft  immer 
mehr  verschärft  hat.  Zwar  hat  es,  besonders  in  neuerer  Zeit, 
nicht  an  Versuchen  gefehlt  den  Frieden  wieder  herzustellen.  Doch 
können  wir  uns  nicht  verhehlen,  daß  bisher  die  beiden  Parteien 
einander  noch  so  erbittert  gegenüberstehen,  als  ob  das  Heil  einer 
jeden  nur  in  der  völligen  Vernichtung  des  Gegners  bestehen  könnte. 
Der  Unbefangene  indessen  wird  leicht  erkennen  oder  wenigstens 
fühlen,  daß  selbst  eine  gewaltsame  Unterdrückung  einer  der  beiden 
Weltanschauungen  für  die  andere  nur  eine  vorübergehende  Triumph- 
periode bedeuten  könnte  und  daß  der  nämliche  Kampf  wohl  bald 
von  neuem  entbrennen  würde,  vielleicht  zum  Verderben  des  zeit- 
weiligen Siegers.  Nicht  Streit  und  Haß  können  diesen  Konflikt 
aus  der  Welt  schaffen ,  sondern  nur  eine  gütliche  Verständigung 
der  Gegner.  Wir  meinen  aber  nicht  etwa,  dass  durch  schwäch- 
liche Kompromisse  von  beiden  Seiten  abgeholfen  werden  solle.  Viel- 
mehr kann  eine  Ausgleichung  der  entgegengesetzen  Überzeugungen 
nur  durch  die  Einsicht  eintreten,  daß  jener  Konflikt  auf  Irrtum 
und  Mißverständnis  beruht,  indem  nämUch  der  scheinbare  Wider- 
spruch  zwischen  Wissenschaft  und  Religion   sich   in   der   mensch- 

Abhandlungen  der  Fries'schen  Schule.    I.  Bd.  30 
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liehen  Vernunft  gar  nicht  wirklich  vorfindet,  wie  ich  mich  nach- 
zuweisen bemühen  werde.  Den  "Weg  zur  Versöhnung  dieser  beiden 
AVeltansichten  zuerst  gewiesen  zu  haben,  ist  das  Verdienst  Kants, 
durch  dessen  Auftreten  jener  Streit  im  Grunde  beigelegt  sein 
sollte.  Wenn  trotzdem  der  Friede  bis  auf  den  heutigen  Tag  noch 
so  wenig  verwirklieht  ist,  so  mag  der  Grund  dafür  darin  liegen, 
daß  seitdem  entweder  die  Leidenschaften  stärker  waren  als  die 
]\Iacht  der  ruhigen  Einsicht  oder  daß  vielleicht  einzelne  Fehler 
und  Widersprüche  in  den  Schriften  Kants  ihn  um  die  dauernde 
Anerkennung  seiner  philosophischen  Methode  und  deren  wesent- 
licher Resultate  gebracht  haben.  —  Gestatten  Sie  mir  Ihnen  im 
Folgenden  über  das  Verhältnis  der  religiösen  zur  wissenschaftlichen 
Weltansicht  die  Anschauungen  darzulegen,  die  ich  mir  durch  das 
Studium  des  Philosophen  Jacob  Friedrich  Fries  gebildet  habe, 
—  eines  heutzutage  leider  wenig  bekannten  Schülers  und  Nach- 
folgers Kants,  durch  dessen  Forschungen  mir  die  wesentlichen 
Mängel  der  kantischen  Philosophie  beseitigt  worden  zu  sein  scheinen. 

Ich  hatte  vorhin  behauptet,  der  Widerstreit  zwischen  Wissen- 
schaft und  Religion  sei  ein  nur  scheinbarer,  nicht  im  Wesen  unserer 
Vernunft  wurzelnder.  Wie  nun  aber,  wenn  er  wirklich  in  der 
Organisation  unserer  Vernunft  seinen  Ursprung  hätte  ?  Liegt  nicht 
in  der  Tat  der  Gedanke  nahe,  daß  einem  solchen  sich  durch  Jahr- 
hunderte fortpflanzenden  geistigen  Kampfe  vielleicht  ein  innerer 
Widerspruch  in  der  menschlichen  Vernunft  zugrunde  liegt,  daß 
möglicherweise  der  menschliche  Geist  überhaupt  voller  Wider- 
sprüche ist  und  daß  es  daher  keinen  Zweck  hat,  über  Meinungs- 
verschiedenheiten solcher  Art  zu  streiten.  Bevor  ich  mich  an 
mein  eigentliches  Thema  wende,  dürfte  es  daher  vielleicht  zweck- 
mäßig sein,  uns  darüber  zu  verständigen,  was  die  Begriffe  Wahr- 
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heit  und  Irrtum  eigentlich  bedeuten  und  ob  unsere  Vernunft  über- 
haupt darauf  Anspruch  erheben  kann,  wahre  Erkenntnis  zu  be- 
sitzen. 

Der  absolute  Skeptizismus  verneint  bekanntlich  die  letzte 
Frage;  er  lehrt,  unsere  Erkenntnisse  seien  alle  irrig  und  nichts 
als  eitel  Trug  und  Schein.  Es  liegt  aber  auf  der  Hand,  daß 
dieser  Skeptizismus  sich  selbst  widerlegt.  Wenn  nämlich  alle 
unsere  Erkenntnisse  irrig  sind,  wer  bürgt  dann  dem  Skeptiker 
dafür,  daß  gerade  seine  Aussage  über  die  Untauglichkeit  seiner  Ver- 
nunft wahr  ist?  Müßte  er  nicht  vielmehr  folgerichtig  überhaupt 
aufhören  zu  denken  und  zu  urteilen?  Ja  noch  mehr:  allein  die 
Möglichkeit  des  Zweifeins  setzt  notwendig  die  Überzeugung  voraus, 
daß  es  irgend  eine  Wahrheit  für  uns  giebt.  Der  Zweifel  ist  überall 
da  berechtigt,  wo  er  ein  Aufschieben  des  Urteils  bedeutet,  wo  er 
eine  Erkenntnis  auf  ihre  Gültigkeit  hin  prüft;  ein  Urteil  be- 
zweifeln bedeutet  nämlich  eine  Ungewißheit,  ob  es  wahr  oder 
irrig  ist ,  wobei  die  Zuversicht  auf  eine  Wahrheit  schon  zugrunde 
liegt,  wie  ich  dies  gleich  näher  beleuchten  werde.  Ohne  diese 
Behauptung  zu  bestreiten,  könnte  nun  ein  Skeptiker  einwenden, 
unsere  Vernunft  besitze  zwar  mancherlei  wahre  Erkenntnisse,  aber 
sie  enthielte  auch  Widersprüche ,  und  zu  diesen  gehöre  auch  der 
Gegensatz  zwischen  religiöser  und  wissenschaftlicher  Weltansicht. 
Demgegenüber  ist  zunächst  zu  bemerken,  daß  dieser  Einwand 
völlig  willkürlich  ist;  ob  er  zutrifft  oder  nicht,  läßt  sich  nur 
durch  eine  vorurteilsfreie  Selbstbeobachtung  der  Vernunft  ent- 
scheiden, ein  Verfahren ,  welches  Fries  in  seiner  „Neuen  Kritik 
der  Vernunft"  lehrt,  und  welches  tatsächlich  zu  dem  entgegen- 
gesetzten Resultate  führt. 

Für  uns  ist  es  wichtig,  festzuhalten,  daß  wir  nicht  davon 
ausgehen  dürfen,  an  der  Wahrheit  überhaupt  zu  zweifeln,  daß  viel- 
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mehr  jeder  Denktätigkeit  als  solcher,  also  auch  jeglichem  Philo- 
sophieren, das  feste  Selbstvertrauen  der  Vernunft  zu  ihrer  "Wahr- 
haftigkeit als  erste  notwendige  Voraussetzung  zugrunde  liegt. 
Jeder  Mensch,  der  nicht  durch  eine  künstliche  Spekulation  an  dem 
gesunden  Grebrauch  seiner  Vernunft  irre  gemacht  ist,  ist  von  der 
objektiven  Gültigkeit  seiner  Erkenntnis ,  d.  h.  von  der  Existenz 
der  erkannten  Gegenstände  unmittelbar  überzeugt.  Es  ist  dies 
eine  unumstößliche  Tatsache  der  inneren  Erfahrung.  Sie  läßt  sich 
weder  anzweifeln  —  der  Zweifelnde  selbst  muß  sie  ja  unbewußt 
voraussetzen  — ,  noch  auch  näher  erklären  für  jemand,  der  weiß, 
worin  das  Erklären  besteht  und  was  für  Erkenntnisse  sich  über- 
haupt erklären  lassen.  Erklären  muß  man  vielmehr  die  Möglich- 
keit des  Irrtums.  Dieser  entsteht  dadurch,  daß  die  Mehrzahl 
unserer  Erkenntnisse  nicht  unmittelbar  aus  der  selbsttätigen 
Vernunft  entspringen,  sondern  mittelbare  Produkte  der  Reflexion 
sind.  Die  Reflexion  aber  ist  das  Vermögen  des  willkürlichen 
Wiederbewußtwerdens  der  Erkenntnisse  und  besteht  darin,  daß 
die  Vernunft  sich  derjenigen  ihrer  eigenen  Erkenntnisse,  die  dunkel, 
sozusagen  in  latentem  Zustande,  im  Gedächtnis  ruhen,  mittelbar 
wieder  bewußt  werden  kann.  Die  Willkürlichkeit,  mit  der  die  Re- 
flexion bei  dieser  Wiederholung  der  in  der  Vernunft  schon  ent- 
haltenen Erkenntnisse  vorgeht,  ist  der  eigentliche  Grund  für  die 
Möglichkeit  des  Irrtums.  Näher  hierauf  einzugehen  würde  mich 
zu  sehr  von  meinem  Thema  abführen  ^  Für  uns  kommt  es  hier 
darauf  an,  einzusehen,  daß  eine  unmittelbare  Erkenntnis  als  solche 
unbezweifelbar  ist,  gemäß  dem  vorhin  erwähnten  Grundsatze  des 
Selbstvertrauens    der  Vernunft,    und   daß   es   in  jedem   gegebenen 

*  Eine  eingehendere  P^rörterung  der  hierher  gehörigen  Lehren  findet  man 
im  ersten  Hefte  dieser  Abhandlungen,  unter  dem  Titel :  Die  kritische  Methode  und 
das  Verhältnis  der  Psychologie  zur  Philosophie. 


—     447     — 

Falle  nur  darauf  ankommen  kann,  festzustellen,  ob  eine  bestimmte 
Erkenntnis  eine  mittelbare,  also  der  Möglichkeit  des  Irrtums  unter- 
worfene, oder  eine  unmittelbare,  also  wahre,  Erkenntnis  ist.  Ist 
nämlich  eine  Erkenntnis  mittelbar,  so  ist  sie  nur  dann  wahr,  wenn 
sie  mit  den  unmittelbaren  Erkenntnissen  der  Vernunft  übereinstimmt. 
In  dieser  inneren  Übereinstimmung  der  Erkenntnisse  unter  ein- 
ander haben  wir  ein  sicheres  Kriterium,  um  Irrtum  von  Wahr- 
heit zu  unterscheiden,  so  schwierig  es  auch  im  einzelnen  Falle 
sein  mag,  dies  Kriterium  wirklich  anzuwenden. 

Anders  steht  es  nun,  wenn  man  rücksichtlich  der  Wahrheit 
einer  Erkenntnis,  statt  sie  dem  Irrtume  entgegenzusetzen,  die 
Forderung  stellt,  daß  die  Erkenntnis  mit  dem  Gegenstande, 
auf  den  sie  sich  bezieht,  übereinstimmen  solle.  Es  ist  dies  eine 
andere  Idee ,  die  man  sich  von  der  Wahrheit  bilden  kann ;  es  ist 
aber  eben  auch  nur  eine  Idee,  indem  nämlich  ein  Kriterium  für 
die  Wahrheit  in  diesem  Sinne  durchaus  unmöglich  ist.  Denn  um 
zu  prüfen,  ob  eine  Erkenntnis  mit  ihrem  Gregenstande  übereinstimmt, 
müßte  ich  die  Möglichkeit  haben,  aus  meiner  Erkenntnisweise  ge- 
wissermaßen herauszutreten,  um  meine  Erkenntnis  mit  dem  be- 
trefienden  Gegenstande  zu  vergleichen,  was  offenbar  nicht  angeht. 
Nennt  man  nun  mit  Fries  diesen  Begriff  der  Wahrheit  —  also 
Übereinstimmung  der  Erkenntnis  mit  ihrem  Gegenstande  —  trans- 
zendentale Wahrheit,  den  anderen  dagegen,  der  in  der  Über- 
einstimmung der  Erkenntnis  mit  den  unmittelbaren  Erkenntnissen 
der  Vernunft  bestand,  empirische  Wahrheit,  so  können  wir 
behaupten,  daß  wir  nur  die  empirische  Wahrheit  einer  Erkenntnis, 
nicht  aber  ihre  transzendentale  Wahrheit  einer  Prüfung  unterwerfen 
können.  Mit  dieser  Unterscheidung  der  transzendentalen  und  empi- 
rischen Wahrheit  haben  wir  aber ,  wie  sich  im  Folgenden  zeigen 
wird,  bereits  den  Kern  des  Unterschiedes  zwischen  Religion  und 
Wissenschaft  berührt. 
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in  der  Tat  entspricht  diese  Unterscheidung  genau  der  zwischen 
Ding  an  sich  und  Erscheinung  im  Sinne  Kants.  Transzendentale 
und  empirische  Wahrheit ,  ewiges  und  endliches  Sein ,  Glaube  und 
^^'issen  sind  verschiedene  Bezeichnungen  für  dasselbe  Verhältnis. 
Was  sind  nun  Dinge  an  sich  ?  Es  sind  die  Dinge  so  wie  sie  unab- 
hängig von  der  Erkenntnistätigkeit  irgend  einer  Vernunft  bestehen. 
Erscheinung  dagegen  ist  das  Ding  so,  wie  ich  es  auf  subjektiv 
beschränkte  Weise  erkenne.  Wir  werden  sehen,  daß  die  wissen- 
schaftliche Erkenntnisweise  auf  Erscheinungen  eingeschränkt  ist, 
während  der  Grlaube  auf  Dinge  an  sich  geht. 

Zieht  man  das  Verhältnis  zwischen  den  Dingen  an  sich  und 
unserer  Erkenntnis  in  Erwägung,  so  sind  überhaupt  nur  drei  Fälle 
möglich.  Entweder  wir  erkennen  die  Dinge  so ,  wie  sie  an  sich 
sind,  oder  wir  erkennen  sie  zwar  nicht  wie  sie  an  sich  sind,  aber 
doch  so,  daß  unsere  Erkenntnis  noch  irgend  eine  Beziehung  zu 
den  Dingen  an  sich  hat,  oder  endlich  unsere  Erkenntnis  hat  gar 
keine  Beziehung  zu  Dingen  an  sich,  sie  ist  bloßer  Schein.  Der 
erste  Fall  wäre  der,  daß  unserer  Erkenntnis  uneingeschränkte 
transzendentale  Wahrheit  zukäme;  im  zweiten  Falle  wäre  unsere 
Erkenntnis  eine  Erkenntnis  von  Erscheinungen;  im  dritten  Falle 
dagegen  wäre  unsere  Erkenntnis,  selbst  wenn  sie  in  sich  wider- 
spruchlos —  also  in  empirischer  Hinsicht  wahr  —  wäre,  in  trans- 
zendentaler Hinsicht  bloßer  Schein.  Diesen  letzten  Fall  nun  haben 
wir  bereits  behandelt,  und  gefunden,  daß  er  dem  faktischen  Selbst- 
vertrauen der  Vernunft  widerspricht,  welches  durch  mittelbare 
Prüfung  zwar  nicht  näher  begründet,  aber  auch  nicht  widerlegt 
werden  kann,  sondern  jeder  Denktätigkeit  als  ursprünglichste 
Voraussetzung  zugrunde  liegt. 

Es  kann  sich  also  nur  noch  darum  handeln,  ob  unsere  Er- 
kenntnis den  Dingen  an  sich  entspricht  oder  nur  auf  Erscheinungen 
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geht,  ob  wir  also  die  Dinge  so  erkennen  wie  sie  an  sich  sind, 
oder  nur  auf  eine  beschränkte  Weise.  Den  ersten  Fall  haben  wir 
schon  flüchtig  berührt;  wir  sahen,  daß  wir  nicht  die  Möglichkeit 
haben.  Erkenntnis  und  Gegenstand  mit  einander  zu  vergleichen, 
so  daß,  selbst  wenn  unserer  Erkenntnis  uneingeschränkte  Über- 
einstimmung mit  den  Dingen  an  sich  zukommen  sollte,  wir  nie  einen 
positiven  Beweis  hierfür  zu  führen  vermöchten.  Dagegen  läßt 
sich  in  negativem  Sinne  beweisen,  daß  die  Gegenstände  unserer 
Erkenntnis,  so  wie  sie  uns  durch  die  sinnlichen  Anschauungen 
gegeben  werden,  keine  Dinge  an  sich  sein  können.  Dieser  Beweis, 
daß  die  Erfahrung  nicht  auf  Dinge  an  sich  gehen  kann,  wird  ge- 
führt durch  die  Auflösung  der  sogenannten  Antinomieen  der  mensch- 
lichen Vernunft,  wodurch  nachgewiesen  wird,  daß  die  Gegenstände 
der  Erfahrung  dem  Begriff  von  Dingen  an  sich  wddersprechen. 
Bevor  wir  nun  an  die  für  unser  Thema  sehr  wichtige  allgemeine 
Betrachtung  der  Antinomie  gehen,  wird  es  vielleicht  für  die  Ver- 
ständlichkeit vorteilhaft  sein ,  uns  diese  Verhältnisse  an  dem  be- 
sonderen Beispiele  einer  bestimmten  Antinomie  klar  zu  machen. 
Es  möge  sich  um  die  Frage  handeln,  ob  die  räumliche  und 
zeitliche  Ausdehnung  der  Welt  eine  endliche  oder  unendliche  Größe 
hat.  Die  Antinomie  besteht  nun  in  der  merkwürdigen  Tatsache, 
daß  sich  jede  der  beiden  Möglichkeiten  beweisen  läßt,  und  zwar 
dadurch,  daß  für  jeden  Fall  das  Gegenteil  widerlegt  wird.  Daß 
die  Welt  unendlich  ist,  wird  folgendermaßen  widerlegt.  Eine  un- 
endliche Größe  müßte  eine  solche  sein,  die  größer  ist  als  jede 
noch  so  große  gegebene.  Keine  noch  so  große  gegebene  Größe 
kann  daher  eine  unendliche  Größe  sein.  Der  Begriff  des  Unend- 
lichen bezeichnet  vielmehr  nur  die  Aufgabe,  eine  veränderliche 
Größe  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen  zu  lassen.  Das  Unend- 
liche kann  also  nur  als  ein  Vorstellung??prozeß ,  nicht  aber  als  die 
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Größe  eines  wirklich  existierenden  Gegenstandes  gedacht  werden. 
Die  Größe  der  Welt  kann  daher  nicht  unendlich  sein. 

Soll  die  Welt  aber  eine  endliche  Größe  haben,  so  muß  sie 
allseitig  begrenzt  sein.  Dem  widerspricht  aber  die  Anschauung 
des  Raumes  und  der  Zeit,  die  sich  beide  nicht  begrenzt,  sondern 
nur  unendlich  ausgedehnt  vorstellen  lassen;  die  Begrenzung  eines 
vorgestellten  noch  so  großen  Raumes  müßte  ja  doch  wieder  von 
dem  außerhalb  befindlichen  Räume  gebildet  werden.  Die  Welt 
kann  also  auch  keine  endliche  Größe  haben.  Diese  Antinomie 
zeigt  also,  daß  die  Welt  weder  eine  endliche  noch  eine  unendliche 
Größe  haben  kann,  bezw.  umgekehrt,  daß  sie  sowohl  endlich  als 
auch  unendlich  sein  muß. 

Dieser  Widerspruch  läßt  sich  leicht  heben,  wenn  man  bemerkt, 
daß  die  Problemstellung  bereits  einen  Fehler  enthielt.  Die  Dis- 
junktion, daß  die  Welt  entweder  eine  endliche  oder  eine  unendliche 
Größe  hat,  ist  nämlich  unvollständig;  es  bleibt  noch  die  dritte 
Möglichkeit,  daß  sie  überhaupt  nicht  dem  Gesetze  der  Größe 
unterworfen  ist.  Nun  haben  wir  in  der  Antinomie  gesehen,  daß 
jede  der  ersten  beiden  Annahmen  auf  Widersprüche  führt.  Folg- 
lich findet  der  dritte  Fall  statt,  und  die  Welt,  d.  h.  der  Inbegriff 
aller  existierenden  Dinge,  unterliegt  überhaupt  nicht  dem  Größen- 
gesetze. Da  wir  aber  die  Welt  nur  unter  den  Größenverhältnissen 
des  Raumes  und  der  Zeit  erkennen,  so  folgt,  daß  unsere  Er- 
kenntnis der  Welt  nicht  mit  der  Welt ,  wie  sie  unabhängig  von 
unserer  Erkenntnis  besteht,  übereinstimmen  kann. 

Allgemein  betrachtet  ist  der  Grundgedanke  der  Antinomieen 
und  deren  Auflösung  folgender.  Ein  Ding  an  sich  ist  ein  Ding 
so  wie  es  unabhängig  von  meiner  Erkenntnis  schlechthin  besteht. 
Sollen  also  die  Gegenstände  unserer  Erfahrung  Dinge  an  sich  sein, 
so  müssen  sie  schlechthin  gegeben  sein.   Nun  erkenne  ich  aber  die 
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Gregenstände  unter  Bedingungen  der  räumlichen  und  zeitlichen 
Ausdehnung,  und  zwar  so,  daß  die  Reihe  der  Bedingungen  unend- 
lich ist;  beispielsweise  die  Reihe  der  Ursachen  irgend  einer  Be- 
gebenheit. Eine  unendliche  Reihe  von  Bedingungen  kann  aber 
nicht  schlechthin  gegeben  sein,  denn  eine  unendliche  Reihe  wäre 
eine  solche,  die  größer  ist  als  jede  noch  so  große  gebene.  Wenn  aber 
die  ganze  Reihe  der  Bedingungen  nicht  schlechthin  bestehen  kann, 
so  kann  der  bedingte  Gegenstand  noch  viel  weniger  an  sich  exi- 
stieren. Die  Gegenstände  der  Erfahrung  widersprechen  also  dem 
Begriff  von  Dingen  an  sich.  Sobald  man  sie  für  Dinge  an  sich 
hält  und  ihnen  Eigenschaften  beilegt,  die  nur  Dingen  an  sich 
zukommen,  gerät  man  in  Widersprüche  zwischen  diesen  Eigen- 
schaften und  denen,  die  den  Gegenständen  infolge  unserer  Er- 
kenntnisweise zukommen.  Unsere  Erkenntnis  ist  ja  an  die  An- 
schauungsformen des  Raumes  und  der  Zeit  gebunden,  mithin  an 
Größenbedingungen,  die,  wie  wir  sehen,  dem  Begriff  von  Dingen 
an  sich  widersprechen.  Diese  mathematischen  Anschauungsformen 
enthalten  also  den  eigentlichen  Grund  für  die  Beschränktheit  un- 
serer Erkenntnisweise. 

Die  Auflösung  der  Antinomieen  ergiebt  also,  daß  die  Gegen- 
stände der  Erfahrung  keine  Dinge  an  sich  sein  können.  Andrer- 
seits hatten  wir  gesehen,  daß  sie  auch  nicht  bloßer  Schein  sein 
können.  Folglich  bleibt  nur  noch  die  Möglichkeit,  daß  sie  Er- 
scheinung der  Dinge  an  sich  sind.  Wie  kommen  wir  denn  aber 
überhaupt  dazu,  Dinge  an  sich  anzunehmen,  wenn  doch  aUe  Gegen- 
stände unserer  Erkenntnis  nur  Erscheinungen  sein  können?  Darauf 
ist  zu  antworten:  Wenn  ein*  Ding  Erscheinung,  und  nicht  Schein, 
ist.  so  muß  etwas  da  sein,  was  erscheint,  sonst  wäre  eben  die  Er- 
scheinung selbst  das  Ding  an  sich.  Wir  bilden  uns  nicht  etwa 
willkürlich  eine  Idee  von  Dingen  an  sich,   nach  denen  sich  unsere 
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Erkenntnis  richten  soll.  Viclmelir  geht  jede  unbefangene  Vernunft 
von  der  Überzeugung  aus,  Dinge  an  sich  zu  erkennen,  und  erst  ein 
ausgebildetes  lletlexionsvermögen  bringt  ihr  zum  Bewußtsein,  daß 
die  G-egenstände  der  Erfahrung  nicht  Dinge  an  sich  sein  können. 
Die  Tatsache  dieses  Vertrauens  der  Vernunft  auf  die  objektive 
Gültigkeit  ihrer  Erkenntnisse,  d.  h.  darauf,  daß  ihre  Erkenntnisse 
sich  auf  Dinge  an  sich  beziehen,  bildet  die  eigentliche  Wurzel  des 
religiösen  Glaubens.  Die  Gegenstände  der  Erfahrung  dagegen 
machen  das  Gebiet  des  Wissens  und  der  Wissenschaft  aus.  Mit 
diesem,  als  dem  leichter  Faßlichen  und  Evidenteren,  wollen  wir 
uns  zunächst  beschäftigen. 

Das  Wissen  ist  diejenige  Überzeugungsart  der  menschlichen 
Vernunft,  die  wir  von  den  Gegenständen  unserer  sinnlichen  An- 
schauungen haben.  Zum  Wissen  gehören  aber  nicht  nur  die  sinn- 
lichen Anschauungen  selbst,  sondern  auch  alle  Erkenntnisse,  die 
sich  auf  die  Gegenstände  der  Sinne  anwenden  lassen,  indem  sie 
dazu  dienen,  die  Sinneswahrnehmungen  gesetzmäßig  zu  verbinden. 
Die  Erkenntnisquellen  der  menschlichen  Vernunft  sind  nämlich 
zunächst  die  Sinne.  Diese  geben  uns  aber  nur  den  für  sich  zu- 
sammenhangslosen und  ungeordneten  Gehalt  unseres  Wissens. 
Der  äußere  Sinn  läßt  uns  die  räumlichen  Gegenstände  wahr- 
nehmen, während  wir  uns  durch  den  inneren  Sinn  unserer  eigenen 
Geistestätigkeiten  bewußt  werden. 

Die  Form  aber ,  durch  die  erst  Einheit  und  Verbindung  in 
unsere  Erkenntnisse  kommt,  ist  von  zweierlei  Art :  Einerseits  die 
schon  erwähnten  Anschauungsformen  des  Raumes  und  der  Zeit, 
die  die  mathematische  Zusammensetzung  des  sinnlichen  Gehaltes 
der  Erkenntnis  ermöglichen;  andrerseits  die  nur  denkbaren,  von 
Kant    metaphy.^isch    genannten    Formen    der    notwendigen   Ver- 
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knüpfung,    zn    denen   beispielsweise    die    Begriffe   von    Causalität, 
Kraft,  Materie  gehören. 

Wissenschaft  ist  der  Begriff  einer  logisch-systematischen 
Anordnung  des  durch  das  Wissen  gegebenen  Materiales,  bczw. 
die  methodische  Aufsuchung  eines  solchen  Systems.  Wissen  und 
Wissenschaft  unterscheiden  sich  lediglich  formal,  nicht  dem  Inhalte 
nach.  Ein  wissenschaftliches  System  kommt  nun  zustande  durch 
die  Unterordnung  der  Gegenstände  der  sinnlichen  Anschauung 
unter  die  notwendigen  metaphysischen  Vernunftgesetze,  wodurch 
uns  der  Begriff  der  Natur  entsteht  als  Begriff  des  Daseins  der 
Dinge  unter  notwendigen  Gesetzen.  Dieses  Unterordnen  macht 
das  eigentliche  Geschäft  der  Erfahrung  aus,  die  ja  nicht  nur  die 
Summe  der  einzelnen  Sinnes  Wahrnehmungen  ist,  sondern  eine  ge- 
setzmäßige Verknüpfung  derselben  enthält.  IsTaturgesetzmäßigkeit 
aller  Erscheinungen  der  Sinnenwelt  ist  das  Grundprinzip  der 
Wissenschaft ,  und  zwar  erstreckt  es  sich  nicht  allein  auf  die 
Körperwelt,  sondern  es  findet  auch  gleicherweise  Anwendung  auf 
die  gesamte  geistige  Erscheinungs weit.  Wissenschaft  und 
Natur  sind  durchaus  Wechselbegriffe. 

Jene  Unterordnung  der  zufälligen  sinnlichen  Tatsachen  unter 
die  notwendigen  Vernunftgesetze  geschieht  durch  logische  Schluß- 
folgerungen, in  deren  systematischem  Aufbau  das  Wesen  der 
Theorie  besteht.  Diese  Unterordnung  der  Tatsachen  unter  die 
Gesetze,  d.  h.  die  Vereinigung  des  sinnlichen  Gehaltes  unserer 
Erkenntnis  mit  ihrer  begrifflichen  Form,  wird  vermittelt  durch 
die  mathematische  Erkenntnisweise,  die  das  Eigentümliche  an 
sich  hat,  daß  sie  einerseits  mit  den  Sinnesanschauungen  die  An- 
schaulichkeit, andrerseits  aber  die  Notwendigkeit  mit  dem  Natur- 
gesetze gemein  hat.  Die  Herrschaft  der  Theorie  kann  sich  daher 
auch  nur   so   weit   erstrecken   wie  die  Anwendbarkeit  der  Mathe- 
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matik.  Denn  ohne  dieses  vermittelnde  Bindeglied  ist  eine  Unter- 
ordnung der  sinnlichen  Anschauungen  unter  das  Gesetz  unmöglich. 
Aus  diesem  Umstände  läßt  sich  eine  für  unsere  weiteren  Be- 
trachtungen höchst  wichtige  Folgerung  ziehen.  Alle  Theorie  ist 
nur  imstande  die  quantitativen  Verhältnisse  der  Gegenstände  unter 
einander  festzulegen,  während  sie  an  ihren  qualitativen  Bestim- 
mungen eine  unüberwindliche  Schranke  findet.  Alles,  was  sich 
nicht  zählen  und  messen  läßt,  das  liegt  außerhalb  des  Gebietes 
der  naturwissenschaftlichen  Theorie.  Alle  Sinnesempfindungen,  wie 
Farbe,  Ton  und  Duft,  lassen  sich  deshalb  auf  keine  Weise  näher 
erklären,  und  ihre  Möglichkeit  kann  kein  Problem  der  Natur- 
wissenschaft bilden.  Wohl  läßt  sich  erklären,  wie  die  Schwin- 
gungen einer  Saite  entstehen,  wie  diese  Schwingungen  von  der 
Luft  angenommen  imd  auf  unser  Gehörorgan  übertragen  werden, 
und  wie  sich  die  Erregung  von  dort  aus  weiter  durch  die  Nerven 
ins  Gehirn  fortpflanzt.  Warum  wir  aber  diese  Bewegungen  als 
Klang  empfinden,  das  ist  kein  Thema  für  eine  wissenschaftliche 
Erklärung.  Es  wird  immer  nur  eine  Bewegung  aus  einer  anderen 
erklärt,  d.  h.  es  werden  die  quantitativen  Verhältnisse  verschiedener 
Gegenstände,  nämlich  der  Saite,  der  Luft  u.  s.w.,  in  ihren  Be- 
ziehungen zu  einander  betrachtet.  Das  Qualitative  an  diesen  Er- 
scheinungen, das,  was  wir  als  Klang  empfinden,  kann  aus  diesen 
Erklärungen  niemals  abgeleitet  werden. 

.lede  erklärende  Theorie  in  den  Naturwissenschaften  kann  sich 
also  einzig  und  allein  auf  die  räumlichen  und  zeitlichen  Verhält- 
nisse der  Gegenstände  unserer  Erkenntnis  zu  einander  erstrecken. 
Dafür  aber  hat  auf  diesem  Gebiete  die  Theorie  uneingeschränkte 
Herrschaft,  indem  jede  Naturerscheinung  sich  auf  wissenschaft- 
lichem Wege  und  nur  auf  diesem  erklären  lassen  muß.  Daß  bisher 
noch  gar  manche  Erscheinungen  unerklärt  sind,  liegt  nicht  an  der 
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Unzulänglichkeit  der  wissenschaftlichen  Methode,  sondern  nur 
daran,  daß  entweder  die  Beobachtungen  noch  nicht  ausreichen 
oder  die  in  Frage  kommenden  mathematischen  Verhältnisse  zu 
kompliziert  sind. 

Worin  besteht  nun  die  Erklärung  einer  Erscheinung?  In 
nichts  anderem  als  in  ihrer  Zurückführung  auf  allgemeine  Natur- 
gesetze. Und  zwar  wird  eine  Erklärung  um  so  vollständiger  sein, 
je  allgemeiner  die  G-esetze  sind,  bis  auf  welche  die  Zurückführung 
gelungen  ist.  Die  allgemeinsten  Naturgesetze  sind  aber  die  Grund- 
gesetze der  Mechanik.  Von  der  vollständigen  Erklärung  einer 
Erscheinung,  welcher  Art  diese  auch  sein  mag,  werden  wir  also 
ihre  Zurückführung  auf  mechanische  Prinzipien  fordern  müssen. 
Die  Mechanik  ist  nämlich  nichts  anderes  als  die  gesonderte  Ent- 
wicklung jener  vorhin  erwähnten  mathematisch  -  metaphysischen 
Formen  der  Erfahrung  und  ist  ein  System  von  Begriffen  und  Ge- 
setzen, das  sich  aus  den  Grundbegriffen  der  Kraft,  der  Masse, 
des  Raumes  und  der  Zeit  ableiten  läßt.  Es  sei  indessen  bemerkt, 
daß  sich  auch  andere  Systeme  aus  von  einander  unabhängigen 
mechanischen  G-rundbegriffen  denken  lassen  und  daß  insbesondere 
der  Versuch  gemacht  worden  ist,  den  Begriff  der  Kraft  durch  den 
der  Energie  zu  ersetzen.  Es  ist  hier  nicht  der  Ort  zu  unter- 
suchen, welches  von  diesen  Systemen  die  einfachsten  Erklärungen 
für  die  Vorgänge  der  Erscheinungswelt  ermöglicht.  Diese  Frage 
ist  zur  Zeit  noch  nicht  gelöst  und  für  uns  hier  auch  nicht  von 
großem  Interesse,  da  es  lediglich  eine  Frage  der  Zweckmäßigkeit 
ist  und  nicht  eine  solche,  die  die  Richtigkeit  und  Sicherheit  der 
aus  jenen  verschiedenen  Systemen   abgeleiteten  Resultate  betrifft. 

Es  leuchtet  wohl  ein,  daß  für  jedes  System  der  Mechanik 
die  Zahl  der  Grundbegriffe  und  Grundgesetze  eine  ganz  bestimmte 
sein  muß  und  daß  daher  die  erklärende  Naturwissenschaft   in  re- 
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gressiver  Rücksicht,  d.  h.  in  der  Aufsuchung  der  letzten  theore- 
tischen Erklärungsgründe ,  prinzipiell  vollendbar  ist ,  indem  es 
möglich  sein  muß ,  jede  Erscheinung  auf  die  denkbar  einfachsten 
mechanischen  Gesetze  zurückzuführen.  Welches  diese  Gesetze  sind 
und  ob  sie  zur  Zeit  überhaupt  schon  feststehen,  ist  für  unsere 
Betrachtungen  belanglos.  In  progressiver  Hinsicht  dagegen,  d.  h. 
wenn  es  sich  darum  handelt,  die  gegebenen  Erklärungsgründe  auf 
das  Gebiet  der  wirklichen  Erscheinungen  anzuwenden,  ist  die 
Naturwissenschaft  prinzipiell  unvoUendbar ;  denn  die  unendliche 
Mannigfaltigkeit  der  Erscheinungen  stellt  der  "Wissenschaft  immer 
nene  Aufgaben.  Die  unendliche  Ausdehnung  und  Teilbarkeit  des 
Raumes  und  der  Zeit  gestatten  es  nicht,  irgend  eine  Erscheinung 
als  die  letzte  zu  betrachten  und  lassen  stets  freies  Feld  für 
weitere  Forschungen. 

Daß  die  mathematischen  Anschauungen  des  Raumes  und  der 
Zeit  diesen  Charakter  der  Unvollendbarkeit  tragen,  hangt  mit  der 
vorhin  erwähnten  Getrenntheit  der  Quellen  unserer  Erkenntnis 
zusammen.  Da  sich  die  Vernunft  den  Gehalt  ihrer  Erkenntnis 
nicht  selbst  zu  geben  vermag,  sondern  ihn  erst  von  der  äußeren 
Anregung  durch  den  Sinn  erwarten  muß ,  kann  auch  in  ihr  kein 
Grund  für  die  Unmöglichkeit  immer  neuer  sinnlicher  Anregungen 
liegen;  denn  die  Bedingungen  dieser  Anregung  liegen  ja  nicht 
in  der  Vernunft  selbst,  so  daß  das  Eintreten  oder  Nicht-Eintreten 
neuer  Anregungen  von  der  Vernunft  unabhängig  ist  und  für  sie 
schlechthin  zufällig  bleibt.  Es  muß  daher  die  Form  der  anschau- 
lichen Auffassung  dieses  Gehaltes  die  Möglichkeit  einer  stets  fort- 
schreitenden Erweiterung  desselben  zulassen  und  deshalb  den 
Charakter  der  Unvollendbarkeit  an  sich  tragen. 

Trotz  dieser  Unvollendbarkeit  bildet  aber  die  Wissenschaft  ein 
ihrem  Begriffe  nach  scharf  umschriebenes,  unabhängiges,  sich  selbst 
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durchaus  genügendes,  widerspruchloses  Gebiet  in  den  Erkennt- 
nissen der  menschlichen  Vernunft.  Scharf  umschrieben,  weil  sich  von 
jedem  Problem  mit  Bestimmtheit  sagen  läßt,  ob  es  in  ihr  Gebiet 
gehört  oder  nicht;  unabhängig  und  sich  selbst  genügend,  weil 
ihre  Erklärungsgründe  in  ihr  selbst  enthalten  sind  und  keiner 
Begründung  duiTh  ihr  fremde  Prinzipien  bedürfen;  widerspruchslos, 
weil  die  Wissenschaft  es  nur  mit  der  Erscheinungswelt  zu  tun 
hat,  also  nur  mit  empirischer  Wahrheit  die  ja  in  der  Überein- 
stimmung der  Erkenntnisse  untereinander  ihr  Kriterium  hat. 
Wollte  man  aber  von  der  Wissenschaft  verlangen,  sie  solle  abso- 
lute, transzendentale  Wahrheit,  liefern,  so  würde  man  allerdings 
sogleich  die  vorhin  erwähnten  Widersprüche  der  Antinomieen  in 
,  sie  einführen.  Diese  Forderung  nach  transzendentaler  Wahrheit 
führt  uns  vielmehr  aus  dem  Gebiete  der  Wissenschaft  hinaus  un- 
mittelbar in  das  des  Glaubens, 

Durch  den  Umstand,  daß  unsere  Erfahrungserkenntnis  an  not- 
wendige Schranken   gebunden   und  unvollendbar  ist,    wird  Raum 

jfür  den  Glauben  in  unserer  Vernunft.    Es  handelt  sich  aber  hier 

I wohlverstanden  um  den  religiösen  Glauben,  nicht  etwa  um  den 
Glauben  in  der  Bedeutung  von  Meinung.     Der  letztere    ist  nichts 

j weiter  als  ein  niedrigerer  Erkenntnisgrad  des  Wissens;  er 
unterscheidet  sich  nur  gradweise,  nicht  der  Erkenntnis a r t  nach 

ivom  Wissen.  Er  bedeutet  eigentlich  nur  eine  Zurückhaltung  des 
Urteils  in  Eällen,  wo  mir  die  hinreichenden  Daten  fehlen,  um  ein 

Isicheres  Urteil  auszusprechen.  Auch  der  historische,  auf  Über- 
lieferung gegründete,    Glaube  ist  streng  von    dem    religiösen    zu 

ischeiden.  Beiden  gemeinsam  ist  allerdings  das  Vertrauen,  wel- 
ches im  Glauben  enthalten  ist.  Während  aber  der  historische 
Glaube  auf  eine  fremde  Autorität  vertraut ,    handelt  es  sich  beim 
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religiösen  Glauben  um  das  Selbstvertrauen  zur  eigenen  Vernunft. 
Es  ist  wohl  kaum    ncHig    anzudeuten,    daß   hier   der  Scheidepunkt 
liegt  zwischen    dogmatischer    und   kritischer  Auffassung   der    Re- 
ligion und  daß  wir  es  hier  allein  mit  der  letzteren  zu  tun  haben. 
Der  religiöse  Glaube  ist  eine   vom  Wissen   ganz  unabhängige 
Überzeugungsart  unserer  Vernunft,    die  sich  aber  in  dem  Grade 
der  Gewißheit  von  dem  Wissen  gar   nicht   unterscheidet.     Ich  be- 
tone dies,  weil  häufig   die    Behauptung   zur  Geltung  kommt,    mit 
der  Entwicklung  der  Wissenschaft    sei    das    Gebiet    des  Glaubens 
immer  mehr  eingeengt  worden  und  es  stehe  zu  erwarten,  daß  die 
Vollendung  der  Wissenschaft  dereinst  den  Glauben  völlig  aus  der 
Welt  schaffen  werde.     Dies  trifft   wohl    zu   für  den  Aberglauben. 
Der    wahre    Glaube     indessen    kann    durch    die    Ausbildung    der 
Wissenschaft   niemals    verlieren,    eben   weil   sein   Gebiet  mit  dem 
der  Wissenschaft  nichts  gemein  hat,  wie  ich  dies  bald  bestimmter 
entwickeln  werde.     Es    ist    deswegen    überhaupt    unmöglich ,    daß 
eine  höhere  Ausbildung    der    menschlichen   Erkenntnis   die   Selb- 
ständigkeit   dieser   beiden  Überzeugungsarten    aufhöbe,    etwa    um 
beide  in  eine  höhere  Erkenntnisart  zu  verschmelzen. 

Worin  besteht  denn  nun  der  religiöse  Glaube?  Er  ist  eine 
notwendige  Überzeugung  aus  bloßer  Vernunft,  die  uns  in  den 
Ideen  von  der  ewigen  Weltordnung  und  den  Dingen  an  sich  zum 
Bewußtsein  kommt.  Wie  ist  eine  solche  Überzeugung  aber  mög- 
lich, da  wir  doch  vorhin  sahen,  daß  wir  von  den  Dingen  an  sich 
gar  keine  positiven  Erkenntnisse  besitzen  können  ?  Hier  sei  im 
voraus  bemerkt,  daß  die  Glaubensideen  in  der  Tat  ikrem  Wesen 
nach  durchaus  negativen  Ursprungs  sind.  Sie  sind  reine  Begriffe 
von  der  Art,  daß  niemals  ein  ihnen  korrespondierender  Gegen- 
stand in  der  Erfahrung  gegeben  werden  kann.  Die  Ideen  sind 
also  wesentlich  entgegengesetzt  den  Begriffen  des  Wissens,  derer 


—    459    — 

Bedeutung  ja  gerade  in  der  Anwendbarkeit  auf  die  Gegenstände 
der  Erfahrung  besteht.  Zu  der  Bildung  der  Ideen  gelangt  aber 
die  Vernunft  dadurch,  daß  sie,  nachdem  sie  sich  der  Schranken 
ihrer  Erkenntnisfähigkeit  (die  in  der  Unvollendbarkeit  der  Er- 
fahrung bestehen  und  in  der  Abhängigkeit  der  Vernunft  vom 
Sinne  ihren  Grund  haben)  bewußt  geworden,  sich  diese  Schranken 
aufgehoben  denkt  und  so  zu  dem  Begriff  einer  Welt  kommt,  wie 
sie  an  sich,  also  unabhängig  von  unserer  beschränkten  Erkenntnis- 
weise, besteht.  Auf  der  gänzlich  negativen  Natur  dieses  Denk- 
prozesses,  nämlich  der  Aufhebung  der  Schranken  unserer  Er- 
kenntnis, beruht  es,  daß  die  so  entstehenden  Begriffe,  die  Glau- 
bensideen, unmöglich,  weder  anschauliche  noch  begriffliche,  positive 
Erkenntnisse  über  die  ewige  Welt  enthalten  können.  Eine  ge- 
nauere Besprechung  der  einzelnen  Glaubensideen  würde  uns  hier 
zu  weit  führen.  Es  sei  nur  darauf  hingewiesen,  daß  jede  Idee 
zu  einer  Antinomie  führt,  sobald  man  ihr  zeitliche  oder  räumliche 
Attribute  beilegt. 

Bisher  haben  wir  den  Glauben  nur  von  der  spekulativen 
Seite  her  betrachtet,  wobei  sich  ergab,  daß  er  sich  in  den  Ideen 
über  die  Schranken  der  menschlichen  Erkenntnis  erhebt,  ohne  in- 
dessen dadurch  an  positiver  Erkenntnis  irgend  etwas  zu  gewinnen. 
Ein  solcher  Glaube  wäre  nun  eigentlich  recht  trocken  und  leblos, 
denn  er  würde  im  Grunde  genommen  nichts  weiter  bedeuten  als 
die  Feststellung  der  Tatsache,  daß  unser  Erkenntnisvermögen  be- 
schränkt ist,  und  höchstens  vielleicht  den  unerfüllbaren  Wunsch 
ausdrücken,  uns  aus  dieser  beschränkten  Lage  zu  befreien.  In  ganz 
anderem  Lichte  erscheint  der  Glaube,  wenn  wir  ihn  von  der 
praktischen  Seite  her  ins  Auge  fassen.  Erst  in  ihrer  prak- 
;  tischen  Anwendung  gewinnen  die  Glaubensideen  lebendige  Be- 
deutung. 

31* 
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Der  Blenscb  ist  nicbt  nur  ein  erkennendes  "Wesen,  sondern 
er  besitzt  aucb  die  Vermögen  sieb  zu  interessieren  und  zu  bandeln. 
Wir  beurteilen  den  Wert  einer  Handlung  danacb,  ob  sie  mit  den 
praktischen  Yernunftgesetzen  übereinstimmt  oder  nicbt,  und  nennen 
sie  dementsprecbend  gut  oder  scblecbt.  Die  Handlung  wird  durch 
den  Willen  bestimmt,  die  Bestimmungsgründe  des  Willens  aber 
sind  Zwecke.  Ein  guter  Wille  wird  daher  ein  solcher  sein,  der 
sich  nach  den  durch  die  Vernunft  vorgeschriebenen  Zwecken 
richtet.  Ein  Zweck  kann  nun  entweder  an  sich  selbst  einen  Wert 
haben,  oder  er  dient  nur  als  Mittel  zur  Verwirklichung  eines  an- 
deren Zweckes.  Aller  Beurteilung  der  Zweckmäßigkeit  irgend 
welcher  Handlungen  liegt  also  notwendig  die  Voraussetzung  ir- 
gend eines  Endzweckes  oder  Zweckes  an  sich  zugrunde.  Einem 
Zwecke,  der  selbst  noch  als  Mittel  zu  einem  anderen  dient,  kann 
nur  ein  mittelbarer,  relativer  Wert  beigelegt  werden.  Denn  es 
kommt  ihm  ja  nur  ein  Wert  zu,  insofern  er  zur  Verwirklichung 
eines  Endzwecks  beiträgt,  welchem  allein  absoluter  Wert  zuer- 
kannt werden  kann.  Was  kann  nun  für  den  guten  Willen  als 
Endzweck  seiner  Handlungen  angesehen  werden? 

Zunächst  leuchtet  ein,  daß  alles  Körperliche,  also  räumlich 
Ausgedehnte  keinen  absoluten  Wert  beanspruchen  kann.  Waren 
es  doch  gerade  die  räumlichen  und  zeitlichen  Bestimmungen  ,  die 
uns,  sofern  sie  den  Bedingungen  der  Unendlichkeit  und  Stetigkeit 
unterliegen,  daran  hindern,  den  Gegenständen  unserer  Erfahrung 
ewige  Bedeutung  beizulegen.  Alles  Körperliche  kann  also  in 
ethischer  Hinsicht  nur  zur  Vermittlung  anderweit  gegebener,  selb- 
ständiger Zwecke  dienen.  Einen  Zweck  an  sich  können  wir  viel- 
mehr nur  im  Greistigen  suchen.  Denn  wenn  wir  auch  das  Geistige 
in  unserer  Erfahrung  nur  als  Erscheinung  erkennen,  so  sind 
es  doch  nur  die  Zustände    des  Geistes ,    nicht   dieser   selbst ,    was 
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uns  in  der  Zeit  erscheint.  Wenn  daher  auch  diese  Zustände  des 
Geistes,  so  wie  sie  Gegenstände  unserer  Erfahrung  werden,  zu 
den  Naturerscheinungen  gezählt  werden  müssen,  so  liegt  doch 
kein  Grund  vor,  dem  Geiste  selbst  die  ewige  Bedeutung  abzu- 
streiten. Dem  geistigen  Leben  allein  kann  also  absoluter  Wert 
zuerkannt  werden.  Als  Endzweck  des  guten  Willens  kann  nur 
die  Würde  der  Person  gedacht  werden.  Die  Anerkennung  des 
sittlichen  Endzweckes  äußert  sich  also  darin,  daß  wir  einen  Men- 
schen niemals  als  Mittel  gebrauchen,  sondern  stets  nur  als  Zweck 
behandeln.  Die  Achtung  fremder  Personen  macht  die  Gerechtig- 
keit aus;  in  der  Achtung  der  eigenen  Würde  besteht  die  Ehre. 

Die  absolute  Befolgung  des  sittlichen  Gebotes  würde  einen 
absolut  guten  Willen  voraussetzen.  Wäre  unser  Wille  nur  von 
rein  vernünftigen  Bestimmungsgründen  abhängig ,  so  würde  er 
auch  absolut  gut  sein.  Es  gäbe  für  ihn  weder  ein  Sollen  noch 
eine  Pflicht,  sondern  er  würde  stets  schlechthin  vernunftgemäß, 
also  gut,  handeln,  ohne  irgend  welche  Nötigung.  Nun  wird  aber 
unser  Wille  nicht  allein  durch  die  reine  Vernunft  bestimmt,  son- 
dern ist  auch  von  sinnlichen  Antrieben  abhängig.  Die  sinnlichen 
Antriebe  stehen  aber  oft  im  Streite  mit  den  rein  vernünftigen 
Bestimmungen  des  Willens.  Die  Befolgung  des  sittlichen  Gesetzes 
gegen  den  Antrieb  der  sinnlichen  Neigungen  setzt  daher  für  den 
Willen  eine  Nötigung  voraus,  die  sich  in  dem  Bewußtsein  des 
Sollens  ausdrückt.  Soll  der  Wille  gut  sein,  so  darf  seine  Hand- 
lung nicht  durch  sinnliche  Neigungen  bestimmt  werden,  sondern 
er  muß  aus  reiner  Achtung  vor  dem  Gesetze  handeln.  Die  Not- 
wendigkeit einer  Handlung  aus  Achtung  vor  dem  Gesetze  ist 
Pflicht.  Die  willige  Unterwerfung  unter  das  Gesetz  ist  die 
Tugend,  welche   in   dem  Übergewicht    des    rein  vernünftigen    An- 
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triebes  ixU-v  don  sinnlichen  besteht;    sie   ist   die  Kraft    der  guten 
Gesinnung  im  menschlichen  Entschlüsse. 

Die  Frage  nach  der  sittlichen  Zurechnung  führt  uns  nun  auf 
eine  nicht  unerhebliche  Schwierigkeit,  die  von  jeher  in  dem  Kon- 
flikte zwischen  wissenschaftlicher  und  religiöser  Weltansicht  eine 
Hauptrolle  gespielt  hat.  Wenn  der  Mensch  für  seine  Entschließungen 
verantwurtlich  sein  soll,  wenn  wir  ihm  seine  Handlungen  als  gut 
oder  böse  zurechnen,  so  setzt  eine  solche  Beurteilung  voraus,  daß 
er  die  Möglichkeit  hat,  sich  seiner  Pflicht  gemäß  zu  ent- 
schließen, daß  er  in  der  Wahl  seiner  Entschlüsse  frei  ist.  Nun 
sind  aber  alle  menschlichen  Handlungen,  als  Naturerscheinungen, 
mit  Notwendigkeit  durch  die  Naturgesetze  bestimmt.  Ist  aber 
bereits  durch  die  Naturgesetze  bestimmt,  wie  der  Mensch  handeln 
muß,  so  kann  es  keinen  Sinn  mehr  haben,  von  ihm  zu  fordern, 
wie  er  handeln  soll,  und  jede  Zurechnung  erweist  sich  als  be- 
deutungslos. Hier  scheint  also  ein  schwerwiegender  Widerspruch 
vorzuliegen  zwischen  den  ethischen  Überzeugungen,  welche  Frei- 
heit des  Willens  fordern,  und  den  Einsichten  der  Wissenschaft, 
welche  die  Abhängigkeit  des  Willens  von  notwendigen  Naturge- 
setzen lehrt.  Die  Grültigkeit  der  Naturgesetze  scheint  diejenige 
des  Sittengesetzes  auszuschließen. 

Die  Auflösung  dieses  Widerspruches  ist  sehr  einfach,  wenn 
wir  uns  an  die  Antinomieen  und  den  Unterschied  von  Ding  an 
sich  und  Erscheinung  erinnern.  Der  Mensch  erkennt  zwar  sein 
Dasein  nur  als  eine  zeitliche  Erscheinung,  er  fühlt  sich  aber  doch 
zugleich  der  ewigen  Weltordnung  angehörig.  Er  kann  sich  daher 
einerseits  als  Naturerscheinung  nach  wissenschaftlichen  Grund- 
sätzen beurteilen,  wobei  er  alle  seine  Tätigkeiten  unerbittlichen 
Naturgesetzen  unterworfen  denken  muß.  Andrerseits  aber  kann 
er  sich  auch  als  Bürger  der  ewigen  Welt   nach  Ideen    beurteilen. 
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und  dies  ist  der  Fall,  wenn  er  sich  seine  Handlungen  nach  sitt- 
lichen Gesichtspunkten  zurechnet.  Wir  bemerken  also,  daß  es 
sich  hier  nicht  um  einen  wirklichen  Widerspruch  handelt,  sondern 
nur  um  zwei  verschiedene  Gresichtspunkte  der  Beurteilung  eines 
und  desselben  Gegenstandes.  Nur  die  Vermengung  dieser  beiden 
Beurteilungsweisen  trägt  die  Schuld  an  dem  Auftreten  jenes  schein- 
baren Widerspruchs. 

In  dem  Glauben  an  die  persönliche  Würde,  der  den  Grundge- 
danken der  ethischen  Notwendigkeit  bildet,  erhebt  sich  die  Ver- 
nunft über  die  Schranken  der  Erfahrung  und  geht  aus  dem  Reiche 
der  Naturgesetze  über  in  das  Reich  der  Zwecke.  In  der  Achtung 
der  persönlichen  Würde,  die  den  Inhalt  des  Sittengesetzes  aus- 
macht, drückt  sich  die  Anerkennung  der  Selbständigkeit  des  gei- 
stigen Lebens  aus,  die  für  die  ideale  Vor stellungs weise  im  Gegen- 
satze zur  wissenschaftlichen  charakteristisch  ist. 

Ich  hatte  vorhin  gesagt,  erst  durch  die  praktische  Anwen- 
dung erhielten  die  Glaubensideen  ihre  eigentliche  Bedeutung. 
Diese  Behauptung  wird  durch  das  soeben  Ausgeführte  volle  Deut- 
lichkeit erhalten  haben.  Es  hat  sich  gezeigt,  daß  die  praktischen 
Überzeugungen  Unabhängigkeit  von  der  Natur  voraussetzen  und 
daß  somit  die  spekulativen  Ideen  den  praktischen  als  Bedingung 
ihrer  Möglichkeit  zu  Grunde  liegen.  Die  spekulativen  Glaubens- 
ideen in  ihrer  Anwendung  auf  das  sittliche  Gebot  mit  seinen 
näheren  Bestimmungen  machen  erst  das  vollständige  Gebiet  des 
Glaubens  aus.  Worin  das  Sittengesetz  besteht,  habe  ich  vorhin 
in  wenigen  Zügen  anzudeuten  versucht.  Ich  schulde  aber  eigent- 
lich noch  Antwort  auf  die  Frage  nach  der  Rechtfertigung  dieses 
Gesetzes.  Was  zwingt  uns  denn  ein  solches  Gesetz  in  unserer 
Vernunft  anzuerkennen  ?  Diese  Frage  hinreichend  zu  beantworten 
könnte  ich  nicht  übernehmen,    ohne  die  Grenzen  dieses  Vortrages 
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(M-lieblich  zu  übcrsclireiten.  Die  diesbezüglichen  Untersuchungen 
sind  das  Geschäft  der  Kritik  der  praktischen  Vernunft,  deren  Resul- 
tate allein  ich  in  betreff  dieser  Frage  hier  angeben  kann.  Ich 
muß  mich  hier  damit  begnügen,  zu  bemerken,  daß  dieses  Sitten- 
gesetz auch  zu  jenen  unmittell)aren  Erkenntnissen  gehört,  deren 
Vorhandensein  in  der  Vernunft  uns  gleichzeitig  für  ihre  Gültig- 
keit bürgt.  Es  ist  also  dieses  Gesetz,  wie  der  Glaube  überhaupt, 
nicht  etwa  eine  willkürliche  Annahme  oder  Konvention,  sondern 
eine  notwendige,  ursprüngliche  Überzeugung  der  Vernunft,  die 
durchaus  nicht  weniger  gewiß  ist  als  jede  andere  unmittel- 
bare Vernunfterkenntnis ,  beispielsweise  eine  mathematische  oder 
sinnesanschauliche  Überzeugung.  Freilich  haben  letztgenannte 
Erkenntnisarten  den  Vorzug  der  Anschaulichkeit  und  Evidenz  vor 
den  Erkenntnissen  des  Glaubens,  die  ja  ihrem  ViT'esen  nach  durch- 
aus unanschaulicher  Natur  sind.  Ein  Widerspruch  findet  indessen 
zwischen  diesen  verschiedeneu  Erkenntnisarten  niemals  statt,  in- 
dem nämlich  die  Glaubensideen  nur  in  praktischer  Hinsicht  posi- 
tive Anwendung  finden,  in  spekulativer  Hinsicht  dagegen  gar 
keine  positive  Belehrung  geben;  schon  aus  diesem  Grunde  allein 
können  sie  nicht  mit  den  wissenschaftlichen  Erkenntnissen  in 
Widerstreit  geraten.  Die  Rechtfertigung  des  Glaubens  gegenüber  ' 
den  Ansprüchen  des  Wissens  auf  größere  Gewißheit  liegt  in  letzter 
Linie  in  der  Einsicht,  daß  er  nicht  subjektiver  ist  als  das  Wissen, 
da  für  keine  der  beiden  Überzeugungsarten  eine  Prüfung  ihrer 
Wahrheit  durch  Vergleichung  der  Erkenntnis  mit  ihrem  Gegen- 
stande stattfinden  kann. 

Was  ich  bis  jetzt  über  das  Wesen  des  Glaubens  ausgeführt  habe, 
dürfte  vielleicht  genügen,  um  überblicken  zu  lassen ,  daß  Wissen- 
schaft und  Religion  vollständig  gesonderte  Gebiete  bilden  und 
daß  sie  ihrem  Wesen  nach  sich  unmöglich  gegenseitig   irgend   wie 
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beeinträchtigen  können,  was  zu  zeigen  die  vornehmliche  Aufgabe 
dieses  Vortrages  war.  Wollen  wir  uns  aber  ein  klares  Bild  von 
dem  Wesen  der  Religion  verschaffen,  so  wird  es  nötig  sein,  einige 
Betrachtungen  anzuschließen,  die  auch  das  Verhältnis  der  Reli- 
gion zur  Wissenschaft  noch  näher  beleuchten  werden. 

Bisher  haben  wir  nämlich  nur  von  dem  Glauben  gesprochen. 
Dieser  allein  füllt  aber  noch  keineswegs  das  ganze  Gebiet  der 
Religion  aus,  vielmehr  gehört  zu  dieser  noch  eine  andere  Über- 
zeugungsart, welche  Fries  Ahndung  benannt  hat.  Ich  behalte 
dieses  Wort  absichtlich  in  der  älteren  Sprachform  bei,  weil  es  in 
einer  bestimmteren  Bedeutung  zu  verstehen  ist  als  das  alltägliche 
Wort  Ahnung.  Wissen,  Glaube  und  Ahndung  sind  die  drei  ver- 
schiedenen Überzeugungsarten,  die  zusammen  das  ganze  Gebiet 
der  menschlichen  Erkenntnis  ausmachen. 

Worin  besteht  nun  diese  dritte  Überzeugungsart? 

Die  Ahndung  ist  eine  notwendige  Überzeugung  der  Vernunft 
aus  bloßem  Gefühl.  Dieses  Gefühl  drückt  die  Überzeugung  aus, 
daß  den  Erscheinungen,  die  die  Gegenstände  des  Wissens  bilden, 
eben  dieselbe  Realität  zugrunde  liegt,  auf  die  der  Glaube  geht. 
Dieses  vielleicht  etwas  schwierige  Verhältnis  müssen  wir  ein- 
gehender erörtern ;  es  bildet  eine  der  Fries'schen  Philosophie  ganz 
eigentümliche  Lehre.  —  Inbetreff  des  Wortes  Gefühl  sei  vor- 
erst bemerkt ,  daß  im  gewöhnlichen  Sprachgebrauche  meist  kein 
Unterschied  zwischen  Gefühl  und  Empfindung  gemacht  wird,  daß 
dagegen  Fries  streng  das  Gefühl  von  allen  sinnlichen  Bestimmungen 
scheidet.  Die  Ahndung  ist  in  der  Tat  nichts  anderes  als  die  Ge- 
fühlsstimmung des  im  Glauben  lebenden  Menschen.  Von  dieser 
Stimmung  geht  die  eigentliche  Religion  aus.  Der  Glaube  als 
solcher ,    also    die  Idee    von  dem  ewigen  Sein ,    steht  dem  Wissen 
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um  das  Zeitliche  starr  und  kalt  gegenüber  und  kann,  wenn  das 
Gefühl  fehlt,  in  einem  Menschen  vorhanden  sein,  ohne  ihm  eigent- 
liche Religiosität  zu  verleihen.  Erst  durch  Handlung  und  Grefühl 
erhält  der  Glaube  Leben  und  Wärme ;  erst  durch  die  Ahndung, 
die  im  Gefühle  Glauben  und  Wissen  vereinigt,  hebt  sich  der 
Zwiespalt  dieser  beiden  Überzeugungsarten  der  Vernunft,  indem 
uns  im  Gefühle  zum  Bewußtsein  kommt,  daß  die  beiden  Welten, 
des  Glaubens  und  des  Wissens,  im  Grunde  genommen  doch  nur 
eine  Welt  bilden,  daß  beiden  durchaus  die  gleiche  Realität  zu- 
grunde liegt. 

Es  könnte  nun  leicht  scheinen ,  als  ob  das  eben  Gesagte  mit 
unseren  früheren  Ausführungen  im  Widerspruche  stände.  Hatten 
wir  nicht  gezeigt,  daß  Glaube  und  Wissen  völlig  getrennte  Ge- 
biete in  unserer  Vernunft  bilden  und  daß  eine  Verschmelzung  der- 
selben zu  einer  gleichartigen  Erkenntnisweise  unmöglich  ist?  Wie 
soll  also  durch  die  Ahndung  dennoch  Einheit  in  unsere  Vernunft 
kommen  können? 

Wir  hatten  gesehen,  daß  die  Wissenschaft  sich  auf  das  Ge- 
biet der  Anschauung  beschränkt,  während  der  Glaube  auf  nicht- 
anschauliche Begriffe,  die  Ideen,  geht.  Aus  der  Verschiedenartig- 
keit  der  Begriffe,  des  Wissens  und  derjenigen  des  Glaubens  ergab 
sich,  daß  diese  beiden  Gebiete  nichts  mit  einander  gemein  haben 
können,  daß  also  weder  eine  Erkenntnis  der  ewigen  Weltordnung 
aus  wissenschaftlichen  Prinzipien,  noch  auch  eine  wissenschaft- 
liche Erkenntnis  der  Natur  aus  Ideen  gelingen  kann.  Sollte 
eine  wissenschaftliche  Erkenntnis  der  Natur  aus  Ideen  mög- 
lich sein,  so  müßten  sich  die  Erscheinungen  —  die  Gegen- 
stände der  Sinnesanschauung  —  logisch  unter  die  Ideen  subsu- 
mieren lassen.  Eine  solche  Unterordnung  verlangt  aber  einen 
]\Iittelbegriff,  durch  den  der  Fall,  die  Erscheinung,  auf  die  Regel,  r 


M 


—    467     - 

hier  die  Idee,  bezogen  wird.  Nmi  besitzen  wir  aber  nur  eine  ein- 
zige Erkenntnisweise,  die  solche  Mittelbegriffe  liefern  könnte, 
nämlich  die  mathematische,  indem  diese  allein  den  Charakter  der 
Anschaulichkeit  des  Falles  mit  der  Notwendigkeit  der  Regel  ver- 
bindet. Idee  und  Mathematik  schließen  sich  aber  gegenseitig  aus, 
da  wir  ja  zu  den  Ideen  gerade  durch  Verneinen  des  Mathema- 
tischen in  unserer  Erkenntnis  gelangten.  Mithin  ist  eine  wissen- 
schaftliche Unterordnung  der  Gegenstände  des  Wissens  unter  die 
Ideen  in  der  Tat  unmöglich.  —  Die  Ahndung  ist  aber  gar  keine 
wissenschaftliche  Erkenntnisweise ,  sondern  sie  besteht ,  wie  ich 
vorhin  betonte,  lediglich  im  Gefühle.  Die  Einheit  des  Ewigen 
und  Zeitlichen  wird  in  der  Ahndung  nur  gefühlt,  nicht  begrifflich 
erkannt.  Statt  jenes  für  die  wissenschaftliche  Unterordnung  not- 
wendigen Mittelbegriffs  vermittelt  hier  ein  bloßes  Gefühl  die  Be- 
ziehung des  Falls  auf  die  Regel.  Jeder  Versuch,  den  Inhalt 
dieses  Gefühles  auf  positive  Begriffe  zu  bringen,  muß  notwendig 
zu  Widersprüchen  führen. 

Man  könnte  uns  hier  entgegenhalten,  daß  so  sehr  wir  auch 
hervorheben,  daß  es  nicht  möglich  ist,  den  Gegenstand  des  reli- 
giösen Gefühles  in  bestimmten  Begriffen  zu  erkennen,  wir  trotz- 
dem fortwährend  über  Glauben  und  Ahndung  in  positiven  Be- 
griffen sprechen.  Wir  versuchen  also  offenbar  doch  uns  eine  wissen- 
schaftliche Erkenntnis  der  Religion  zu  bilden,  obgleich  wir  be- 
haupten, daß  dies  auf  Widersprüche  führen  müsse.  Die  Antwort 
auf  diesen  Einwand  ist  nicht  schwer.  Es  giebt  zwar  keine  be- 
griffliche Erkenntnis  innerhalb  der  Religion;  die  religiöse  Über- 
zeugung läßt  sich  allerdings  nicht  in  eine  wissenschaftliche  ver- 
wandeln ;  wohl  aber  giebt  es  eine  Wissenschaft  von  der  Re- 
ligion.    Wenn  es  also  auch  keine  Wissenschaft    aus   Ideen    giebt. 
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so  giebt  es  doch  eine  Wissenschaft  von  den  religiösen  Ideen,  die 
Rcligionsphilosophie,  mit  der  wir  es  hier  allein  zu  tun  haben. 

Nachdem  wir  das  Verhältnis  der  Ahndung  zum  Glauben  und 
zur  Wissenschaft  betrachtet  haben,  fragt  es  sich,  welche  Vor- 
stellungen uns  denn  eigentlich  durch  die  Ahndung  zum  Bewußtsein 
kommen.  Unsere  Vernunft  besitzt  nur  zwei  Vermögen,  die  es  ihr 
gestatten,  sich  über  die  Schranken  der  sinnlichen  Anschauung  zu 
erheben:  die  Negation  für  die  Bildung  der  spekulativen  Ideen, 
und  die  Kombination  für  die  Bildung  der  ästhetischen 
Ideen.  Die  spekulativen  Ideen  haben  wir  bereits  behandelt;  sie 
sind  nichts  anderes  als  die  Grlaubensideen,  auf  die  wir  durch  Ver- 
neinung der  Schranken  unserer  Erkenntnis  kamen. 

Um  die  Möglichkeit  der  Beurteilungsweise  der  Natur  nach 
ästhetischen  Ideen  zu  verstehen,  müssen  wir  uns  daran  er- 
innern, daß  für  unsere  Vernunft  eine  notwendige  Trennung  zwischen 
dem  Gehalte  und  der  Form  ihrer  Erkenntnis  besteht.  Eine  un- 
vermeidliche Eolge  der  Unabhängigkeit  dieser  beiden  Bestimmungs- 
stücke unserer  Erkenntnis  war  es,  daß  die  reinanschauliche  Zu- 
sammensetzung des  sinnlichen  Gehaltes  rücksichtlich  der  formalen 
Bedingungen  unserer  Erkenntnis  schlechthin  zufällig  bleibt.  Selbst 
die  vollendetste  naturwissenschaftliche  Theorie  vermag  diese  Zu- 
fälligkeit nicht  aufzuheben.  Der  Astronom,  der  mit  unfehlbarer 
mathematischer  Gewißheit  für  vergangene  und  zukünftige  Zeiten 
die  Lage  der  Gestirne  zu  berechnen  imstande  ist,  bedarf  doch  der 
empirischen  Kenntnis  ihrer  Konstellation  zu  irgend  einem  be- 
stimmten Zeitpunkte.  Wenngleich  er  diesen  Zeitpunkt  beliebig 
wählen  kann,  so  ist  doch  bei  der  jeweilig  gewählten  Anfangslage, 
die  ihm  als  Ausgangspunkt  für  seine  Berechnungen  dient,  die  ge- 
ometrische Anordnung  der  betrachteten  Gestirne  schlechthin  zu- 
fällig.    Diese  Zufälligkeit    der    mathematischen   Zusammensetzung 
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schaiFt  Raum  für  die  ästhetische  Beurteilungsweise  der  Natur. 
Während  die  Wissenschaft  den  gegebenen  Stoff  der  Erfahrung 
nur  mit  Rücksicht  auf  seine  Abhängigkeit  von  allgemeinen  Ge- 
setzen betrachtet,  beruht  die  ästhetische  Beurteilung  gerade  auf 
der  Anerkennung  der  Zufälligkeit  seiner  anschaulichen  Zusammen- 
setzung. Diese  Zufälligkeit  erlaubt  es  nämlich  der  kombinierenden 
Einbildungskraft,  sich  die  Anordnung  der  Erscheinungen  auch 
anders  vorzustellen,  als  sie  uns  gerade  in  der  Wirklichkeit  ent- 
gegen tritt.  Dieser  Spielraum  für  Möglichkeiten  bereitet  den  Boden 
für  die  Bildung  der  ästhetischen  Ideen.  Ästhetische  Idee  ist  eine 
Form  der  anschaulichen  Zusammenfassung  des  empirisch  gegebenen 
Mannigfaltigen,  die  das  Eigentümliche  an  sich  hat,  daß  sie  sich  nicht 
auf  Begriffe  bringen  läßt.  Solche  Formen  sind  es,  die  wir  als 
schön  oder  erhaben  beurteilen.  Wenn  wir  einen  Gregenstand  schön 
nennen,  so  schreiben  wir  ihm  eine  ihm  eigene  Bedeutung  zu,  die 
wir  wohl  fühlen,  aber  nicht  theoretisch  begreiflich  machen  oder 
rechtfertigen  können.  Die  Harmonie  der  Töne,  der  Duft  der  Blu- 
men, das  Spiel  der  Farben  und  Gestaltungen,  sie  alle  enthalten 
einen  geheimnisvollen  Zauber,  den  keine  Begriffe  aufzulösen  oder 
zu  deuten  vermögen. 

Die  ästhetischen  Ideen  sind  es  nun,  die  den  eigentlichen  Ge- 
halt der  Ahndung  bilden.  Die  Wissenschaft  vermag  die  durch  die 
Vernunft  geforderte  Beziehung  des  empirisch  gegebenen  Mannig- 
faltigen auf  die  metaphysische  Grundform  der  notwendigen  Ein- 
heit nur  in  beschränkter  Weise  durchzuführen,  indem  das  vorhin 
erläuterte  Gesetz  der  Zufälligkeit  ihren  Erklärungen  eine  un- 
überwindliche Schranke  setzt.  Die  vollständige  Unterordnung  des 
Gehaltes  unserer  Erkenntnis  unter  jene  Form  der  notwendigen 
Einheit  bleibt  vielmehr  als  eine  theoretisch  unerfüllbare  For- 
derung stehen  und  kann  nur  durch  die  Verneinung  der  Schranken 
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unserer  wissenschaftlichen  Erkenntnis,  d.  h,  durch  die  spekulativen 
Glaubensideen,  als  ein  durch  Begriffe  unauflösliches  Problem  an- 
erkannt werden. 

Die  Unterordnung  des  empirischen  Gehaltes  unserer  Erkenntnis 
unter  die  sich  in  den  Glaubensideen  aussprechende  Grundform  der 
notwendigen  Einheit  kann  nicht  anders  als  durch  ein  bloßes  Ge- 
fühl vermittelt  werden.  Eine  solche  Unterordnung  findet  tat- 
sächlich in  der  ästhetischen  Beurteilungsweise  statt.  Vermöge 
ihrer  vorhin  dargestellten  Eigentümlichkeit  —  daß  sie  nämlich 
das  rücksichtlich  der  Naturgesetze  zufällige  Mannigfaltige  unter 
die  Form  eines  einheitlichen  Ganzen  bringt  —  tritt  die  ästhe- 
tische Idee  unter  die  Glaubensideen.  In  den  Gefühlsstimmungen, 
die  diese  Beziehung  der  Gegenstände  der  Anschauung  auf  die  Ideen 
des  Ewigen  vermittein  und  die  anstelle  des  für  eine  theore- 
tische Unterordnung  fehlenden  Mittelbegritfes  eintreten,  besteht 
das  eigentliche  Wesen  der  Ahndung. 

In  der  Ahndung  wird  der  Gegenstand  nicht  positiv  erkannt 
wie  er  an  sich  ist,  sondern  es  wird  nur  seine  Gegenwart  anerkannt 
durch  das  Gefühl  des  Schönen  und  Erhabenen  in  der  Natur.  Aus 
der  Unmöglichkeit,  die  Gegenstände  der  Ahndung  begrifflich  oder 
gar  anschaulich  zu  erkennen,  ergiebt  sich,  daß  sie  ihrem  Wesen 
nach  notwendig  unbegreifliche  Geheimnisse  für  unsere  Vernunft 
bleiben  müssen.  Es  sind  dies  Geheimnisse  ganz  anderer  Art,  als  die 
der  Wissenschaft ;  denn  für  diese  kann  es  keine  notwendigen  Ge- 
heimnisse geben,  da  alle  Erscheinungen,  die  sinnesanschaulich  erkannt 
werden,  auch  der  wissenschaftlichen  Erklärung  zugänglich  sein 
mü.ssen.  Sobald  man  über  das  bloße  Gefühl  hinausgeht,  um  in  die 
Geheimni.sse  der  Ahndung  einzudringen,  verliert  man  sich  not- 
wendig in  Widersprüche.  Die  echte,  durch  Aberglauben  nicht 
getrübte    Religion   besteht    gerade    darin,     daß    sie    im    Gefühle 
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der  Ahndung  das  Geheimnis  anerkennt,  das  in  dem  Verhältnis  der 
Natur  zur  Ewigkeit  liegt  und  das  von  uns  nicht  anders  als  nach 
den  ästhetischen  Ideen  beurteilt  werden  kann. 

Die  ästhetischen  Ideen  bilden  die  einzigen  Vorstellungen,  die 
wir  über  die  Beziehung  der  Erscheinungen  zu  den  Dingen  an  sich 
haben,  eben  weil  sie  nicht  im  begrifflichen  Denken,  sondern  im 
reinen  Gefühle  aufgefaßt  werden.  Es  ist  daher  die  vielfach  ge- 
äußerte Befürchtung,  daß  die  fortschreitende  Ausbildung  der 
Wissenschaft  allmählich  das  Schönheitsgefühl  im  Menschen  ersticken 
werde,  nicht  berechtigt.  Dies  Gefühl  ist  vielmehr  seinem  "Wesen 
nach  allen  Erklärungen  der  Wissenschaft  überlegen  und  wird 
einem  reinen,  fühlenden  Menschen  durch  keine  wissenschaftliche 
Einsicht  irgend  welcher  Art  jemals  entrissen  werden  können. 

Die  ästhetische  Beurteilung  der  Naturerscheinungen  ist  nun 
eigentlich  einerlei  mit  der  Teleologie  der  Natur.  Hierüber 
müssen  wir  uns  etwas  näher  verständigen.  Jede  Beurteilung  der 
Zweckmäßigkeit  einer  Anordnung  der  Dinge  ist  entweder  logisch 
oder  ästhetisch.  Logisch  ist  sie,  wenn  man  von  einem  gegebenen 
Endzwecke  ausgeht  und  vergleicht,  ob  die  Anordnung  derartig  ist, 
daß  durch  sie  dieser  Endzweck  verwirklicht  wird.  So  wird  bei- 
spielsweise die  Zweckmäßigkeit  einer  Maschine  beurteilt.  Diese 
logische  Zweckmäßigkeit  darf  in  der  Naturwissenschaft  höchstens 
als  heuristische  Maxime  zugelassen  werden;  als  wissenschaftlicher 
Erklärungsgrund  ist  sie  durchaus  nicht  anwendbar.  Es  ist  ein 
unnützes  und  müßiges  Unternehmen,  einen  Endzweck  der  Natur 
oder  der  einzelnen  Erscheinungen  in  ihr  entdecken  zu  wollen. 
Vergeblich  wird  man  sich  bemühen  den  Zweck  des  menschlichen 
Daseins  oder  den  „Sinn"  der  Weltgeschichte  zu  ergründen. 

Jede  logische  Zweckmäßigkeit   setzt   nämlich   eine  Intelligenz 
voraus,   die  sich  die  Zwecke  setzt  und  als  etwas  erst  mittelbar  zu 
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Erreichendes  vorstellt.  Wir  können  daher  sehr  wohl  von  subjek- 
tiven Zwecken  reden,  nämlich  von  denen,  auf  die  wir  unsere 
eio-enen  Handlungen  beziehen.  Die  objektive  Zweckmäßigkeit 
tlao-c'^on  gehört  ganz  der  religiösen  Weltansicht  an  und  kann  kein 
Tliema  wissenschaftlicher  Nachforschungen  bilden.  Fragen,  die  sich 
auf  die  Zweckmäßigkeit  unserer  eigenen  Handlungen  beziehen, 
lassen  sich  stets  bestimmt  beantworten,  während  die  Erage  nach 
Katurzwecken  das  Vermögen  unserer  Begriffe  notwendig  übersteigt. 
Alle  Versuche,  die  Natur  nach  logischer  Zweckmäßigkeit  zu  be- 
urteilen, müssen  unvermeidlich  scheitern,  weil  eine  Lösung  dieser 
Probleme,  die  in  der  Tat  unlösliche  Geheimnisse  bilden,  in  letzter 
Linie  stets  positive  Erkenntnisse  der  ewigen  Weltordnung  zuhülfe 
nehmen  müßte.  Die  Natur  läßt  sich  ja  nicht  als  ein  geschlossenes 
Ganzes  erkennen,  so  daß  es  schon  aus  diesem  Grunde  unmöglich  ist, 
den  logischen  Begriff  des  Endzweckes  auf  sie  anzuwenden. 

Nach  ästhetischer  Zweckmäßigkeit  dagegen  können  wir  die  Natur 
sehr  wohl  beurteilen,  indem  wir  durch  das  G e fühl  in  der  harmoni- 
schen Zusammenstimmung  der  Teile  eines  gegebenen  Mannigfaltigen 
zu    einem    einheitlichen    Ganzen    seine    ewige    Bedeutung    ahnden. 

Der  Wert,  den  wir  einem  schönen  Gegenstande  zuschreiben, 
kommt  ihm  nicht  zu  als  einem  Zwecke  unserer  Handlungen,  noch 
auch  als  einem  Mittel  zu  irgend  einem  anderen  Zwecke,  sondern  er 
beruht  allein  auf  der  inneren  Zusammenstimmung  seiner  Teile  unter 
einander.  Das  Schöne  entlehnt  seinen  Wert  nicht  von  außen  her, 
sondern  gefällt  an  sich  selbst,  ohne  alle  Vergleichung.  Die  ästhe- 
tische Beurteilung  ist  also  die  wahre  objektive  Teleologie. 

Da  das  Schöne  ohne  alle  Vergleichung,  in  der  Beurteilung 
selbst,  gefällt,  so  ist  die  ästhetische  Wertschätzung  gleicherweise  zu 
unterscheiden  von  der  sinnlichen  Neigung  und  von  der  sittlichen 
Achtung.  Die  Gegenstände  der  Neigung  haben  ihren  Wert  darin, 
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daß  sie  unser  Wohlbefinden  fördern;  die  Gegenstände  der  Achtung 
haben  ihren  Wert  in  der  Übereinstimmung  mit  dem  Sittengesetze. 
Der  Wert  des  Schönen  dagegen  ist  ebenso  unabhängig  von 
dem  Maßstabe  des  sinnlichen  Genusses  wie  von  dem  der  sittlichen 
Pflicht.  Der  ästhetischen  Wertschätzung  liegt  vielmehr  jene  selbst- 
lose Hingabe  an  den  schönen  Gegenstand  zugrunde,  die  wir  zum 
Unterschiede  von  Neigung  und  Achtung  nur  als  Lieb  e  bezeichnen 
können.  Um  jedoch  die  Tragweite  der  ästhetischen  Wertschätzung 
ganz  zu  verstehen,  müssen  wir  wohl  beachten,  daß  sie  nicht  etwa 
auf  die  Gegenstände  der  äußeren  Erfahrung  beschränkt  ist.  Sie 
findet  vielmehr  ihre  vornehmliche  und  ursprüngliche  Anwendung 
auf  das  geistige  Leben.  Von  der  geistigen  Schönheit  ausgehend 
verbreitet  sich  die  ästhetische  Wertschätzung  über  das  Ganze 
auch  der  äußeren  Natur,  indem  selbst  die  körperliche  Schönheit 
nur  als  ein  Analogen  des  persönlichen  Daseins  ästhetische  Be- 
deutung gewinnt. 

Das  bisher  Ausgeführte  dürfte  hinreichen,  um  das  Verhältnis 
der  wissenschaftlichen  zur  religiösen  Weltansicht  klar  zu  stellen.  Es 
wird  vielleicht  noch  von  Interesse  sein,  einiges  über  die  positive 
Religion  zu  sagen.  Die  hier  vorgetragene  AufiPassung  ist  naturgemäß 
abstrakt  und  für  den  ungeschulteu  Verstand  schwer  faßlich.  Der 
Mensch  hat  das  Bedürfnis,  seinem  Verhältnis  zur  ewigen  Welt, 
das  er  zwar  nur  durch  ein  dunkles  Gefühl  ahnt,  von  dessen  Vor- 
handensein er  aber  unmittelbar  überzeugt  ist,  konkrete  Gestalt 
in  anschaulichen  Vorstellungen  zu  geben.  Dies  geschieht  in  den 
Glaubenssymbolen,  deren  Bedeutung  wir  leicht  erkennen  werden, 
wenn  wir  uns  daran  erinnern,  daß  das  ästhetische  Prinzip  der 
Ahndung  einen  wesentlichen  Bestandteil  der  Religion  ausmacht. 
In  der  Tat  liegt  es  nahe,  daß  der  Mensch  die  schönen  Gestaltungen 

Abhandlungen  der  Fries'sclien  Schule.    I.  Bd.  32 


—     474     — 

der  Natur,  in  denen  sich  ihm  die  Ewigkeit  offenbart,  nachzubilden 
sucht,  um  in  diesen  Bildern  die  Ewigkeit  symbolisch  zu  verehren. 
Solange  nun  das  Symbol  nur  nach  Schönheitsgesetzen  beurteilt 
wird,  wie  es  seinem  Ursprünge  nach  geschehen  sollte,  steht  es 
auch  mit  der  kritischen  Auffassung  der  Religion  durchaus  im  Ein- 
klänge. Dem  ungebildeten  Verstände  wird  es  indessen  leicht  be- 
gegnen, daß  er  das  Bild  mit  dem  Gegenstande  verwechselt,  daß 
er  glaubt,  in  dem  willkürlich  selbstgebildeten  Symbole  das  Ewige 
zu  erkennen.  Diese  Verwechslung  ist  die  Wurzel  des  religiösen 
Aberglaubens. 

Symbole  können  nun  entweder  anschaulich  oder  begrifflich 
gebildet  werden.  Anschaulicher  Symbole  bedienen  sich  die  bilden- 
den Künste,  begrifflicher  die  Dichtkunst.  Wenn  anschauliche  Sym- 
bole mit  ihrem  Gegenstande  verwechselt  werden,  so  entsteht  der 
Götzenkultus.  Vor  höher  entwickeltem  Verstände  kann  diese  rohe 
Religionsform  nicht  bestehen.  Die  andere  positive  Religionsform, 
die  begriffliche  Symbolik,  ist  die  religiöse  Dichtung  oder  Mytho- 
logie. Der  aus  dieser  Religionsform  hervorgehende  Aberglaube  kann 
selbst  bei  verhältnismäßig  buch  entwickelter  Kultur  noch  eine 
große  Macht  auf  den  Menschengeist  ausüben.  Er  entsteht  dadurch, 
daß  das  Symbol  der  Dichtung,  statt  nach  ästhetischen  Prinzipien, 
nach  wissenschaftlichen  Grundsätzen  beurteilt  wird,  als  ob  es  eine 
Vorstellung  wäre,  der  ein  wirklicher  Gegenstand  in  der  Natur 
entspricht,  als  ob  ein  der  dichtenden  Phantasie  entsprungener, 
nunmehr  zum  Dogma  werdender,  l^Iythus  positive  Erkenntnisse  aus 
Ideen  enthielte. 

Hier  liegt  der  fundamentale  Irrtum  aller  religiösen  Dogmatik, 
indem  durch  die  Verwechslung  des  Sj^mbols  mit  der  Sache  einer- 
seits der  pretentiöse  Wahn  entsteht,  bestimmte  Belehrung  über 
die  ewige  Weltordnung  zu  gewinnen  oder  gar  das  Ewige  selbst 
anschaulich  zu  erkennen,  andrerseits  auf  Grund  dieser  verkannten 
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Bedeutung  des  Symbols  der  Glaube  in  das  Gebiet  des  Wissens 
übergreift.  Ein  solcher  Übergriff  ist  die  Theologie  als  Wissenschaft 
von  Gott  und  den  ewigen  Dingen. 

Alles  Positive  in  den  Religionen  ist  von  dichterischem  Ur- 
sprung und  nicht  von  wissenschaftlicher  Bedeutung.  Dieser  Ur- 
sprung der  Symbole  läßt  uns  auch  die  Bedeutung  der  Verschieden- 
heit der  historischen  Religionsformen  erkennen.  Es  giebt  nur  eine 
religiöse  Wahrheit,  aber  die  Art  diese  Wahrheit  zu  symboli- 
sieren kann  nach  Individualität  und  Charakter  der  Völker  ver- 
schieden sein. 

Die  eine,  den  Symbolen  der  verschiedenen  Religionen  zu- 
grunde liegende,  notwendige  Wahrheit  kann  nur  durch  die  speku- 
lativen Ideen  des  Glaubens  ausgesprochen  werden.  Da  diese  aber 
infolge  ihres  negativen  Ursprungs  keinerlei  positive  Belehrung  zu 
geben  vermögen,  so  kann  das  Positive  an  den  einzelnen  Religionen 
nicht  die  Glaubenswahrheiten  selbst  betreffen  und  daher  auch  für 
sich  noch  keinen  Anlaß  zum  Streite  bieten.  Erst  dadurch,  daß  die 
Symbole  mit  den  Glaubenswahrheiten  verwechselt  und  dadurch  zu 
Dogmen  umgewandelt  werden,  entsteht  hier  der  Streit.  Nur  die 
Lehre  von  dem  negativen  Ursprünge  der  Glaubensideen  kann  hier 
zur  Verständigung  führen. 

„Eines  Glaubens  Wahrheit  lebt  unter  allen  Symbolen." 

Eine  sorgfältige  Scheidung  der  Wissenschaft  von  der  Religion 
auf  Grund  genauer  Einsicht  in  das  Wesen  dieser  beiden  Über- 
zeugungsarten  tut  keiner  von  beiden  Abbruch,  entzieht  vielmehr 
jedem  Konflikt  zwischen  ihnen  den  Boden.  Man  hat  die  Befürch- 
tung ausgesprochen,  eine  kritische  Untersuchung  des  Glaubens 
müsse  folgerichtig  zu  seiner  Vernichtung  führen.  Das  wäre  frei- 
lich ein  schwach  gegründeter  Glaube,  der  vor  dem  prüfenden  Blicke 
einer  strengen  Kritik  nicht  bestehen  könnte!  Dem  Aberglauben 
allerdings  muß  die  Klarheit  der  Wissenschaft  verhängnisvoll  wer- 
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(Ion.  Die  echte  Religion  kann  aber  durch  die  Beseitigung  des  Aber- 
glaubens nur  gewinnen.  Indem  die  Wissenschaft  die  Religion  alles 
mystischen  Beiwerks  entkleidet,  kann  sie  nur  dazu  beitragen,  die 
Ideen  des  Ewigen  um  so  reiner  hervorleuchten  zu  lassen. 

Gestatten  Sie  mir  mit  einigen  kurzen  historischen  Bemer- 
kungen zu  schließen '.  Durch  die  Auflösung  der  Antinomieen  und 
die  damit  verbundene  Lehre  vom  transzendentalen  Idealismus  hatte 
Kant  ein  für  alle  mal  die  Gebiete  des  Glaubens  und  des  Wissens 
getrennt  und  damit  dem  Konflikte  zwischen  Wissenschaft  und 
Religion  eigentlich  ein  Ende  bereitet.  Indessen  blieb  diese  Lehre 
nach  zwei  Richtungen  hin  mangelhaft.  Zum  ersten  enthält  die 
Begründung  derselben  einen  Fehler.  Kant  hat,  so  bestimmt  er 
sich  auch  gegen  den  Rationalismus  richtet,  dennoch  das  Vorurteil 
desselben  von  der  Allgenugsamkeit  des  Beweisverfahrens  beibe- 
halten, indem  er  versucht  die  metaphysischen  Prinzipien  zu  be- 
weisen. Als  Beweisgrundes  für  Erkenntnisse  a  priori  bedient  er 
sich  bekanntlich  des  Prinzips  der  Möglichkeit  der  Erfahrung,  wobei 
er  von  einem  anderen,  dem  empiristischen  Vorurteile  ausgeht,  dem 
zufolge  den  Sinnesanschauungen  allein  objektive  Gültigkeit  zu- 
kommen soll.  Aus  diesem  Prinzipe  lassen  sich  natürlich  die  Ideen 
nicht  beweisen,  weil  sie  ja  keine  Bedingungen  der  Möglichkeit  der 
Erfahrung  bilden;  weswegen  Kant  die  spekulative  Gültigkeit  der 
Ideen  für  einen  notwendigen,  „transzendentalen"  Schein  erklärt. 
Es  fehlt  also  bei  ihm  die  spekulative  Begründung  der  Ideen, 
welch'  letztere  ihm  nur  dadurch  Gültigkeit  erhalten,  daß  er  will- 
kürlich den  Primat  der  praktischen  Vernunft  über  die  spekula- 
tive festsetzt. 


*  Wer  sich  über  das  im  Folgenden  nur  kurz  skizzierte  Verhältnis  der  Fries- 
ischen zur  Kantischen  Philosophie  genauer  zu  unterrichten  wünscht,  sei  auf  den 
Aufsatz  „Kant  und  Fi*ies"  im  2.  Hefte  dieser  Abhandlungen  verwiesen. 
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Dagegen  zeigt  Fries,  daß  die  obersten  Erkenntnisgründe 
sich  nicht  beweisen  lassen,  daß  vielmehr  die  unmittelbaren  Er- 
kenntnisse der  reinen  Vernunft ,  gleich  denen  der  Sinnesanschauung, 
ihre  objektive  Gültigkeit  in  sich  selbst  tragen  und  daß  es  nur 
darauf  ankommen  kann,  sich  mit  Hülfe  des  von  ihm  angegebenen 
Deduktionsverfahrens  zu  vergewissern,  daß  jene  Erkenntnisse  un- 
mittelbare sind.  Seine  spekulative  Begründung  der  Ideen  geschieht 
aus  dem  Prinzipe  der  Unmöglichkeit  des  unendlichen  Regressus, 
das  er  aus  der  metaphj-sischen  Grundform  der  notwendigen  Ein- 
heit deduziert. 

Der  zweite  Mangel  der  kantischen  Lehre  besteht  darin,  daß 
in  ihr  Wissenschaft  und  Glaube  sich  schroff  und  unvermittelt  ge- 
genüberstehen, so  daß  die  Einheit  der  Vernunft  in  seinem  Philo- 
sopheme  nicht  deutlich  hervortritt.  Dieser  Zwiespalt  der  Vernunft- 
erkenntnisse hat  seinen  wesentlichen  Grund  darin,  daß  Kant  die 
objektive  Bedeutung  der  ästhetischen  Beurteilung  verkennt  und 
eine  logische  Teleologie  der  Natur  an  ihre  Stelle  setzt.  An  diesem 
Mangel,  den  Fries  durch  seine  Lehre  von  der  Ahndung  gehoben 
hat,  liegt  es,  daß  Kants  Kritiken  weder  in  religionsphilosophischer 
noch  in  ästhetischer  Hinsicht  befriedigen. 

Schiller,  ein  gründlicher  Kenner  und  begeisterter  Anhänger 
der  kantischen  Philosophie,  hat  diesen  Mangel  wohl  gefühlt.  Er 
sah  ein,  daß  der  Kantianismus  die  Ansprüche  der  Schönheit  gegen- 
über denen  der  wissenschaftlichen  Wahrheit  nicht  sicher  zu  stellen 
vermag  und  der  Ästhetik  nur  noch  subjektive  Bedeutung  läßt. 
In  seinem  Bemühen,  das  bei  Kant  vermißte  objektive  Prinzip  der 
ästhetischen  Beurteilung  zu  finden,  ist  er  zweifellos  als  ein  Vor- 
läufer von  Fries  anzusehen. 

Erst  diesem  ist  es  gelungen,  das  von  Schiller  geforderte 
Prinzip   zu  entdecken,    durch   den  Nachweis,    daß    die   ästhetische 
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Beurt(?ilung-  auf  der  Unterordnung  der  Erscheinungen  unter  die 
Ideen  beruht.  Fries  dürfte  wohl  überhaupt  der  erste  Philosoph 
sein,  der  die  Ästhetik  wissenschaftlich  rechtfertigt ,  indem  er 
ihr  neben  der  "Wissenschaft  eine  selbständige  Stelle  im  Systeme 
anweist  und  so  die  „Wahrheit   der   Schönheit"    behauptet. 

AVährend  Schiller  in  wehmütigen  Versen  die  schrittweise  Ver- 
drängung der  das  griechische  Altertum  beherrschenden  ästhetischen 
Naturauifassung  durch  die  mechanische  der  neueren  Wissenschaft 
beklagte  und  auf  die  Wiederherstellung  der  objektiven  Bedeutung 
des  Schönen  hoffte,  hat  eine  andere  Schule,  die  der  Romantiker, 
denen  die  strenge  Doktrin  Kants  nicht  zusagte,  einen  ganz  anderen, 
sehr  viel  bequemeren  Weg  eingeschlagen,  um  der  Ästhetik  die 
ursprüngliche  Objektivität  wiederzugewinnen.  Sie  glaubten  die 
Zeiten  des  Altertums  dadurch  wiederzubringen,  daß  sie  die  Er- 
rungenschaften der  modernen  Wissenschaft  ganz  einfach  vergaßen. 
Im  Altertume  freilich  gab  es  keine  eigentliche  Naturwissenschaft. 
Die  Alten  })eurteilten  die  Naturerscheinungen  lediglich  nach 
Schönheitsgesetzen.  Ihre  ästhetische  Weltanschauung  konnte  mit 
keiner  Wissenschaft  in  Streit  geraten,  eben  weil  noch  keine  solche 
existierte.  Diese  Zeiten  sind  jedoch  für  immer  dahin.  Heute 
giebt  es  eine  Wissenschaft  von  der  Natur,  die  festgegründet 
und  unumstößlich  dasteht.  Thöricht  und  vergeblich  ist  das  Unter- 
nehmen, die  Naturwissenschaft  dadurch  aus  der  Welt  schaffen  zu 
wollen,  daß  man  sie  ignoriert,  um  sie  durch  eine  vermeintliche 
ästhetisch-theoretische  Beurteilung  der  Natur  zu  ersetzen.  Der 
einzig  besonnene  Weg  ist  vielmehr  der  von  Schiller  geahnte,  von 
Fries  gewiesene.  Dieser  allein  führt  zur  Verständigung  der 
Wissenschaft,  der  Religion  und  der  Ästhetik,  indem  Fries'  Lehre 
jeder  derselben  ihr  Recht  widerfahren  läßt. 
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XII. 


Grundbegriffe  der  Mengenlehre. 


Zweiter  Bericht  über  das  Uneiidliclie  in  der  Mathematik. 


Von 


Gerliard  Hessenberg. 


Berichtigungen : 

Seite  526,  Zeile  15  v.  o.  statt  z^  Zs,  z^  lies  ^,,  z.,,  03. 

Seite  561,  letzte  Zeile:  statt  Wohlordnung  lies  Ordnung. 

Seite  562,  Zeile  9  v.  u.  statt  Element  N  lies  Element  a. 

Seite  599,  Zeile  6  v.  0.  statt  lim  {nl)  lies  lim  {aX). 

Seite  626,  Zeile  10  v.  0.  statt  darstellbar  lies  endlich  darstellbar. 

Seite  646,  Zeile  14  v.  u.  statt  ZaLlprozeß  lies  Zählprozeß. 


"VorTTort. 


Das  vorliegende  Referat  über  das  Unendliche  in  der  Mathe- 
matik war  ursprünglich  als  Fortsetzung  des  im  ersten  Heft  er- 
schienenen Berichtes  gedacht.  Es  sollte  zeigen,  daß  mit  der  Aus- 
schaltung aktual  unendlicher  G-roßen  aus  den  Grrenzmethoden,  ins- 
besondere aus  der  Infinitesimalrechnung,  die  Mathematik  keineswegs 
auf  die  Betrachtung  des  aktual  Unendlichen  überhaupt  verzichtet. 
Vielmehr  sollte  das  Beispiel  der  Nichtabzählbarkeit  des  Konti- 
nuums  die  Möglichkeit  der  Unterscheidung  verschiedener  un- 
endlicher Mächtigkeiten,  und  der  daraus  folgende  Cantorsche  Be- 
weis der  Existenz  transzendenter  Zahlen  die  praktische  Be- 
deutung dieser  Unterscheidung  dartun. 

Das  Referat  wuchs  aber  während  der  Ausarbeitung  dauernd; 
das  augenblicklich  stark  zunehmende  Interesse  an  mengentheore- 
tischen Untersuchungen  veranlaßte  mich  schließlich,  den  Bericht 
geradezu  zu  einer  Einleitung  in  die  Grundbegriffe  des  betrachteten 
Gebietes  auszugestalten.  Darüber  hinauszugehen  und  etwa  noch 
die  mathematischen  Anwendungen  in  größerem  Umfange  darzu- 
stellen verbot  aber  die  Rücksicht  auf  den  nicht  ausschließlich 
mathematischen  Leserkreis  dieser  Zeitschrift.  Andererseits  liegt 
hierüber  der  ausführliche  Schoenfließsche  Bericht  in  den  Jahres- 
berichten der  Deutschen  Mathematikervereinigung  vor,  und  endlich 
hätte  der  unvermeidliche  Literaturnachweis  die  Fertigstellung  der 
Arbeit  ins  ungemessene  verzögert. 

Den  mengentheoretischen  Kalkül  wollte  ich  ursprünglich  nicht 
in  den  Umfang  des  Berichtes  einbeziehen.     Es  zwangen  mich  aber 


^o 
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zwei  Gründe  dazu:  Einmal  die  Paradoxie  der  Menge  aller  Ord- 
nungszahlen, die  mir  die  klarste  und  schärfste  Fassung  des  ultra- 
finiten  Paradoxons  zu  sein  scheint,  das  unter  anderen  von  Russell 
in  so  zahlreiche  Formen  gebracht  worden  ist.  Zu  ihrer  Darstellung 
bedarf  man  immerhin  des  Begriffs  der  Ordnungszahl;  und  damit 
der  Widerspruch  nicht  in  diesem  Begriff  selbst  gesucht  werde, 
mußte  gezeigt  werden ,  welch  umfangreiches  Gebiet  des  wider- 
spruchsfreien Kalküls  durch  ihn  eröffnet  wird. 

Der  zweite  Grund,  der  mich  zur  Darstellung  des  Kalküls  ver- 
anlaßte,  war  die  Frage  der  Erzeugungsprinzipien.  Bei  diesen  ist 
der  Satz  von  Bedeutung,  daß  jede  Mächtigkeit,  die  eine  unmittelbar 
vorangehende  besitzt,  ein  neues  Prinzip  verlangt;  und  hierfür  muß 
man  zeigen  können,  daß  das  Quadrat  jeder  Mächtigkeit  ihr  selbst 
gleich  ist.  Ausgesprochen  ist  dieser  Satz  nach  einer  Mitteilung 
von  Herrn  Bernstein  zuerst  von  Herrn  Georg  Cantor.  Ob 
der  in  dieser  Mitteilung  flüchtig  skizzierte  Beweis  derselbe  ist, 
den  ich  hier  darstelle,  vermag  ich  nicht  zu  beurteilen.  Da  ferner 
die  Sätze  über  den  Kalkül  mit  transfiniten  Ordnungszahlen  von 
Herrn  Cantor  nur  für  die  zweite  Zahlklasse  ausgesprochen  sind^ 
und  auch  Herr  Schoenfließ  in  der  „Encyklopädie  der  mathe- 
matischen Wissenschaften''  -  sich  ausschließlich  mit  dieser  beschäf- 
tigt ,  hielt  ich  es  für  angebracht ,  die  Gültigkeit  des  ganzen 
Kalküls  für  jede  Zahlklasse  zum  Ausdruck  zu  bringend  Ich  ver- 
hehlte mir  nicht,  daß  dieser  Teil  über  den  transfiniten  Kalkül  in 
erster  Linie  nur  für  Mathematiker  Interesse  haben  kann,  und  habe 
mich  daher  bemüht,  die  späteren  Kapitel  nach  Möglichkeit  unab- 
hängig von  ihm  zu  gestalten,  so  daß  der  mathematisch  un- 
geschulte Leser  ihn  überschlagen  kann. 

Wer  auf  Konsequenz  und  Geschlossenheit  der  Darstellung 
Wert  legt,  wird  nicht  damit  einverstanden  sein,  daß  die  endlichen 


1  Math.  Annalen,  Bd.  21  und  49. 
■^  Band  I,  i,  i)ag.  193,  §  9. 

3  Herr  Schoenfließ  sagt  1.  c.  §  8,  S.  193 :  Der  hieran  anschließende  Ausblick 
auf  eine  wohlgeordnete  Menge  von  Zahlklassen  . . .  entbehrt  noch  der  Ausführung. 
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Zahlen  zunächst  als  etwas  Bekanntes  angenommen  werden  und  die 
Theorie  der  unendlichen  Mengen  vielfach  auf  sie  gestützt  wird.  Wäre 
dieser  Bericht  blos  für  Mathematiker  bestimmt,  so  hätte  ich,  wenn 
ich  ihn  dann  überhaupt  zu  schreiben  für  nötig  gehalten  hätte, 
vielleicht  anders  angeordnet  und  die  im  letzten  Teil  gegebenen 
Theorieen  der  endlichen  Zahlen  vorangestellt.  Ich  hätte  auf  diesem 
"Wege  auch  nicht  die  schönen  Dedekindschen  Betrachtungen  in 
verschiedene  Kapitel  zu  zerstreuen  brauchen.  Daß  ich  eine  andere 
Anordnung  zu  Grunde  gelegt  habe,  geschah  aus  der  festen  Über- 
zeugung heraus,  daß  dadurch  das  Verständnis  des  schwierigen 
Gegenstandes  wesentlich  erleichtert  wird. 

Zu  besonderem  Danke  bin  ich  Herrn  Zermelo  verpflichtet 
für  die  Durchsicht  der  Korrekturbogen,  vor  allem  aber  für  die 
Mitteilung  eigener,  noch  unveröffentlichter  Untersuchungen  und 
die  Erlaubnis,  von  ihnen  Gebrauch  zu  machen.  Zu  diesen  gehört 
auch  der  schöne  Satz  XX,  Seite  539,  bei  dem  im  Text  versehent- 
lich der  Hinweis  auf  den  Urheber  unterblieben  ist.  Ferner  machte 
mich  Herr  Zermelo  darauf  aufmerksam,  daß  der  Beweis  des  §  119 
(ebenso  wie  der  entsprechende  bei  Dedekind,  „Was  sind  und  was 
sollen  die  Zahlen?")  in  versteckter  Weise  von  dem  in  §  102  und 
§  137  besprochenen  Auswahlpostulat  Gebrauch  macht;  es  war 
leider  nicht  mehr  möglich,  dies  im  Text  hervorzuheben. 
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Erster  Teil. 


Die  Grundbegriffe   der  Teilnng,   Vergleichnng   nnd  Ordnung. 

I. 

Das  Paradoxon  der  Winkelvergleichung. 

§  1.  Im  ersten  Hefte  dieser  Zeitschrift  ist  in  einem  Referat 
über  „das  Unendliche  in  der  Mathematik"  dargetan  worden,  daß 
weder  in  den  elementaren  noch  in  den  als  „Infinitesimalrechnung^ 
bezeichneten  Kapiteln  der  Mathematik  eine  wirklich  unendliche 
„Größe"  auftritt;  daß  vielmehr  das  Wort  „unendlich"  lediglich 
zur  abkürzenden  Beschreibung  wichtiger  Tatsachen  des  endlichen 
benutzt  wird. 

Dort  bot  sich  im  zweiten  Kapitel  bei  Gelegenheit  der 
Winkelmessung  ein  Beispiel  einer  Paradoxie  des  Unendlichen,  die 
dadurch  ausgeschaltet  wurde,  daß  Winkel  lediglich  durch  Scheitel- 
strahlenzerlegung verglichen   werden   durften.     Dieses  Paradoxon 

der  Winkeläächen  ist  sehr  lehrreich  und 
soll  daher  im  folgenden  als  Ausgangs- 
punkt unserer  Betrachtung  dienen. 

Es  sei  POQ  ein  beliebiger,  spitzer 
oder  stumpfer  Winkel,  R  ein  Punkt  des 
Schenkels  OP.  Wir  ziehen  durch  R  in 
das  innere  des  Winkels  eine  Paralelle 
BS  zu  OQ.  Sie  zerlegt  die  Fläche  des 
Winkels  in  zwei  Teile,   in  den  Streifen  QOIiS  und  in  den  Winkel 
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ritS,   der  dem  Winkel  FOQ  gleich  ist   und   durch  Verschiebung 
mit  ihm  zur  Deckung  gebracht  werden  kann. 

Kach  dem  Grundsatz:  „Der  Teil  ist  kleiner  als  das  Ganze" 
ist  andererseits  der  Winkel  FES  kleiner  als  der  Winkel  FOQ. 
Da  die  Begriffe  „kleiner"  und  „gleich"  sich  ausschliessen,  entsteht 
ein  Widerspruch. 

§  2.  Es  wird  vielfach  versucht,  den  Widerspruch  durch  folgende 
Argumentation  zu  beseitigen:  Das  Ebenenstück  PO^  ist  unendlich, 
also  kein  Ganzes.  Demnach  kann  der  Grundsatz  vom  Teil  und 
Ganzen  nicht  angewandt  werden. 

Diese  Argumentation  hat  den  Fehler,  daß  sie  zuviel  beweist. 
Da  sie  nämlich  in  keiner  Weise  davon  Gebrauch  macht,   daß  der 
zerlegende   Halbstrahl   ES  am   Punkte   0   vorbeigeht,    würde   .sie 
auch  den  Fall   der  Zerlegung   durch  Scheitelstrahlen  treffen,  und    J 
es  wäre  damit  nachgewiesen,  daß  Winkel  überhaupt  nicht  verglichen 
werden  können.    Außerdem  kollidiert  dieser  Gebrauch  der  Begriffe    | 
Teil   und   Ganzes   mit   dem    vulgären    Sprachgebrauch;   Teil   und    l 
Ganzes   sind   korrelative  Begriffe,   und  da   das  Ebenenstück  FOQ    ' 
offenbar  Teile  besitzt,  ist  es  selbst  das  Ganze,  von  dem  diese  Teile 
genommen  werden. 

Der  Mathematiker  im  besonderen  hat  eine  tiefe  Abneigung 
gegen  solche  Argumentation  mit  Allgemeinbegriffen.  Wenn  für 
ihn  irgend  ein  Gegenstand  „ganz"  ist,  so  genügt  es  dafür,  daß 
genau  feststeht,  was  zu  ihm  gehört,  und  was  nicht.  Das  Zugehören 
selbst  ist  aber  wieder  ein  Allgemeinbegriff,  und  es  sei  daher  am 
speziellen  Beispiel  ausdrücklich  festgestellt,  daß  von  jedem  Punkt  l 
der  Ebene  feststeht,  ob  er  im  innern,  im  äussern  oder  auf  der 
Grenze  von  F0(^  liegt.  Darum  gilt  FOQ  mathematisch  als  Ganzes.  \ 
Da  weiterhin  jeder  Punkt  FES  ein  Punkt   von    FOQ,   aber    nicht 
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jeder    Punkt    von    POQ    einer    von    FRS   ist,    gilt  FBS  als  Teil 
von  FOQ. 

§  3.  Wollen  wir  also  den  falschen  Schluss,  der  unseren  Wider- 
spruch verursacht,  wirklich  scharf  „herauspräparieren",  so  müssen 
wir  die  allgemeinen  Begriffe,  mit  denen  wir  operierten,  näher 
untersuchen.  Wir  finden  drei  Grundbeziehunffen :  die  Vero-leichuns:, 
der  das  Wort  „gleich"  entspricht,  die  Ordnung,  der  das  Wort 
„kleiner"  entspricht,  und  endlich  die  Beziehung  des  Teils  zum 
Ganzen.  Die  Bedeutung  dieser  drei  Beziehungen  und  ihre  Ver- 
knüpfung untereinander  reicht  natürlich  weit  über  das  Paradoxon 
der  Winkelvergleichung  hinaus ;  die  Ausführlichkeit  der  folgenden 
Betrachtungen  ist  nicht  durch  das  einzelne  Beispiel  geboten. 

Wir  werden  bei  der  Untersuchung  unserer  drei  Grundbe- 
ziehungen auf  eine  Definition  derselben  zunächst  verzichten,  da  eine 
solche,  falls  sie  überhaupt  möglich  ist,  an  Stelle  der  zu  prüfenden 
lediglich  neue  Allgemeinbegriffe  von  gleicher  oder  größerer  Ver- 
schwommenheit zum  Ausgangspunkt  stempeln  würde.  Dagegen 
fragen  wir,  der  kritisch-mathematischen  Blethode  folgend,  bei  jedem 
unserer  Begriffe  nach  den  Grundsätzen,  in  denen  er  auftritt,  d.  h. 
nach  denjenigen  Eigenschaften,  die  eine  Beziehung  besitzen  muß, 
damit  ihr  der  Name  einer  Vergleichung,  Ordnung  oder  Teilung 
zukommen  kann. 


II. 

Die  Teilung  und  die  Vergleichung. 

§  4.    Welcher  Art  die  Beziehung  auch  sei,    die  wir   mit   dem 

Wort   y^A   ist   ein   Teil   von  B"-    bezeichnen,   sie   wird   folgendem 

Grundsatz  gehorchen  müssen: 

34* 
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la.    Istyl  ein  Teil  voni^  i>  ein  Teil  von  C,  so  ist^  ein 

Teil  von  C. 

Da  man  zuweilen  ein  Ding  A  mit  zu  seinen  eigenen  Teilen  als 
„uneigentlichen"  oder  „unechten"  Teil  hinzurechnet,  wollen 
wir  jeden  mit  A  nicht  identischen  Teil  von  A  einen  „eigent- 
lichen" oder  „echten"  Teil  nennen.  Diese  Trennung  ist  für 
Satz  la  nicht  erforderlich,  wohl  aber  für  folgende  zwei  Sätze: 

IIa.    Ist  ^  ein  eigentlicher  Teil    voni^,    so    ist  !>'  kein 
Teil  von  A. 

Illa.    Ist  A  mit  B  identisch,  so  ist  J5  kein  eigentlicher 
Teil  von  A. 

Satz  IIa  handelt  von  der  Umkehrung,  Satz  Illa  von  dem 
Verhältnis  zur  Identität. 

Drei  analoge  Sätze  gelten  von  der  Vergleichung.  Da  aber 
keineswegs  alle  Vergleichungen  durch  das  Zeichen  =  und  das 
Wort  ;,gleich"  ausgedrückt  werden,  wollen  wir  hierfür  das  mengen- 
theoretische Zeichen  <^  und  den  allgemeinen  Terminus  ;.aequivalent" 
oder  „gleichwertig"  gebrauchen. 

Wir  haben  alsdann  folgende  Grundsätze: 

Ib.    Isi  Ar\j  JB,   B  r^  C,   BO  \?,i   Arsj  C. 

IIb.    Ist  Ar^B,  so  ist  B  r^  A. 
Illb.    Ist  A  mit  B  identisch,  so  ist  ArsjB. 

Diesen  Bedingungen  einer  Vergleichung  genügen  in  der  Geo- 
metrie unter  anderem  die  Kongruenz  und  die  Ähnlichkeit  von 
Figuren,  die  Parallelität  von  Geraden  u.  a.  ra.  Da  wir  allgemein 
bestrebt  sind,  jede  Vergleichung  als  Identität  gewisser  Eigenschaften 
darzustellen,  konstruieren  wir  vielfach  solche  Eigenschaften  eigens 
zu  diesem  Zwecke.  So  spricht  man  bei  parallelen  Geraden  von 
„gleichen  Richtungen",  bei  ähnlichen  Figuren  von  „gleicher  Form". 
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§  5.  Die  Beziehungen  der  Teilung  und  der  Vergleichung  können 
an  der  gleichen  Gruppe  von  Dingen  auftreten.  Von  einer  Ver- 
knüpfung der  beiden  Beziehungen  kann  aber  nur  dann  die  Rede 
sein,  wenn  die  Teile  der  verglichenen  Gegenstände  auch  der  Ver- 
gleichung unterworfen  sind.  Sind  z.  B.  die  Gegenstände  ebene 
Polygone,  die  hinsichtlich  ihres  Flächeninhaltes  verglichen  werden, 
ihre  Teile  aber  die  Punkte  des  Innern,  so  findet  die  Vergleichung 
auf  diese  Teile  keine  Anwendung.  Ebenso  liegt  der  Fall  beim 
"Winkelmessen.  Die  Vergleichung  besteht  im  aufeinanderlegen 
der  Schenkel.  Bei  jeder  Zerlegung  nun,  die  nicht  durch  Scheitel- 
strahlen erzeugt  wird,  ist  mindestens  ein  Teil  unvergleichbar  mit 
dem  Ganzen. 

Definieren  wir  dagegen  die  Teilung  der  Polygone  durch  gerad- 
linige Zerschneidung,  so  sind  die  Teile  wieder  Polygone,  also  wieder 
vergleichbar.  Definieren  wir  ebenso  die  Vergleichung  der 
Winkel  durch  Zerschneiden  in  kongruente  Teile  ohne  die  Be- 
schränkung auf  Scheitelstrahlen,  so  sind  alle  Teile,  die  durch 
geradliniges  Zerschneiden  entstehen,  demselben  Vergleichungs- 
prinzip  zugänglich. 

Wir  betrachten  nun  lediglich  diesen  Fall,   daß   die  Teile  dem 
Vergleichungsprinzip  zugänglich  sind   und   stellen   dazu   folgendes 
Postulat,  dessen  Gültigkeit  im  speziellen  Fall  erst  nachzuweisen  ist : 
IV.     (Postulat   der    äquivalenten     Teile.)      Ist    Ä   zu    B   äqui- 
valent,   und  enthält    es    einen    Teil  Ä^,    so    enthält 
B  einen  zu  Ä^  äquivalenten  Teil  B^. 
Für  die  weiteren  Ausführungen  werden  wir  lediglich  die  Sätze 
I — III,  a  und  b  und  IV  verwenden.     Die    eingestreuten  Beispiele 
sollen  nur  zur  Erläuterung  und  zum  Nachweis  dessen  dienen,  daß 
dem  logischen  Formalismus  der  Sätze  wirkliche  Beziehungen   ent- 
sprechen.     In  jedem    einzelnen   Anwendungsfalle   wird   man   sich 


—     492     —  §  5.  6. 

solbstverstänillicli  immer  erst  zu  überzeugen  haben,  daß  die  vor- 
handenen Beziehungen  wirklich  umgekehrt  dem  Formalismus  1— IV 
geniigen. 

Da  es  von  AVert  ist,  daß  tatsächlich  nur  die  Sätze  I — IV  zur 
Verwendung  gelangen,  werde  ich  die  nächstfolgenden  Beweise  zum 
größeren  Teil  in  ihre  Syllogismen  zerlegen. 


m. 

Die  Ordnung. 

§  6.  Als  „Ordnung"  werden  alle  diejenigen  Beziehungen  be- 
zeichnet, die  wir  mit  den  Zeichen  > ,  <  und  mit  Worten  wie 
„größer,  kleiner",  „früher,  später",  „vor,  nach",  „über,  unter", 
„rechts,  links",  aussprechen. 

Eine  Ordnung  muß  folgenden  Grundsätzen  genügen: 
Ic.    Ist  Ä<i  B,  B  '^^z  C,  so  ist  Ä<^  C. 
IIc.   Ist  A<zBj  so  ist  sicher  nicht  B  <=c:  A. 
nie.    Ist  A  mit  B  identisch,  so  ist  sicher  nicht  A<z  B. 

Diese  Bedingungen  unterscheiden  sich  zunächst  nur  durch  die 
Bezeichnung  von  den  drei  ersten  der  Teilung,  la  bis  Illa.  Der 
Unterschied  zwischen  Ordnung  und  Teilung  tritt  erst  zu  Tage, 
wenn  wir  die  charakteristischen  Sätze  aufstellen,  die  die  Ordnung 
mit  der  Vergleichung  verknüpfen.  Der  erste  von  ihnen  schließt 
wegen  Illb  den  Satz  IIIc  ein  und  lautet : 
V.     Ist  A  rsj  B,  so  ist  sicher  nicht  A  <:  B. 

Satz  V  und  IIc    behaupten  zusammen   die  Ausschließung   der 
Begriffe   kleiner,    größer  *)   und    gleich.     Diese   Ausschließung   ist 


'  Es    ist    liier    stillscliweigeiul   an,i>enommen,    daß   A  <i  B  und  B  ":>■  A  ver- 
schiedene Ausdrucksweisen  für  die  gleiche  Beziehung  sind. 


i 
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eine  Konzession  an  den  Sprachgebrauch:  Wir  wollen  die  Worte 
„größer"  „kleiner"  nur  für  Begriffe  gebrauchen,  die  die  Gleichheit 
ausschließen. 

Der  nächste  Satz  kann  als  Satz  der  äquivalenten  Ordnung 
bezeichnet  werden  und  lautet: 

VI.  Ist  ^rv^',    Br^  B'  und  A^B,   so   ist   auch  J.'<5'. 
Man   kann   ihn   in   zwei  Sätze   zerlegen,   deren  jeder  aus  VI 

folgt  und  die  zusammen  wieder  VI  ergeben: 
VIi.    Ist  Är^B,  B^C,  so  ist  A^C. 
VI2.    Ist  A^B,  BrsjC,  so  ist  A-^C. 

Gelten  VIi  und  VI2,  so  folgt  aus  den  Voraussetzungen  A  ~  A', 
A<z  B  in  VI  zunächst  A'  <  B  nach  VIi ,  hieraus  und  aus  B  rsj  B' 
nach  VI2  die  Behauptung  von  VI.  Nimmt  man  umgekehrt  A  mit  A' 
als  identisch  an,  so  geht  Satz  VI  in  VI2  über ;  VIi  ist  der  Spezial- 
fall von  VI,  der  aus  der  Identität  von  B  mit  B'  entsteht. 

Zu  diesen  Sätzen  kommt  als  letzter  ein  Satz  von  prinzipieller 
Bedeutung : 

VII.  (Satz    der    Trichotomie).     Entweder   ist   A<zB,    oder 
B  <z  A,  oder  A  r^  B. 

§  7.  Sätze,  die  die  Ordnung  mit  der  Teilung  in  Beziehung  setzen, 
sind  zunächst  nicht  aufgestellt ;  denn  gerade  diese  Sätze,  wie  z.  B. 
der  Grundsatz,  der  Teil  sei  kleiner  als  das  Ganze,  sollen  Gegenstand 
der  weiteren  Untersuchung  sein. 

Ehe  wir  zu  diesen  übergehen,  beweisen  wir  an  einem  einfachen 
Beispiel,  daß  der  Satz  von  der  Trichotomie  unabhängig 
ist  von  allen  vor  angehenden  Sätzen  der  Vergleichung 

und  Ordnung. 

Zu  diesem  Nachweis  wählen  wir  als  Gegenstände  der  Ver- 
gleichung die  Punkte  des  Raumes  und  als  Vergleichung  die  Iden- 
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tität.    A  =  B  heißt  also,  daß  A  und  B  denselben  Punkt  bezeichnen. 

Um  die  Punkte  zu  ordnen,  greifen  wir  zunächst  einen  belie- 
bigen Punkt  O  heraus  und  setzen  fest,  daß  0  <.  A  für  jeden  von 
0  verschiedenen  Punkt  A  sein  soll.  Sind  nun  A  und  B  zwei  von 
einander  und  von  0  verschiedene  Punkte,  so  schreiben  wir  A  <z  B, 
wenn  die  Strecke  OA  kürzer  als  OB  ist.  Wir  überzeugen  uns 
sofort  von  der  Gültigkeit  der  Sätze  Ic  bis  Illc.  Um  weiter  V 
und  VI  zu  beweisen,  beachten  wir,  daß  aus  A  =  B  die  Gleichheit 
der  Strecken  OA  und  OB  folgt.  Daß  VII  aber  nicht  gilt,  erkennt 
man  sofort  daran,  daß  aus  der  gleichen  Länge  der  Strecken  OA 
und  OB  keineswegs  die  Identität  der  Punkte  A,  B  folgt. 

Die  Unabhängigkeit  des  Satzes  VII  läßt  sich  nicht  umkehren, 
vielmehr  ist  VI  eine  Folge  von  VII.  Betrachten  wir,  um  dies 
einzusehen,  zunächst  VIi ,  d.  h.  die  beiden  Voraussetzungen : 

(1)  Ars,B  (2)  B^C. 

Die  Annahme  C  <z  A  würde  mit  (2)  nach  Ic  zu  ^  <:  ^  führen, 
was  (1)  widerspricht.  Die  Annahme  C  rsj  A  ergäbe  mit  (1)  nach 
Ib  C  r\j  B.  was  (2)  widerspricht.  Der  Widerspruch  entspringt  in 
beiden  Fällen  aus  V.  Da  weder  C  <  A  noch  C  r^  A  sein  kann, 
folgt  aus  VII,   daß  A  <:  C   sein  muss.     Ebenso  beweist   man  VI2. 

IV. 

Das  Problem  der  Trichotomie. 

§  8,    Wenn  wir  zu  dem  System  der  bisherigen  Sätze  noch  den 

Grundsatz  hinzunehmen,  daß  der  Teil^  kleiner  als  das  Ganze  sei, 

so  folgt  mit  Satz  VIi  sofort,  daß  A  <z  B  auch  dann  statthat,  wenn 

A  zwar  nicht  selbst  ein  Teil  von  B,  wohl  aber  einem  Teil  von  B 


'  Es    kann    sich   hier   und   im    folgenden    natiirlirh    nur   um  eigen  tlir  he 
Teile  liandeln. 
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äquivalent  ist.  Bei  den  üblichen  Vergleichungsmethoden  teilbarer 
Größen  gilt  aber  anch  die  Umkehrung :  Wenn  Ä<c  B  ist,  so  gibt 
es  in  B  einen  zu  Ä  äquivalenten  Teil.  Danach  liegt  es  nahe,  den 
Begriff  des  kleiner  überhaupt  so  zu  definieren:  Ä  heißt  kleiner 
wie  B,  wenn  es  einem  Teile  von  B  äquivalent  ist. 

Trotzdem  nun  unsere  bisherigen  Entwicklungen  noch  lange 
nicht  alle  für  die  Messung  endlicher  Größen  charakteristischen 
Tatsachen  enthalten,  sind  wir  bereits  in  der  Lage,  die  Unzulässigkeit 
einer  solchen  Definition  zu  erkennen.  Sie  führt  nämlich  nicht  zu 
einer  dreifachen,  sondern  zu  einer  vierfachen  Disjunktiun. 

Benutzen  wir  lediglich  das  Kriterium,  ob  A  einem  Teile  von 
B  äquivalent  ist,  (ohne  es  mit  dem  Zeichen  A<zB  auszudrücken,) 
so  erhalten  wir  eine  Dichotomie :  Entweder  gibt  es  einen  Teil  7j, 
von  B,  so  daß  Är^  B^,  oder  es  gibt  keinen  solchen  Teil. 

Vertauschen   wir    die  Rollen    von  Ä  und  B,    so  entsteht  eine 
zweite  Dichotomie.     Beide  Dichotomieen  vereinigen  sich  nach  dem 
bekannten  logischen  Schema  zu  folgender  vierfachen  Disjunktion: 
VIII.     Einer  der  folgenden   vier    Fälle    muß    stets   zu- 
treffen, und  jeder  schließt  die  drei  anderen  aus: 

(A)  Ä  ist  einem  Teil  von  B,  B  einem  Teil  von  A  äquivalent. 

(B)  A  ist  einem  Teil  von  B,  B  keinem  Teil  von  A  äquivalent, 
i   (r)  A  ist  keinem  Teil  von  B,  B  einem  Teil  von  A  äquivalent. 

I  (A)  A  ist  keinem  Teil  von  B,  B  keinem  Teil  von  A  äquivalent. 
Es  sind  hierbei  stets  eigentliche  Teile  gemeint. 

§  9.  Wir  beweisen  zunächst  folgenden  Satz  : 

Wird  das  Eintreten  des  Falles  (B)  mit  A  <:  B  oder 
■B  >  ^  be  zeichnet ,  so  erfüllt  diese ,  so  definierte  Be- 
ziehung alle  Anforderungen  der  Ordnung  mit  Aus- 
nahme des  Satzes  VII  von  der  Trichotomie. 
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Zunächst  weisen  wir  die  Gültigkeit  des  Postulates  V  nach : 
Ist  Ä  r\j  B ,  so  ist  gewiß  nicht  Ä  <:z  B.  Wäre  nämlich  Ä-^z  B, 
so  hieße  das  nach  VIII  (B)  : 

(1)  B  besitzt  einen  Teil  B^,  (2)  B^r^  A.  Im  Verein  mit 
Ä  r>j  B  folgt  hieraus  nach  IV : 

(3)  Ä  besitzt  einen  Teil  A^,        (4)  A^r^B,. 

Aus  den  Aequivalenzen 

A.rsjB,,  B.r^A,  Ar^B 

folgt  nun  nach  Ib,  daß  A^  zu  B  äquivalent  ist,  im  Widerspruch 
mit  der  zweiten  Aussage  von  (B). 

Das  Postulat  III  c  ist  ein  spezieller  Fall  von  V ,  da  die 
Identität  nach  II Ib  ein  spezieller  Fall  der  Äquivalenz  ist. 

Die  Aussagen  des  Falles  (f)  gehen  aus  (B)  durch  Vertauschung 
von  A  mit  B  hervor.  Das  Eintreten  dieses  Falles  ist  also  durch 
A  >  B  oder  B  <l  A  z\x  bezeichnen.  Da  (B)  und  (f)  sich  logisch 
ausschließen,  ist  hiermit  das  Postulat  IIc  als  erfüllt  nachge- 
wiesen. 

Das  Postulat  Ic  beweisen  wir  in  zwei  Schritten.  Wir  ent- 
nehmen  zunächst  aus  A  •<  B  die  Voraussetzungen : 

(1)  B  enthält  einen  Teil  B„         (2)  B^r^  A, 

und  ebenso  aus  B  <::  C: 

(3)  C  enthält  einen  Teil  C\,         (4)  C\r^B. 

Aus  (1)  und  (4)  folgt  nach  IV  : 

(5)  C,  enthält  einen  Teil  C,,         (6)  C^r^B,. 

Aus  (3)  und  (5)  nach  la: 

(7)  C  enthält  einen  Teil  C,. 

Endlich  aus  (2)  und  (6)  nach  Ib: 

(8)    C,r>^A. 
Damit  ist  der  erste  Teil  der  Behauptung  A  <:  C  erwiesen.     Noch 
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einfacher    ist    sein  Beweis    unter    den  Voraussetzungen   der   Sätze 
VIi  oder  VI2.     Im  ersten  Falle  hat  man : 

(9)  Ärsj  B,     (10)  C  enthält  einen  Teil  C, ,     (11)  C,  ~  B. 
Aus  (9)  und  (11)  folgt  nach  Ib : 

(12)   6\  rs.  Ä. 

Bei  Satz  VI2  ist  vorausgesetzt : 

(13)  B  enthält  einen  Teil  B, ,    (14)  B^  r^  A,    (15)  C  ~  5. 
Aus  (15)  und  (13)  folgt  nach  (IV) : 

(16)  C  enthält  einen  Teil  6\,  (17)  C,  r^  B,, 

und  aus  (17)  und  (14)  nach  Ib 

(18)  C,  rv  Ä. 
Sicher   enthält   also    C  einen   zu  Ä  äquivalenten  Teil,  und  es 
bleibt  zu  zeigen,  daß  das  Umgekehrte  nicht  statthat.    Wir  nehmen 
das  Gegenteil  an: 

(19)  Ä  enthält  einen  Teil  Ä,,         (20)  Ä,  r>^  C. 
Mit  (3)  und  (4)  folgt  hieraus,    daß  Ä^,    also  auch  A,    einen  zu  B 
äquivalenten   Teil    enthielte.      Das    gleiche   folgt    aus    (15)   noch 
direkter  und  steht  im  Widerspruch  zu  der  Voraussetzung  A^c  B, 
die  den  Sätzen  Ic  und  VI2  gemeinsam  ist. 

Aus  (9)  aber  würde  folgen,  daß  auch  B  als  zu  A  äquivalent 
einen  mit  C  äquivalenten  Teil  besäße,  und  das  widerstreitet  B  <zC, 
der  in  Ic  und  VIi  enthaltenen  Voraussetzung. 

Hiermit  sind  auch  die  Postulate  Ic  und  VI  als  erfüllt  nach- 
gewiesen. 

§  10.  Wenn  A  mit  B  äquivalent  ist,  so  kann,  wie  gezeigt  war, 
weder  die  Beziehung  (B)  noch  die  Beziehung  (P)  bestehen,  d.  h. 
es  muß  entweder  (A)  oder  (A)  zutreffen.  Da  beide  sich  logisch 
ausschließen,   kann  auch  nur  eines  von  beiden  zutreffen.     Als  das 
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^  r  r  i)  li  l  0  m  der  T  r  i  c  h  o  t  o  m  i  e  "    Icann   nun  folgende  Aufgabe 
bezeichnet  werden  : 

Es  sei  für  gewisse  Dinge  A,  B,  ...  eine  Teilung 
und  eine  Vergleicliung  gegeben,  die  zusammen 
das  Postulat  IV  erfüllen,  so  daß  die  Disjunktion 
VIII  möglich  ist.  Es  sollen  folgende  Fragen 
beantwortet  werden: 

1)  Sind  die  Fälle  B,  T  möglich? 

2)  Welche  der  Beziehungen  A,  A  hat  im  Falle  der 
Äquivalenz  statt? 

3)  Ist  diese  im  Falle  de  r  Äqui  valen  z  zutreffende 
Beziehung  auch  eine  hinreichende  Bedingung 
der  Aquival  enz? 

4)  Ist  eine  der  Beziehungen  A,  A  überhaupt  ausge- 
schlossen? 

Auf  diese  Fragen  werden  wir  in  den  verschiedensten  Fällen 
die  verschiedensten  Antworten  erhalten.  Zunächst  beachten  wir 
die  Antwort,  die  der  Satz  vom  Teil  und  Ganzen  giebt.  Er  be- 
antwortet nämlich  die  Frage  (4)  dahin,  daß  (A)  unmöglich  ist. 

Wenn  die  Beziehung  (A)  gilt,  d.  h.  wenn  A  r^  B^,  B  r^j  A^^ 
J.,  Teil  von  A,  -B,  von  B  ist,  so  folgt  aus  B  rsj  A^,  daß  auch  A^ 
einen  Teil  A^  besitzt,  und  daß  A^  zu  B^  äquivalent  ist.  Danach 
ist  aber  erstens  A^  als  Teil  von  A^  auch  Teil  von  A^  zweitens 
wegen  A^  r>.j  B^ ,  /»*,  rv  A  auch  A,^r^  A.  Dies  widerspricht  dem 
Postulat  vom  Teil  und  Ganzen,  d.  h.  der  Satz  vom  Teil  und 
Ganzen  schließt  die  Beziehung  (A)  aus. 

Hiermit  sind  auch  die  Fragen  (1)  und  (2)  erledigt.  Im  Falle 
der  Äquivalenz  hat  die  Beziehung  (A)  statt,  und  die  Beziehung 
(B)  ist  möglich ,  wenn  es  überhaupt  Teile  giebt.  Denn  der  Teil 
ist  dann  kleiner  als  das  Ganze.     Die  Frage  (3)  wird  durch  den 
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Satz  vom  Teil  und  Ganzen  nicht  erledigt  und  bedarf  einer  ge- 
sonderten Behandlung,  nämlich,  sofern  sie  bejaht  werden  soll,  des 
Kachweises  folgenden  Satzes : 

IX.  Ist  kein  Teil  von  .1  zu  B  und  kein  Teil  von  B  zu 
A  äquivalent,  so  ist  A  zu   />'  äquivalent. 

"Wenn  dieser  Nachweis  geführt  ist,  ist  das  Problem  der  Tri- 
chotomie  in  dem  gewünschten  Sinn  gelöst,  die  Disjunktion  VIII 
ist  trichotom  und  der  von  (B,  f)  verschiedene  Fall  stimmt  mit  der 
Äquivalenz  überein.  — 

Wir  wollen  aber  auch  die  Möglichkeit  in  Betracht  ziehen, 
daß  der  Satz  vom  Teil  und  Ganzen  nicht  gilt,  d.  h.  daß  A  einem 
seiner  Teile,  A^ ,  äquivalent  sein  kann.  Ist  dann  auch  A  r^  B, 
so  ist  i?  '^  ^, .  Andererseits  enthält  nach  IV  B  einen  Teil  i>\  rvj  J,. 
also  ist  -B,  rsj  A,  d.  h.  aus  A  r\j  B  folgt  die  Beziehung  (A).  Damit 
ist  die  Frage  (2)  beantwortet.  Auf  die  anderen  Fragen  erhalten 
wir  keine  Antwort ,  dem  negativen  Charakter  der  Voraussetzung 
entsprechend,  von  der  wir  ausgingen. 

Soll  die  Frage  (3)  im  Falle  der  Nichtgültigkeit  des  Satzes 
A^  <z  A  bejaht  werden,  so  muß  folgender  Satz  bewiesen  werden: 

X.  (Aquivalenzsatz).      Ist    A^   ein   Teil   von    A,    B^    von   B, 
A^rsj  B,  B^rsj  A,  so  ist  A  r^  B. 

Diesem  Satz  kann  folgende  engere  Fassung  gegeben  werden: 
Xa.  Ist  A^  ein  Teil  von  A,  A^  von  A^  und  A^_r^  A,  so  ist 
Ai  r^  A. 

Aus  dieser  Fassung  folgt  wieder  der  weitere  Aquivalenzsatz  X. 
Denn  es  war  bereits  gezeigt,  daß  aus  A  nu  B^,  B  r\j  A^  die  Exi- 
stenz eines  Teils  Ao  von  A^  folgt,  der  zu  A  äquivalent  ist.  Nach 
Xa  ist  demnach  A^  r^  A  und  wegen  B  rsj  A^  auch  A  r^j  B. 

Nimmt  man  umgekehrt  in  X  an,  es  sei  B  mit  A^^  nicht  nur 
äquivalent,    sondern    auch  identisch,    so    erhält   man  Xa.     Dieser 
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Satz  ist  also  in  der  Tat  eine  engere  Fassung  des  Äquivalenz- 
Satzes,  und  zwar  auch  eine  vorteilhaftere,  weil  nur  eine  Äqui- 
valenz in  den  Voraussetzungen  auftritt. 

Die  bis  hierher  recht  abstrakten,  dem  Leser  vielleicht  auch 
höchst  problematisch  erscheinenden  Ausführungen  mögen  noch 
durch  einige  Beispiele  erläutert  werden.  —  Bei  der  üblichen  end- 
lichen Messung  gilt  der  Satz  vom  Teil  und  Ganzen,  zugleich  aber 
auch  Satz  IX,  so  daß  der  Satz  VII  zutrifft.  Auch  die  Winkel- 
messung durch  Scheitelstrahlenzerlegung  verhält  sich  so.  Sie 
operiert  mit  einer  speziellen  Teilung,  die  die  Postulate  la 
—  Illa,  IV  erfüllt.  —  Läßt  man  aber  andere  geradlinige  Zerle- 
gungen der  Winkelfläche  zu,  so  gilt  der  Satz  vom  Teil  und  Ganzen 
nicht  mehr.  Daß  die  dahinter  gesuchte  Paradoxie  auf  Grund  un- 
serer bisherigen  Ausführungen  keinen  logischen  Widerspruch  ein- 
schließt, dürfte  klargestellt  sein.  ]\Ian  könnte  nun  immerhin  ge- 
neigt sein,  wenigstens  die  Unbrauchbarkeit  der  allgemeinen  Teilung 
auf  die  Nichtgültigkeit  des  Satzes  vom  Teil  und  Ganzen  zurück- 
zuführen. Einmal  aber  werden  wir  in  den  Ausführungen  über 
die  Mengenlehre  sehen ,  daß  diese  Nichtgültigkeit  eine  Teilung 
durchaus  nicht  unbrauchbar  für  die  Definition  einer  Ordnung 
macht.  Zum  andern  aber  können  wir  jetzt  die  Ursache  der  Un- 
brauchbarkeit der  allgemeinen  Zerlegung  am  Beispiel  des  Winkels 
aufdecken.  Es  war  nämlich  im  ersten  Referat  gezeigt ,  daß  ein 
Winkel  durch  Zerschneiden  in  jeden  andern  verwandelt  werden 
kann ,  d.  h.  daß  zwischen  zwei  beliebigen  Winkeln  stets  die  Be- 
ziehung (A)  besteht.  Es  ist  daher  allerdings  die  Frage  (4)  für  (A)  zu 
bejahen,  ebenso  ist  (3)  zu  bejahen,  aber  die  Frage  (1)  ist  zu  ver- 
neinen: Die  Fälle  (B,  f)  sind  unmöglich.  Hierin  liegt  der 
wahre   Grund    der  Unbrauchbarkeit  der  freien  Zerschneidung:    in 
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der  Unmuglicbkeit  von  (B)  und  (f),  nicht  aber  in  der  M  ü  g- 
lichkeit  von  (A). 


Zweiter  Teil. 


Äquivalenz,   Teilmenge  und  Mächtigkeit. 

V. 

Vergleichung  und  Teilung  der  Mengen. 

§  11.  Den  Begriff  der  Menge  in  völlig  einwandfreier  Weise  zu 
definieren  ist  bisher  nicht  gelungen.  AVahrscheinlich  darf  auch 
hier  eine  Definition  nicht  verlangt  werden,  sondern  nur  ein  Axiom- 
system. Aber  selbst  das  fehlt  bis  jetzt  noch.  Die  üblichen  De- 
finitionen der  Menge  gestatten  keinerlei  brauchbare  Schlüsse  zu 
ziehen,  andererseits  aber  passen  unter  sie  auch  paradoxe  Mengen, 
auf  die  wir  weiter  unten  zurückkommen  werden.  Da  es  anderer- 
seits widerspruchsfreie  unendliche  Mengen  zu  geben  scheint,  muß 
eine  richtige  Definition  oder  ein  korrektes  Axiomensystem  paradoxe 
Bildungen  ausschließen,  wenn  es  zu  einem  brauchbaren  System  von 
Folgerungen  Anlaß  geben  will. 

Wir  entwickeln  die  Grundbegriffe  zunächst  an  den  endlichen 
Mengen.  Denken  wir  uns  als  ganz  konkretes  Beispiel  etwa  einen 
Korb  Apfel  und  einen  Korb  Birnen.  Um  zu  prüfen,  ob  beide 
gleichviel  Stücke  enthalten,  können  wir  so  verfahren:  Wir  er- 
greifen mit  der  linken  Hand  einen  Apfel,  mit  der  rechten  eine 
Birne  und  legen  jedes  Stück  aus  seinem  Korb  heraus.  Dieses 
Verfahren  wiederholen  wir,  solange  es  geht.  Es  wird  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Wiederholungen  zu  einem  Ende  führen,  und 


-    502    -  §  n.  12. 

zwar  entweder  dadurch ,  daß  keine  Äpfel  mehr  da  sind ,  oder 
dadurch ,  daß  keine  Birnen  mehr  vorhanden  sind ,  oder  drittens 
dadurch,  daß  weder  Birnen  noch  Äpfel  mehr  übrig  bleiben.  Im 
ersten  Fall  ist  die  Anzahl  der  Birnen,  im  zweiten  die  der  Apfel 
die  größere,  im  dritten  Fall  sind  die  Anzahlen  einander  gleich. 

Das  hier  angewandte  Verfahren  besteht  in  einer  Zuordnung 
der  Elemente  zweier  Mengen.  Je  ein  Apfel  und  je  eine  Birne 
werden  zu  einem  Paar  vereint,  und  zwar  ist  jedem  der  beiden 
Stücke  das  andere  eindeutig  zugeordnet.  Wir  nennen  eine 
solche  Zuordnung  „umkehrbar -eindeutig"  K  Wir  können  nun  das 
Kriterium  der  gleichen  Anzahl  formal  so  aussprechen ,  daß  die 
Voraussetzung  der  Endlichkeit  der  verglichenen  Mengen  nicht 
darin  auftritt.  Da  wir  uns  ja  auch  tatsächlich  über  diese  Vor- 
aussetzung erheben  wollen,  sollen  sogleich  die  Termini  „Anzahl" 
und  ..gleich"  durch  die  mengentheoretischen  „Mächtigkeit"  und 
„äquivalent"  ersetzt  und  das  Kriterium  in  die  Form  einer  Defi- 
nition gesetzt  werden : 

Zwei  Mengen  heißen  „äquivalent"  oder  von  „glei- 
cher Mächtigkeit",  wenn  die  Dinge  der  einen  denen 
der  andern  umkehrbar  eindeutig  zugeordnet  wer- 
den können. 

§  12.  Es  ist  natürlich  noch  nicht  gesagt,  daß  dieser  Definition 
auch  für  unendliche  Mengen  ein  vernünftiger  Sinn  zukommt.  Viel- 
mehr ist  bereits  eines  gewiß:  das  willkürliche  Zuordnungsver- 
fahren, wie   es  bei  dem  Beispiel  der  Äpfel  und  Birnen  angewandt 


')  Dedekind  gebraucht  hierfür  das  Wort  ähnlich.  Doch  hat  sich  nach  dem 
Vorgang  von  Georg  Cantor  dieses  Wort  für  eine  engere  Bedeutung  eingebürgert. 
Siehe  Teil  III. 
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wurde,  ist  für  unendliche  Mengen  unbrauchbar,  da  es  zu  keinem 
Ende  führt.  Dagegen  können  solche  Zuordnungen  sehr  wohl  durch 
irgendwelche  a  e  s  e  t  z  e  hergestellt  werden.  Wie  auch  die  Zu- 
ordnung hergestellt  sei,  jedenfalls  läßt  sich  folgende  Bezeichnungs- 
weise anwenden :  Ist  m  ein  Ding  der  Menge  M  und  n  das  zuge- 
ordnete einer  äquivalenten  Menge  N,  so  schreiben  wir  die  Tat- 
sache der  Zuordnung  in  Zeichen  n  =  (p{m),  und  sprechen  von  der 
Zuordnung  cp.  Daß  umgekehrt  m  zu  n  zugeordnet  ist,  wird  man 
zweckmäßig  durch  ein  anderes  Zeichen,  etwa  cp,  ausdrücken : 

m  =  ^{n). 

Die  Frage,  ob  es  prinzipiell  zulässig  ist,  eine  Menge  von  un- 
endlich vielen  Dingen  als  ein  abgeschlossenes  Granze  zu  betrachten, 
berührt  die  Zulässigkeit  unsrer  Definition  der  Äquivalenz  nicht, 
zum  mindesten  nicht  in  ihrer  praktischen  Anwendung.  Die  Be- 
hauptung, „«  ist  ein  Ding  der  Menge  aller  ganzen  Zahlen,"  ent- 
hält lediglich  die  Aussage:  „a  ist  eine  ganze  Zahl." 

Da  es  aber  auf  diesem  Standpunkt  bezweifelt  werden  könnte, 
ob  eine  Menge  genau  genug  definiert  ist,  um  von  der  Identität 
zweier  Mengen  zu  sprechen,  so  wollen  wir  folgende  Definition 
ausdrücklich  aufstellen,  die  ein  Spezialfall  der  sogleich  zu  gebenden 
Definition  der  Teilung  ist: 

Zwei  Mengen  heißen  identisch,  wenn  jedes  Ding 
der  einen  auch  ein  Ding  der  andern  ist  und  umgekehrt. 

Die  Zuordnung  eines  Dinges  zu  sich  selbst  ist  umkehrbar  ein- 
deutig. Daher  ist  das  Postulat  III  b  erfüllt,  wonach  identische 
Mengen  auch  äquivalent  sein  sollen.  —  Von  den  beiden  anderen 
Postulaten  der  Äquivalenz  ist  IIb  in  der  Forderung  der  Um- 
kehrbarkeit der  Eindeutigkeit  enthalten.  Und  daß  auch  Ib 
erfüllt  ist,  ergibt  sich  durch  folgende  Überlegung: 

Wenn  a  zu  h,  h  zu  c  zugeordnet  ist,  so  ist  damit  eine  Zuord- 

Abhandlungen  der  Fries'schen  Schule.    I.  Bd.  35 
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nung  zwischen  a  und  c  ausgesprochen;  und  wenn  die  Zuordnungen 
zwischen  a,  h  und  zwischen  h,  c  umkehrbar  eindeutig  sind,  so  ent- 
sprechen sich  auch  a,  c  eindeutig.  Der  Beweis  bedarf  wohl  keiner 
näheren  Ausführung,  zumal  uns  die  Zuordnung  zweier  Mengen 
über  eine  dritte  aus  dem  alltäglichen  Leben  geläufig  ist.  Die 
Probe  auf  die  gleiche  Stückanzahl  in  den  oben  erwähnten  Obst- 
körben wird  man  nämlich  lieber  auf  dem  abstrakten  Wege  des 
Abzählens  der  Äpfel  einerseits,  der  Birnen  andererseits  ausführen, 
als  durch  die  zuerst  beschriebene  konkretere  Methode  des  Er- 
greifens.  Dieses  Abzählen  bedeutet  aber  nichts  anderes,  als  daß 
man  die  Äpfel  für  sich  und  ebenso  die  Birnen  den  Dingen  einer 
dritten  gedachten  Menge  1,  2,  3,  4,  5 ... .  zuordnet. 

§13.  Ebenso  wie  wir  die  Vergleichung  definierten,  ohne  über 
die  Existenz  unendlicher  Mengen  etwas  auszumachen,  können  wir 
auch  die  Teilung  einführen: 

Eine  Menge  M,  heißt  Teil  einer  Menge  M,  wenn 
jedes  Ding  von  M^  ein  Ding  von  31  ist.  Sie  heißt 
eigentlicher  Teil,   wenn  nicht  jedes  Ding  von  M  auch 

Ding  von  31^  ist. 

Den  Charakter  dieser  Definition  als  reiner  Wortdefinition 
erkennt  man  leicht  aus  folgendem  Beispiel:  „Die  Menge  aller  ge- 
raden Zahlen  ist  eine  eigentliche  Teilmenge  der  Menge  aller  ganzen 
Zahlen."  Dieser  Satz  spricht  die  völlig  einwandfreie  Behauptung 
aus,  daß  jede  gerade  Zahl  ganz,  aber  nicht  jede  ganze  Zahl  ge- 
rade ist. 

Die  Beweise  zu  den  Postulaten  la  bis  Illa  bedürfen  keiner 
Ausführung.  Bei  dem  Postulat  IV  ist  folgendes  nachzuweisen: 
Ist  31  zu  N  äquivalent,  31,  eine  Teilmenge  von  31,  so  besitzt  N 
eine  zu  31,  äquivalente  Teilmenge  N, .     In  der  Tat  überzeugt  man 


^ 


M 


sich  leicht,  daß  die  den  Elementen  von  il/,  entsprechenden  Ele- 
mente von  N  eine  Teilmenge  J\^,  von  N  büden,  die  zu  M,  äqui- 
valent ist.  Die  Definition  von  iV,  lautet  also:  „Ein  Ding  n  wonN 
wird  als  Ding  von  N,  bezeichnet,  wenn  m  =  ^  (n)  in  M,  enthalten 
ist."  Hierin  bedeutet  cp  die  Zuordnung  n  =  (p{ni)  von  N  zu  M. 
iS;  wird  man  zweckmässig  mit  g)(il/J  bezeichnen. 

Wenn  31,    eine    eigentliche  Teilmenge   von  31  ist,    so  muß  es 
Elemente   von  M  geben,    die    nicht  in  3f,    sind.     Diese  Elemente 
bilden    die    „zu    31,    komplementäre    Teilmenge"     von    3[; 
nennt  man  sie  31, ,  so  ist  jedes  Ding  von  M  entweder  in  31,  oder 
in  31,  (d.  h.  nicht  in  31,)  enthalten.     Zwei  komplementären  Teil- 
mengen entspricht  also  eine  vollständige  Disjunktion.   Entsprechend 
kann   man   komplementäre  Systeme   mehrerer  Teilmengen  bilden: 
Die  Teilmengen  3I„  31, , . . .  3f„  von  31  büden  ein  komplementäres 
System,    wenn   jedes  Element  von  31  in  einer  und   nur  einer  von 
ihnen  enthalten  ist.     Zum  Beispiel   sind  die  Mengen  der  geraden 
und  der  ungeraden  Zahlen   komplementäre  Teilmengen  der  Menge 
der  ganzen  Zahlen,   womit  die  Tatsache  ausgesprochen  wird,   daß 
jede  ganze  Zahl  entweder  gerade  oder  ungerade  ist.     Die  ganzen, 
gebrochenen    und   irrationalen  Zahlen    bilden   ein   komplementäres 
System   von    drei  Teilmengen   der  Menge  aller  Zahlen.     Komple- 
mentäre  Systeme    aus    unendlich    vielen   Teilmengen    werden    wir 
späterhin  zu  betrachten  haben,    können    aber    vorläufig   davon  ab- 
sehen. —  Ist  31,  eine  Teilmenge  von  31,  so  bezeichnet  man  zweck- 
mäßig ihre  komplementäre  Menge  mit  31-31,. 

§  14.  Nach  dem  Beweis  der  Postulate  I— IV  können  die  Be- 
trachtungen des  vierten  Kapitels  einsetzen,  durch  die  wir  zu  der 
vierfachen  Disjunktion  VIII  gelangten. 

Es  ist  nun  ohne   weiteres  klar,    daß  für  endliche  Mengen  der 

35* 
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Fall  (A)  ausscheidet  und  der  Satz  IX  gültig  ist.  Ob  und  wie  dies 
zu  beweisen  ist,  d.  h.  auf  einfachere  Tatsachen  zurückgeführt 
werden  kann,  das  darf  zunächst  außer  Betracht  bleiben,  da  über 
die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  niemals  ein  Zweifel  bestanden 
hat.  Ja,  man  hat  sie  als  Grundsatz  vielfach  dahin  ausgesprochen, 
daß  das  Resultat  des  Abzählens  einer  endlichen  Menge  unabhängig 
ist  von  der  Reihenfolge  des  Abzählens.  Es  wird  daher  eher  einer 
Rechtfertigung  bedürfen,  wenn  überhaupt  der  Versuch  unter- 
nommen wird,  die  Eigenschaften  endUcher  Mengen  durch  eine 
weitausholende  Betrachtung    zu   begründen,   wie  dies  Dedekind 

getan  hat  ^  .  ,  ,  •     . 

Wir  werden  im  nächsten  Kapitel  zunächst  an  dem  wichtigsten 

Beispiel   unendlicher  Mengen    zeigen,    daß    es    unendliche  Mengen 
gibt    die   äquivalente  Teile  besitzen.      Daran   schließt  sich  natur- 
gemäß die  Frage  an,  ob  jede  unendliche  Menge  äquivalente  Teile 
besitzt.    Auf  diese  Frage  ist  aber  eine  einwandfreie  Antwort  nur 
möcrlich,   wenn    der   Begriff   der    unendlichen    Menge    definiert 
wir'd      Die  Definition    „Unendlich   heißt:    nicht- endlich«    gestattet 
ihrerseits    wiederum    keine    Schlüsse,     wenn     nicht    der    Begriff 
endlich"    definiert   oder     wenigstens    durch    eine   Anzahl    von 
Axiomen  hinreichend  charakterisiert  ist.     Denn   um   einen  Schluß 
ziehen  zu  können,  bedürfen  wir  zweier  Obersätze;  die  Behauptung, 
eine  Menge  sei  nicht  endlich,  gibt  nur  den  einen,  der  andere  muß 
entweder    aus   der  Definition   des  Endlichen   abgeleitet  sein   oder 
aus    dem    Grundbegriff   der    Endlichkeit   als    Axiom    entspringen. 
Dies  ist  die  Schwierigkeit,    die   zu   einer  Kritik  des  Begriffs   der 
endlichen  Menge  geführt  hat. 

Wir   übergehen   nun   diese   Schwierigkeit    dadurch,   daß   wir 
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zunächst  nur  solche  unendliche  Mengen  betrachten,  die  äquivalente 
eigentliche  Teile  besitzen.  Solche  Mengen  nennen  wir  mit  Georg 
Cantor  transfinite  Mengen.  Da  endliche  Mengen  keine  äqui- 
valenten Teile  haben,  steht  zunächst  fest,  daß  eine  transfinite 
Menge  nicht  endlich  sein  kann.  Die  Frage  umgekehrt,  ob  jede 
nicht  endliche  Menge  transfinit  ist,  vertagen  wir  bis  zum  letzten 
Teil  und  verzichten  solange  auf  eine  Herleitung  der  bekannten 
Eigenschaften  endlicher  Mengen.  Diesen  Standpunkt  der  Kritik 
des  Endlichen  gegenüber  kann  man  wohl  treifend.  als  den  „naiven 
Standpunkt"  bezeichnen,  womit  natürlich  kein  Werturteil  aus- 
gesprochen sein  soll. 

§  15.  Nachdem  wir  so  die  schwierige  Frage,  ob  auch  jede 
unendliche  Menge  Teile  besitzt,  die  ihr  äquivalent  sind,  vorläufig 
bei  Seite  geschoben  haben,  beweisen  wir  sogleich  einen  Satz,  der 
das  Schema  des  üblichen  Nachweises  der  Unendlichkeit  einer 
Menge  enthält.     Er  lautet: 

XL     Eine  Menge,   die  eine  transfinite  Teilmenge   ent- 
hält, ist  selbst  transfinit. 

Sicher  ist  eine  solche  Menge  nicht  endlich,  denn  eine  endliche 
Menge  enthält  keine  unendliche,  also  auch  keine  transfinite  Teil- 
menge. Unser  Satz  behauptet  aber  mehr,  nämlich  die  Existenz 
einer  Zuordnung  ifj,  die  die  Menge  M  auf  eine  Teilmenge  abbildet. 

Nach  Voraussetzung  besitzt  31  eine  Teilmenge  Jf^ ,  die  selbst 
wieder  einer  eigentlichen  Teilmenge  ili,,  von  M,  äquivalent  ist. 
M,  ist  natürlich  als  eigentliche  Teilmenge  von  M  gedacht,  da  der 
Satz  sonst  zwar  richtig,  aber  trivial  wäre.  Ihre  komplementäre 
Menge  31— M,  heiße  M^.  Die  zu  3f,  komplementäre  Teilmenge 
von  M,  heiße  3L .  31  besteht  also  aus  den  drei  komplementären 
Mengen  31^,31^,31^]  nach  Voraussetzung  existiert  eine  Zuordnung 
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(p,  die  jedem  Element  x  von  31^  (d.  h.  also  von  31,  oder  31^)  ein 
Element  q){x)  von  3f,  zuordnet.  Diese  Zuordnung  ergänzen  wir 
dadurch  zu  einer  Zuordnung  ip,  daß  wir  jedes  Element  von  3I^ 
sieh  selbst  zuordnen.  Die  Zuordnung  ip(x)  ist  also  wie  folgt  de- 
finiert: t{x)  bedeutet  x  selbst,  wenn  x  in  31  ^  ist.  Ist  dagegen  x 
in  31.^  oder  J/g,  so  bedeutet  i;{x)  das  bereits  als  definiert  voraus- 
gesetzte Element  gp  (x)  von  31.^ . 

Diese  Zuordnung  xl)  bildet  31  auf  eine  Teilmenge  ab,  und  zwar 
eine  eigentliche,  nämlich  auf  die  beiden  Mengen  31,  und  31^ ,  die 
zusammen  die  komplementäre  Menge  von  31^  bilden.  Demnach  ist 
M  transfinit,  was  zu  beweisen  war. 

Ebenso  leicht  beweisen  wir  folgenden  Satz: 
XII.     Ist  31  eine  transfinite,  iVeine  zu  31  äquivalente 
Menge,  so  ist  iV  transfinit. 

Nach  Voraussetzung  ist  31  r^  N,  31r^3I^,  31,  Teil  von  31. 
Nach  Postulat  IV  ist  daher  31,  r^N,,  N,  Teil  von  N;  nach  I  b 
folgt  aus  N,  rv>  31,  nij  3Ir>^N  auch  N,rsj  N,  w.  z.  b.  w. 

Die  weiteren  Aufgaben,  die  sich  nun  zur  Behandlung  bieten, 
entsprechen  den  vier  Fragen  des  Trichotomieproblems.  Nachdem 
die  Frage  (2)  durch  den  Nachweis  transfiniter  Mengen  beantwortet 
sein  wird  (Kap.  VI),  erledigen  wir  (3)  durch  den  Beweis  des 
Aquivalenzsatzes  Xa  (Kap.  VII).  Endlich  beantworten  wir  (1) 
durch  die  Aufweisung  von  Mengen  verschiedener  Mächtigkeit 
(Kap.  VIII).  Die  Frage  (4)  wird  ihre  Behandlung  und  vorläufige 
Erledigung  erst  im  Kapitel  XXX  finden.  — 

VI. 

Die  abzählbaren  Mengen. 

§  16.  Offenbar  ist  die  Menge  &  aller  ganzen  positiven  Zahlen 
1,2,3...    transfinit,    denn   die  Gleichung  y  =  x-\-l    ordnet  jeder 
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ganzen  Zahl  x  eine  ganze  Zahl  y  umkehrbar  eindeutig  zu.  Unter 
den  Zahlen  y  findet  sich  indessen  die  Zahl  1  nicht  vor;  es  wird 
also  ®  auf  die  eigentliche  Teilmenge  2,  3, 4 . .  .  abgebildet. 

Andere  Abbildungen,  die  in  gleicher  Art  zum  Nachweis  be- 
nutzt werden,  sind  beispielsweise  y  =  2a;,  y  =  a;'^,  allgemeiner 
\j  ==  nx  und  y  =  x",  worin  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  — 

Die  Mächtigkeit  von  @  ist  die  kleinste  unendliche  Mächtig- 
keit überhaupt  und  verdient  daher  eine  besondere  Bezeichnung. 
Man  nennt  eine  Menge,  die  zu  @  äquivalent  ist,  abzählbar. 
Daß  insbesondere  ®  von  allen  transfiniten  Mengen  die  kleinste 
Mächtigkeit  besitzt,   geht  aus  folgenden  beiden  Sätzen  hervor : 

XIII.  Jede  Teilmenge  von  @  ist  endlich   oder  'abzähl- 
bar (d.  h.~®). 

XIV.  Jede  transfinite  Menge  enthält  eine  abzählbare 
Teilmenge. 

Zum  Beweis  des  ersten  Satzes  benutzen  wir  die  Ordnung  der 
ganzen  Zahlen  nach  ihrer  natürlichen  Grröße.  Zwischen  zwei 
ganzen  Zahlen  und  auch  unterhalb  einer  ganzen  Zahl  gibt  es  nur 
endlich  viele,  eventuell  gar  keine  ganze  Zahlen.  Daraus  folgt 
zunächst,  daß  jede  Teilmenge  von  ®,  in  der  es  eine  größte  Zahl 
gibt,  endlich  ist.  Danach  ist  nur  noch  der  Fall  möglich,  daß  eine 
Teilmenge  31  von  ®  kein  größtes  Element  enthält.  Dann  muß 
es  aber  zu  jeder  Zahl  x  dieser  Teilmenge  eine  nächstgrößere  unter 
den  Zahlen  von  M  geben,  die  wir  g){x)  nennen  wollen.  Diese  Zu- 
ordnung (p  ordnet  jedem  Element  von  M  ein  anderes  zu.  Ferner 
ist  klar,  daß  31  eine  kleinste  ganze  Zahl  a  enthalten  muß.  Nun 
bilde  man  die  Zuordnung  t  auf  folgende  Art:  ^(1)  =  a,  tp{2) 
=  (p{a),  0(3)  =  cp{(p{a))  etc.,  so  erkennt  man  leicht,  daß  jedem 
Element  von  ®  ein  Element  von  31  eindeutig  zugeordnet  wird. 

Die  Abzählbarkeit    einer  Menge  31  kann  man   mit  Hülfe  der 
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Ordnunr"-  von  ®  leicht  schematisch  zum  Ausdruck  bi-ingen,  indem 
Dian  die  Elemente  von  31  hintereinander,  nötigenfalls  über  oder 
unter  die  ganzen  Zahlen  schreibt: 

a,  (p{n),  (p{(p{a)),  (p{cp{(p{<i))) . .  . 

1,  2,  o,  4, . . . 

Ein  solches  Schema  muß  aber  immerhin  die  Bildungsgesetze  der 
abzählbaren  Menge  zum  Ausdruck  bringen  oder  als  bekannt 
voraussetzen.     Beispiele  hierfür  bieten  die  unendlichen  Reihen,  wie 

4~  3^5       7^9      ^ 

-i  =  0,142857  142857  142857  

während  Ausdrücke  wie  n  =  3,14159  . . . ,  \/2  =  1,414  .  . .  kein 
Bildungsgesetz  anzudeuten  vermögen ,  es  vielmehr  als  bekannt 
voraussetzen,  sofern  die  Grleichungen  richtig  und  keine  approxi- 
mativen sein  sollen. 

Der  Satz  XIV  setzt  voraus,  daß  M  transfinit  sei,  d.  h.  daß 
jedem  Element  m  von  M  ein  Element  ^(»O  einer  Teilmenge  31^ 
von  31  zugeordnet  sei.  Es  sei  nun  £;  ein  Element  von  31 — 31^ ,  so 
gibt  es,  da  95  (m)  stets  in  31^  ist,  kein  Element  x,  für  welches 
(p(^x)  =  z  ist. 

Aus  z  bilden  wir  die  Elemente  qp  (^)  =  ^1,  ^i/^^  =  ^2 1  •  > 
(p  (z^)  =  .s^j+i ,  . .  .  Wenn  wir  zeigen  können,  daß  alle  diese  Ele- 
mente von  einander  verschieden  sind,  so  ist  unser  Satz  bewiesen; 
denn  sie  sind  alle  in  31^ ,  bilden  also  sicher  eine  Teilmenge  von 
31,  und  daß  diese  Teilmenge  abzählbar  ist,  geht  aus  den  Indices 
hervor,  die  bereits  die  Zuordnung  zu  ®  ausdrücken. 

Sicher    ist   ,f    von    allen   Elementen  .t\    verschieden,    da    ~    in 
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31— M^,  ji\  =  g>(^^._i)  aber  sicher  in  31^  enthalten  ist.  Ist  nun  x 
von  y  verschieden,  so  folgt  aus  der  umkehrbaren  Eindeutigkeit 
der  Zuordnung  qo,  daß  auch  (p{x)  von  (p{y)  verschieden  sein  muß. 
Demnach  ist  q){^)  von  q){s^),  d.  h.  ^^  von  z^^  für  jedes  k  ver- 
schieden, daher  wieder  ^^(^J  =  >-^  von  9>(.?i+i)  =  s,+^  u.  s.  f.  Damit 
ist  der  Beweis  unseres  Satzes  erbracht. 

Aus  diesem  Satz  geht  hervor,  daß  eine  transfinite  Menge  nur 
von  gleicher  oder  höherer  Mächtigkeit  sein  kann,  als  &.  Daß 
keine  unendliche  Menge  überhaupt  von  niederer  Mächtigkeit  als 
®  sein  kann,  folgt  schon  aus  XIII,  doch  ist  damit  noch  nicht  ge- 
sagt, daß  sie  von  gleicher  oder  höherer  Mächtigkeit  sein  muß, 
solange  nicht  die  Unmöglichkeit  des  Falles  (A)  feststeht. 

§  17.     Um  zu  weiteren  speziellen  abzählbaren  Mengen  zu  ge- 
langen, beweisen  wir  folgenden  allgemeinen  Satz : 
XV.     31  sei  eine  abzählbare  Menge,  m^,  m^,  nt^ , . .  m^ , . . . 
seien  ihre  Elemente,   und  jedes  dieser  Elemente 
sei  wieder  eine  endliche  Menge.    Von  den  Dingen 
X    dieser    Mengen    komme    keines     in     zwei    oder 
mehreren  der  Mengen  m^ ,  m^ , . .  m^^ . .  vor.    Dann  ist 
die  Menge  der  Dinge  x  selbst  abzählbar. 
Wenn   der  Sinn   des  Satzes    richtig   verstanden   ist,   kann  er 
auch  in  folgenden  kürzeren  Fassungen  ausgesprochen  werden: 

Eine  abzählbare  Menge  endlicher  Mengen  ist  ab- 
zählbar, oder: 

Ersetzt  man  in  einer  abzählbaren  Menge  jedes 
Element  durch  eine  en  dliche  Anzahl  von  Elementen, 
so  entsteht  wieder  eine  abzählbare  Menge. 

Der  Beweis  des  Satzes  ist  fast  trivial  zu  nennen,  wenn  man 
die  letzte  Fassung  beachtet.     Sind  x^^\  x^!^\  4'^ die  Dinge  der 
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Menge  iii^   und  ti^    ihre  Anzahl,    .so    schreibe    man    die  Dinge  x  in 
der  durch  die  Indices  gegebenen  Reihenfolge  an: 


1    ?      2    J  •  •  •      wi  ?  1    )  2    '      •  •  •        **^n2  j        •  •  •    ^*»  o«  X» 

1 ,     2 ,   . .  .  »?j ,      *2,  + 1 ,  «,  +  2 , .  . .  «1  +  ;?2  j  •  •  •  "•  s.  f. 

Man  kann  ohne  weiteres  die  Zuordnung  der  Dinge  x  zu  den 
ganzen  Zahlen  angeben.  Der  Menge  m^  gehen  die  Mengen  m,  bis 
>»^_,  voraus,  sie  liefern  n^  +  n^ . .  +  ii^_^  Elemente.  Den  Elementen 
x^^\  x[^^ . . .  a;*"  .  . .  kommen  daher  die  Ordnungszahlen  n^  +  n^-\-  •  •  + 
^i>_i  +  l,  w,  +  W2  +  - • +  w,_, +2,  Wj4-W2  +  - -H-w,., +Z  zu,  womit  die 
Abzählbarkeit  erwiesen  ist. 

Eine  stillschweigende  Voraussetzung  bei  diesem  Beweise  ist 
die,  daß  an  die  n^  Elementen  von  m^  die  unteren  Indices  1,  2  bis 
n^  in  irgend  einer  Art  bereits  verteilt  sind.  Dies  kann  für  die 
unendliche  Reihe  m^  ,  m^ , . . . .  nur  durch  ein  Gresetz  geschehen. 
Wie  weit  die  Annahme  der  Existenz  eines  solchen  Gesetzes  zu- 
lässig ist,  wird  später  noch  untersucht  werden,  da  die  Frage  von 
prinzipieller  Bedeutung  ist.  Wir  begnügen  uns  hier  mit  der  Fest- 
stellung, daß  bei  allen  Anwendungen  des  Satzes  XV  ein  solches 
Gesetz  stets  aufgewiesen  werden  kann. 

§  18.     Eine  erste  Anwendung  des  Satzes  XV  ist  das  folgende 

Theorem : 

XVI.  (Satz  von  der  endlichen  Bezeichnung).  Es  sei  31  eine 
unendliche,  Z  eine  endlich  e  Menge,  deren  Dinge 
^1,  ^2  1  ^3>  •  •  ^n  wir  „Zeichen"  nennen  wollen.  Jede 
Reihenfolge  z^e^z^.  . .  .z^  einer  endlichen  Anzahl 
von  Dingen  aus  Z,  in  der  jedes  :s  mehrmals  auf- 
treten darf,    soll  eine  „Bezeichnung"  genannt 
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werden.  "Wenn  jedem  Ding  m  v  o  n  i)/  e  i  n  e  B  e- 
zeichnung  qp  (?«)  umkehrbar  eindeutig  zuge- 
ordnet ist,  so  ist  ili  abzählbar. 

In  der  Definition  der  Bezeichnungen  ist  die  Reihenfolge  be- 
tont, es  sollen  also  z.  B.  z\  z^  und  z^  z^  verschiedene  Bezeichnungen 
sein. 

Der  Beweis  ist  ziemlich  einfach.  Die  Menge  der  Bezeichnungen 
ist  abzählbar;  die  Menge  der  den  Dingen  von  M  zugeordneten 
Bezeichnungen  g)(»i)  ist  daher  als  Teilmenge  der  Menge  aller  Be- 
zeichnungen nach  Satz  XIII  ebenfalls  abzählbar,  also  auch  die  zu 
ihr  äquivalente  Menge  M  selbst. 

Daß  aber  die  Menge  0  der  Bezeichnungen  abzählbar  ist,  folgt 
nach  Satz  XV.  Sie  zerfällt  nämlich  in  eine  abzählbare  Reihe 
'^■i ,  ^2 )  ■^s  >  •  •  ■^t  >  •  •  •  von  Mengen ;  die  erste  enthält  alle  Bezeich- 
nungen, die  aus  einem  Element  von  Z  bestehen: 


1»  j 


■^1    —    ^\1    ^1t    ^zi ^, 

die  zweite  alle  zweigliedrigen  Bezeichnungen: 


z^z^ ,  z^z^ ,  z^z^ ,  z^z^ ,  •  •  •  ^i^n 


^2^1  >     ^2'^2  J   •  •  •  ^2^n 


^rßl   J    •    •    •  •    •  ^n'^'i  ) 

die  dritte  alle  dreigliedrigen,  die  Ä;te  alle  Ä;  gliedrigen.  Die 
Mengen  -O-j ,  #.,,..  sind  endlich :  -9-^  enthält  genau  w*  Elemente. 
Diese  können  auch  nach  einem  einheitKchen  Gesetz  geordnet 
werden,  z.  B.  nach  dem  lexikographischen,  sofern  man  ^^  irgend- 
wie wiUklirlich  geordnet  hat.  Damit  folgt  aus  Satz  XV  die  Ab- 
zählbarkeit  von  0  und  daraus  die  von  JI.  —  Die  Ordnungsnummer, 
die   zu    einer   Bezeichnung   z^ ^b^c"'-p    gehört,    läßt    sich    auch 
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expUcit  angeben.  Ist  die  Bezeichnung  A-gliedrig,  so  ist  ihre  Ord- 
nungsnummer  gleich 

a-n'^  +  b-  n^~^  +  c  •  n*"*  -{• .  .+p. 

Die  prinzipielle  Bedeutung  des  Satzes  XVI  geht  daraus 
hervor,  daß  das  Alphabet  eine  endliche  Menge  von  Zeichen  ent- 
hält, daß  also  die  Menge  aller  Wortbildungen,  insbesondere  der 
sinnvollen,  abzählbar  ist.  Eine  darauf  gegründete  Paradoxie  v^ird 
später  zu  erledigen  sein  (Kap.  XXIII). 

Aber  auch  die  Menge  der  Ziffern  0,  1,  2,  bis  9  ist  eine  end- 
liche; mit  ihr  bezeichnen  wir  alle  ganze  Zahlen,  deren  Menge  in 
der  Tat  abzählbar  ist.  Ferner  erweist  sich  die  Menge  aller  De- 
zimalzahlen (d.  h.  Brüche ,  deren  Nenner  eine  Potenz  von  10  ist) 
als  abzählbar,  denn  zur  Bezeichnung  dienen  die  zehn  Ziffern  und 
das  Komma.  Die  Dezimalzahlen  sind  eine  Teilmenge  der  Menge 
aller  Brüche  überhaupt.  Da  aber  jeder  Bruch  mit  den  zehn 
ZiflPern  und  einem  Doppelpunkt  (3  :  4)  bezeichnet  werden  kann,  ist 
die  Menge  aller  Brüche,  d.  i.  der  Rationalzahlen  abzählbar.  Aber 
auch  die  Menge  aller  algebraischen  Zahlen  läßt  sich  abzählen. 
Algebraisch  heißt  eine  Zahl  a,  wenn  sie  einer  Gleichung  von  fol- 
gender Form  genügt: 

in  der  a„ ,  a^,  a.^,  ...  bis  a„  ganze  Zahlen,  positive  oder  negative, 
sind.  Unter  allen  Gleichungen,  denen  eine  algebraische  Zahl 
genügt,  gibt  es  eine  bevorzugte,  die  irreduzible.  Sie  ist  von  nicht- 
höherem  Grade  ti  als  jede  andere,  und  die  Zahlen  a„ ,  Oj ,  . . .  a„  haben 
keinen  gemeinsamen  Teiler ;  a„  ist  positiv.  Die  n  Wurzeln  dieser 
Gleichung  sind  alle  von  einander  verschieden  und,  was  hier  übri- 
gens belanglos  ist,  die  Gleichung  ist  für  jede  ihrer  Wurzeln  die 
irreduzible  Gleichung.     Die  «Wurzeln  lassen  sich,  auch  wenn  sie 


( 


i 
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imaginär  sind,  nach  einem  einheitlichen  Prinzip  ordnen ;  als  erste, 

zweite,  .  .  .  w-te. 

Demnach  ist   eine  algebraische  Zahl  eindeutig  definiert  durch 

Angabe  der  Zahlen  a^,  a^,  .  .  .  a^,    d.  h.    der  Koeffizienten    ihrer 

irreduzibeln  Gleichung,  und  der  Ordnungsnummer  Je,  die  ihr  unter 

den  Wurzeln    dieser    Gleichung    zukommt.     Schreiben   wir   dafür 

etwa 

a  =  [a^ ,  a^,  a.,,  a^,  .  .  .  a„,Jc] 

so  ist  a  eindeutig  beschrieben  durch  12  Zeichen:  die  10  Ziffern, 
das  Komma  und  den  Blinusstrich  vor  den  negativen  Koeffizienten. 
Z.  B.  wäre 

«  =  [-3,0,  1,2] 

die  zweite  Wurzel  der  (irreduzibeln)  Gleichung 

_  3  +  «2  =  0  , 

d.  h.,  wenn  wir  der  Größe  nach  ordnen,  die  positive  Wurzel  aus 
3,  a  =  1,732  .  .  . 

Die  angegebene  Bezeichnungsweise  ist  eine  endliche ;  damit 
folgt  aus  Satz  XVI  die  Abzählbarkeit  der  Menge  der  algebrai- 
schen Zahlen. 

§  19,    Eine  weitere  Folgerung  aus  Satz  XV  ist: 
XVII.   Eine  abzählbare  Menge    abzählbarer  Mengen 
ist  abzählbar. 

Diesen  Satz  pflegt  man  auch,  seiner  geometrischen  Bedeutung 
wegen,  als  den  Satz  von  der  Abzählbarkeit  des  Punkt- 
gitters zu  bezeichnen. 

Nach  Voraussetzung  ist  eine  Reihe  ilf , ,  M., ,  ilf  3 ,  .  .  .  von 
Mengen  gegeben,  und  jeder  Menge  ist  umkehrbar  eindeutig  eine 
ganze  Zahl   zugeordnet ,    die   wir   ihren  Index  nennen  wollen  und 
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ihr  auch  als  Index  anhängen.  Indem  wir  alle  diese  Mengen  zu- 
sammenfassen, entsteht  eine  Menge  31,  und  jedes  Element  m  von 
M  ist  in  einer  bestimmten  Menge  M^  enthalten.  Den  Index  dieser 
Menge  setzen  wir  dem  Element  als  ersten  Index  an.  Da  weiter 
die  Abzählbarkeit  von  M^  angenommen  ist,  existiert  eine  Zuord- 
nung, die  dem  Element  m  in  J/^  eine  bestimmte  Zahl  n  zuordnet. 
Diese  nennen  wir  den  zweiten  Index  von  m  und  bezeichnen  jetzt 
m  kurz  durch  die  beiden  Indices  :  m  =  {k,  n).  Der  erste  gibt  die 
Teilmenge  M^  an ,  in  der  m  zu  suchen  ist ,  der  zweite  gibt  die 
Stelle  an,  die  m  in  M^  einnimmt. 

Die  Abzählbarkeit  von  M  folgt  nun  unmittelbar  nach  XVI 
daraus  ,  daß  jedes  Indicespaar  (k,  n)  durch  die  zehn  Ziffern  und 
ein  Komma  bezeichnet  wird. 

Um  die  Abzählbarkeit  der  Menge  M  aller  Indizespaare  (A-,  n) 
noch  auf  einem  zweiten  Wege  nachzuweisen,  bilden  wir  die  Summe 
k  +  n  der  beiden  Indices  des  Paares.  Es  gibt  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Paaren,  die  eine  vorgeschriebene  Summe  s  liefern, 
nämlich  (1,  s-1),  (2,  s-2),  (3,  5-3),  bis  (5-I,  1).  Ihre  Anzahl 
ist  s  —  1,  diese  Zahl  nennen  wir  die  Höhe  des  Indicespaares 
{k,  n).     Sie  ist  eine  endliche  Zahl. 

Es  sei  jetzt  N,,  die  Menge  aller  Paare  von  der  Höhe  h.  Sie 
ist  endlich.  Die  Menge  der  Mengen  N^  ist,  wie  der  Index  zeigt, 
abzählbar.  Die  Menge  aller  Elemente  der  Mengen  N^  ist  aber 
mit  der  Menge  31  identisch,   also  ist  31  nach  Satz  XV  abzählbar. 

Die  bereits  erwähnte  geometrische  Interpretation  erhält  man, 
wenn  man  die  beiden  Indices  nach  den  Methoden  der  analytischen 
Geometrie  als  Abscisse  und  Ordinate  auf  zwei  Axen,  am  ein- 
fachsten rechtwinkligen  ,  aufträgt.  In  der  Figur  sind  zudem  die 
Einheiten  auf  beiden  Axen  gleich  groß  gewählt.  Man  erhält  für 
die    ersten  Indices   die    Teilpunkte  1,  2,  3,  etc,   auf   der  horizon- 
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talen  Axe,  in  denen  Lote  nach  oben  errichtet  werden.  Den  zweiten 
Indices  entsprechen  die  Punkte  der  vertikalen  Axe  mit  den  auf 
ihr  nach  rechts  errichteten  Loten.  Der  Schnitt  zweier  Lote  wird 
dem  Element  mit  den  beiden  Indices  der  Lote  zugeordnet.  Jedes 
Lot  auf  der  horizontalen  Axe  enthält  die  Punkte,  die  einer  der 
Mengen  M^  angehören.  Die  Lote  selbst  bilden  ersichtlich  eine 
abzählbare  Menge. 

Denkt    man    sich    die    Schnittpunkte   markiert   und  die  Lote 
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entfernt,  so  entsteht  die  als  Punktgitter  bezeichnete  Figur,  deren 
Abzählbarkeit  wir  nachgewiesen  haben.  Fassen  wir  in  ihr  die 
Punkte  zusammen,  die  Indicespaaren  von  gleicher  Höhe  entsprechen, 

so  erhalten  wir  die  in  der  nächsten  Figur 
eingetragenen  Diagonalen,  die  sich  durch 
die  vertikalen  und  horizontalen  Verbin- 
dungsstücke in  einen  einzigen  Linienzug 
vereinigen  lassen,  der  jeden  Gitterpunkt 
treffen  muß.  Diesem  Linienzug  ent- 
spricht eine  Anordnung  aller  Indices- 
paare  von  gleicher  Höhe,  bei  der  alle 
Paare  von  gleicher  gerader  Höhe  nach  dem  vorderen,  alle  von 
gleicher  ungerader  nach  dem  hinteren  Index  geordnet  sind.  Na- 
türlich gibt  es  noch  andere  Ordnungen,  die  aber  geometrisch 
weniger    einfach    aussehen;    umgekehrt   gibt    es  geometrisch    ele- 
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gante  Ordnungen,  die  abstrakt  schwie- 
riger zu  beschreiben  sind,  z.  B.  die  fol- 
gende:  (1,1),  (2,1),  (2,2),  (1,2),  (1,3), 
(2,3),  (3,3),  (3,2),  (3,1),  (4,1),  (4,2), 
(4,3),  (4,4),  (3,4),  (2,4),  (1,4),  (1,5), 
(2,5),  (3,5),  (4,5),  (5,5),  (5,4),  (5,3), 
(5,2),  (5,1),  (6,1),  (6,2)   etc. 

Auf  diesem  "Wege  gelangt  man  zu  einer 
hübschen  Abzahlung  der  rationalen  Zahlen.  Jede  rationale  Zahl  wird 
in  einfachster  Weise  als  Bruch  a  ;  h  zweier  teilerfremder  Zahlen 
dargestellt.  Den  beiden  Zahlen  «,  h  entspricht  ein  Punkt  des 
Gitters ,    und   jedem    Gitterpunkt ,    dessen    Indices    (Koordinaten) 

teilerfremd    sind ,     entspricht    eine 
oooooooooo 
oo    o      oo^    o    go^oo    o       rationale    Zahl    in    ihrer    Normal- 

oooooooooooo^oooooo       aar  Stellung.      Damit     werden     die 

oooooooooo      OOOOOOOO  1  •  1  r7     1  1  r>       -t-  i 

OO        oooo        oo       rationalen   Zahlen    aui    die    neben- 

oo    oo    oo    oo    00    oo    o 

oooooooooo       stehend  dargestellte  Teilmenge  des 
oooooo    oooooo    ooooo  °  ° 

§ooo°oSoo    SoSo    o§oS        Punktgitters   abgebildet   und    nach 

oo    oo    oo    oo    oo    oo    o       dem  Höhenverfahren  in  eine  Reihe 

oooooooooo 

ooooooooooooooooooo        gebracht,    die   so  beginnt:    1,  \^  2, 


Ql       1       234.^112345 
">     ^)     4>     ^>     -25     ^;     "5     f)>     6)     5J     ¥>     ^J     a> 

ß75   3   1l2457ÖQ 

Die  Figur  des  Punktgitters  enthält  auch  die  Anordnung  der 
rationalen  Zahlen  nach  ihrer  natürlichen  Größe.  Zieht  man  näm- 
lich von  dem  Schnittpunkt  der  Axen  aus  Strahlen  nach  den 
Gitterpunkten  ,  so  ordnen  sich  diese  nach  demselben  Gesetz ,  wie 
die  rationalen  Zahlen:  liegt  von  drei  Rationalzahlen  a,h,c  der 
Größe  nach  b  zwischen  a  und  c,  so  liegt  auch  der  b  entsprechende 
Scheitelstrahl  zwischen  den  zu  a  und  c  gehörigen.  — 

Aus  Satz  XVII  folgt  nun  unmittelbar,  daß  auch  d  i  e  M  e  n  g  e 
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aller  Indices  tripel  {(x,ß,y)  abzählbar  ist ;  denn  zunächst  ist 
die  Menge  aller  Tripel  mit  gleichem  vorderem  Index  a  abzählbar, 
da  jedes  Element  in  ihr  durch  das  Paar  (/3,  y)  eindeutig  charak- 
terisiert ist.  Die  Menge  aller  Mengen  M^  von  gleichem  vorderen 
Index  a  ist  aber  ersichtlich  selbst  abzählbar,  wonach  aus  XVII 
die  Abzählbarkeit  aller  Tripel  folgt.  Den  Indextripeln  entspricht 
geometrisch  ein  räumliches  Punktgitter. 

Durch  Schluß  von  n  auf  (w  + 1)  beweisen  wir  weiter ,  daß 
jede  Menge  abzahlbar  ist ,  in  der  jedes  Element  durch  n  Indizes 
aus  der  Reihe  der  ganzen  Zahlen  eindeutig  charakterisiert  ist. 
Von  da  aus  endlich  folgt,  daß  eine  Menge  31  auch  dann  abzählbar 
ist,  wenn  jedes  Element  durch  eine  endliche,  aber  an  sich  beliebig 
große  Zahl  von  Indices  bestimmt  wird.  Denn  eine  solche  Menge 
zerfällt  in  die  Teilmengen  il/j ,  M^,  M^,  ...  ilT. ,  .  .  . ,  von  denen 
Jlf,  alle  Elemente  mit  einem,  M^  mit  zweien,  31^  mit  k  Indices 
enthält.  Jede  dieser  Mengen  ist  abzählbar,  die  Reihe  M, ,  il/^ ,  ... 
selbst  auch,  woraus  die  Abzählbarkeit  von  31  folgt.  Dieses  letzte 
Resultat  zeigt  wiederum  die  Abzählbarkeit  aller  algebraischen 
Zahlen,  von  denen  jede  durch  die  n  +  2  Indices  a^,  0^,0,,  ...  a„ ,  l- 
charakterisiert  ist;  wobei  n  endlich,  aber  keiner  oberen  Schranke 
unterworfen  ist^ 

§  20.  Die  speziellen  hier  angeführten  Beispiele  der  ratio- 
nalen, dezimalen  und  algebraischen  Zahlen  sind  bekannt  dafür, 
daß  sie  einen  völlig  überraschenden  Eindruck  bei  jedem  hervor- 
rufen, der  sie  zum  ersten  Male  kennen  lernt.  Das  Überraschende 
liegt  darin,    daß  zwischen  zwei  beliebigen  rationalen  Zahlen   stets 

'  Daß  hierbei  auch  negative   Indizes  auftreten ,  ist  belanglos ,   da  auch   die 
Reihe  der  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  wie  folgt  abzählbar  ist : 
0,  1,  —  1,  2,  —  2,  3,  —  3,  ..  .  k,  —k,k+l...     etc. 
Abhandlungen  der  Fries'schen  Schule.    I.  Bd.  36 
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noch  unendlich  viele  rationale  Zahlen  liegen,  daß  es  zu  keiner 
rationalen  Zahl  eine  der  Größe  nach  unmittelbar  folgende 
gibt.  Indem  wir  zwischen  je  zwei  aufeinander  folgende  ganze 
Ziiblon  noch  unendlichviele  rationale  und  algebraische  Zahlen  ein- 
schieben, haben  wir  das  Gefühl,  den  Zahlbereich  unendlich  zu  er- 
weitern. Unsere  Betrachtungen  zeigen,  daß  diese  Erweiterung 
wohl  eine  Menge  von  neuer  Anordnung,  nicht  aber  von  neuer 
Mächtigkeit  erzeugt  hat. 

Die  Untersuchung  der  Mächtigkeit  läßt  die  Anordnungsfrage 
völlig  aus  dem  Spiel.  Die  Abbildung  der  rationalen  auf  die 
ganzen  Zahlen  zerstört  die  Anordnung  der  rationalen  Zahlen 
ihrer  natürlichen  Größe  nach  völlig  und  von  Grund  aus.  Ebensogut 
aber  kann  man  auch  sagen,  daß  sie  die  der  ganzen  Zahlen  zer- 
störe. Daß  wir  dies  praktisch  nicht  taten,  vielmehr  die  ratio- 
nalen Zahlen  in  eine  Reihe  hintereinander  schrieben,  lag  nur  an 
der  rein  technischen  Bequemlichkeit:  es  ist  zu  umständlich,  die 
durch  die  Zuordnung  definierte  Funktion  (p{x)  explizite  aufzu- 
stellen, die  jeder  rationalen  Zahl  umkehrbar  eindeutig  eine  ganze 
Zahl  zuordnet.  Wir  brachten  daher  nach  dem  Prinzip  des  §  16 
ihr  Bildungsgesetz  durch  Anschreiben  einer  endlichen  Anzahl 
Terme  zum  Ausdruck.  — 

Wir  sehen  aus  dem  Voranstehenden,  daß  es  wohl  gewisse 
natürliche  Ordnungen  einer  Menge  geben  kann,  daß  dies  aber  nicht 
notwendig  die  einzigen  sind.  Die  Anordnungen  der  rationalen 
Zahlen  nach  Größe  und  Höhe  sind  völlig  verschieden.  So  können 
wir  auch  die  ganzen  Zahlen  auf  die  verschiedensten  Arten  ordnen, 
nicht  nur  nach  dem  üblichen  Schema:  1,  2,  3,  4,  •  •  •  .  Ein  reich- 
haltiges Hülfsmittel  bieten  hierzu  die  Primzahlen.  Jede  ganze 
Zahl  ist  eindeutig  in  Primfaktoren  zerlegbar.  Wir  können  danach 
die  Menge  ®  zunächst  in  abzählbar  viele  Mengen  6*,,  (r^,  G3,  ...  (r», 
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zerlegen,  von  denen  G^  alle  Zahlen  enthält,  die  genau  Je  Prim- 
faktoren enthalten.  G,  enthält  alle  Primzahlen.  16  =  2*  gehört 
nach  G^,  27  ^  3^  nach  G^,  ebenso  30  ^  2.3.5  etc. 

G^  können  wir  wieder  in  abzählbar  viele  Mengen  G^^ ,  G^^ , 
G^^  zerlegen,  von  denen  (r^,  alle  Zahlen  enthält,  deren  kleinster 
Faktor  2,  G^,  alle  deren  kleinster  Faktor  3  ist,  G^^  alle  mit  5 
als  kleinstem  Faktor  etc.  Jede  dieser  Mengen  kann  wieder  nach 
dem  kleinsten  zweiten  Faktor  gespalten  werden  u.  s.  f.  Bei 
solchem  Verfahren  wird  G  in  unendlich  viele  ]\Iengen  abzählbarer 
Mengen  gespalten,  die  wieder  der  verschiedensten  Anordnungen 
fähig  sind.  Trotzdem  bleibt  natürlich  die  Mächtigkeit  stets  die 
gleiche. 

Es  gibt  auch  Mengen,  denen  eine  natürliche  Ordnung  von 
Hause  aus  gar  nicht  zukommt.  So  z.  B.  Mengen  von  Funktionen. 
Besteht  zwischen  x  und  y  eine  algebraische  Gleichung  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten,  so  heißt  y  eine  rein -algebraische  Funktion 
von  X.  Dem  Laien  wird  kaum  eine  Methode  bekannt  sein,  Funk- 
tionen zu  ordnen,  da  sie  keine  Größen,  vielmehr  Beziehungen  zwi- 
schen veränderlichen  Größen  darstellen.  Trotzdem  ist  die  Menge 
aller  rein-algebraischen  Funktionen  abzählbar,  also  in  eine  Reihe 
zu  ordnen. 

Ob  daher  durch  Äquivalenzen  Ordnungen  zerstört  oder 
geschaifen  werden,  ist  für  die  Mächtigkeitsbetrachtungen  selbst 
völlig  belanglos.  Daß  sich  uns  die  Ordnungsverwandlungen  auf- 
drängen,  liegt  daran,  daß  gewisse  Mengen  natürliche  Ord- 
nungen besitzen,  von  deren  Betrachtung  wir  uns  nicht  völlig  los- 
lösen können.  Die  Bedeutung  der  natürlichen  Ordnungen  wird 
von  der  Mengenlehre  keineswegs  unterschätzt,  nur  gehört  sie  in 
ein  anderes  Kapitel  als  in  das  der  Mächtigkeiten.  Wenn  hier 
trotzdem  darauf  eingegangen  wurde,   geschah  es,    um   denjenigen 

36* 
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Lesern,  die  zum  ersten  Male  mengentheoretische  Betrachtungen 
in  die  Hand  nehmen,  über  das  instinktive  Geiühl  der  Befremdung 
hinauszuhclfen,  das  die  Umordnung  der  rationalen  und  algebrai- 
schen Zahlen  hervorzurufen  pflegt. 


vn. 

Der  Äquivalenzsatz. 

§  21.  Die  allgemeine  Bedeutung  des  Aquivalenzsatzes  und  seine 
zweifache  Fassung  sind  bereits  im  vierten  Kapitel  besprochen 
worden.  Für  die  Mächtigkeit  der  Mengen  ist  der  Satz  zuerst  und 
nahezu  gleichzeitig  von  Schröder  und  Bernstein  bewiesen 
worden.  Der  Schröder'sche  Beweis  arbeitet  mit  Logikkalkul 
und  ist  nur  in  einer  Skizze  veröffentlicht.  Ich  gebe  daher  den 
Berns tein'schen  Beweis  für  die  engere  Fassung  mit  einigen  j 
Abänderungen  wieder. 

Angenommen  ist,  daß  die  Menge  A  eine  Teilmenge  A^  und 
diese  wieder  eine  Teilmenge  A^  besitze;  diese  Teile  sollen  eigent-  ' 
liehe  sein,  da  sonst  der  Satz  trivial  ist.  A^  sei  zu  A  äquivalent, 
d.  h.  es  existiere  eine  Zuordnung  (p,  welche  jedem  Element  a  in  A 
ein  Element  (p(a)  von  A^  umkehrbar  eindeutig  zuordnet,  so  daß 
(p{a)  jedes  Element  von  A^  darstellen  kann,  also  die  inverse  Zu- 
ordnung q?  jedem  Element  a^  von  A^  ein  Element  ^{(ij)  von  A  zu- 
ordnet. Der  Aquivalenzsatz  behauptet  die  Existenz  einer  Zuordnung 
t,  welche  jedem  Element  a  von  A  ein  Element  ip(0')  von  -4,  zu- 
ordnet, so  daß  zu  jedem  Element  «,  von  A^  auch  ein  Element  n 
^(r/,)  von  A  gehört. 

Zum  Beweise  bilden  wir  ein  komplementäres  System  von  fünf    J 
Teilmengen     2?,,  B.^,  B^,  B^,  Bf^m   A.      Es    sei    B^  =  A  —  A^,     ' 
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i?2  =  -^i  — -4^,  so    daß    zunächst  B^,  11^,  A^  ein   komplementäres 
System  von  Ä  bilden.     A^  zerlegen  wir  nun  folgendermaßen: 

Es  sei  X  ein  Element  in  B^,  so  ist  (p{x)  ein  Element  in  ^4,, 
da  jedes  Element  q){a)  in  J,  ist.  Wir  rechnen  (p{x)  =  x^, 
(p (o;,)  =  x^,  <p (x^)  =  x^,  — (p (jj  =  x^^  etc.  zu  einer  Teilmenge 
jBj  von  A^. 

Es  sei  ferner  y  ein  Element  in  B^  so  rechnen  wir  die  Elemente 

<piy)  =  ^1)  9(2/1)  =  2/2)  •••  ^(/a)  =  2/»+i  u.  s.  f.  zu  einer  Teilmenge 
B^  von  A^. 

Ist  ^  irgend  ein  Element  in  A,^,  so  hat  ^(^)  einen  Sinn  und 
bedeutet  entweder  ein  Element  von  B^  oder  von  B^  oder  von  A^ . 
Im  ersten  Fall  ist  2  als  Element  von  B^ ,  im  zweiten  von  B^  defi- 
niert. Im  dritten  Falle  hat  '^{^(z))  =  ^(Ji)  =  s\  wieder  einen 
Sinn,  und  ist  auch  ij  in  A^ ,  so  existiert  weiterhin  qp  (ij  =  ig ; 
allgemein  muß  für  jedes  Element  s  in  A^  einer  der  beiden  Fälle 
eintreten :  die  Reihe  ^,  ij ,  ^.^ ,  ^3 ,  . . .  (^  (^J  =  3^_^.^)  bricht  ab,  oder 
sie  bricht  nicht  ab.  Im  letzteren  Falle  rechnen  wir  ^  zu  der 
Menge  B^.  Bricht  die  Reihe  ab,  so  hat  sie  ein  letztes  Element 
^t,  und  es  ist  ^^  nicht  in  A^,  da  es  sonst  noch  ein  Element 
i^j  =  ^(5J  gäbe.  Daher  ist  ^^  entweder  in  B^  und  s  =  qp*(^J, 
also  nach  Definition  von  ^3  in  B^ ,  oder  es  ist  J^  in  B^  und  daher 
nach  Definition  s  m  B^. 

Hiermit  haben  wir  zunächst  gezeigt,  daß  unsere  Disjunktion 
in  der  Tat  vollständig,  also  B^  bis  B^  ein  komplementäres  System 
ist.  Die  Mengen  B^  bis  B^  existieren  sicher.  Ob  es  Elemente 
gibt,  die  nach  B^  gehören,  steht  nicht  fest,  ist  aber  auch  belanglos. 

Nunmehr  definieren  wir  die  gesuchte  Zuordnung  V: 

1.  Ist  X  ein  Element  in  B^,  B^  oder  B^,  so  sei  ^{x)  =  x. 

2.  Ist  X  ein  Element  in  B^  oder  B^,   so  sei  ip{x)  =  (p{x). 
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Diese  Zuordnung  ist  eindeutig,  weil  die  Identität  wie  auch 
q)  eindeutig  sind  und  x  nur  unter  1  oder  nur  unter  2  fallen  kann. 
Da  es  unter  einen  von  beiden  Fällen  zu  finden  sein  muß,  ist  auch 
tlt{x)  für  jedes  ic  in  ^  definiert. 

4){x)  ist  stets  in  Ä^.  Denn  ist  x  in  B„,  B^  oder  B^,  so  ist 
auch  if{x)  =  X  in  B^ ,  B^  oder  B^ ,  also  in  Ä^ .  Ist  x  in  B^  oder 
B^,  so  ist  i>{x)  =  (p{x),  (p{x)  aber  nach  Definition  in  Ä.^,  also  a 
fortiori  in  ^1^.  Außerdem  ist  in  diesem  Fall  (p{x)  speziell  in  B^, 
woraus  hervorgeht:  Fällt  y  unter  1,  x  unter  2,  so  ist  ^(y)  von 
il>{x)  sicher  verschieden. 

Daraus  folgt  sofort  die  Umkehrbarkeit:  Denn  iIj{x)  =  il){y) 
ist  nur  möglich,  wenn  x,  y  beide  unter  1  oder  beide  unter  2  fallen. 
Im  ersten  Falle  folgt  aus  der  Definition  von  i^ :  a;  =  ?/,  im  zweiten 
q){x)  =  (p{]f),  und  daraus  wegen  der  umkehrbaren  Eindeutigkeit 
von  (p  wiederum  x  =^  y. 

Somit  ist  nur  noch  zu  zeigen,  daß  auch  jedem  Element  z  in 
Jj  ein  Element  x  durch  -^{x)  =  z  zugeordnet  wird.  Nun  ist  z 
entweder  in  B^  oder  ^3  oder  B^  oder  in  B^\  ist  es  in  5,,  B^ 
oder  J5.,  so  ist  i^fiz)  =  z\  ist  z  in  jßg,  so  ist  es  in  J..^,  also  gibt 
es  ein  x,  für  das  ^){x)  =  z.  Es  ist  aber  x  nach  Definition  von 
ßj  entweder  in  B^  selbst  oder  in  B^ ,  also  (p{x)  ^x{j  (x),  d.  h.  tp  (x)  =  z. 

Hiermit  ist  gezeigt,  daß  ^  eine  umkehrbar  eindeutige  Zuordnung 
zwischen  den  Elementen  von  Ä  und  A^  herstellt,  d.  h.  es  ist  Ä  r\j  Ä^, 
was  zu  beweisen  war. 

§  22.  Ein  einfaches  Beispiel  mag  die  Beweisführung  veran- 
schaulichen :  Die  Menge  Ä^  der  vielfachen  von  4  ist  eine  Teilmenge 
der  geraden  Zahlen,  diese  wieder  der  ganzen.  Die  Menge  der 
geraden  Zahlen  heiße  vlj ,  die  der  ganzen  Ä.  Die  Gleichung  y  =  4:X 
ordnet  jedem   Element  x  von  Ä  ein  Element  y  von  Ä.^  zu,   es   ist 
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also  ÄrsJÄ^.  Gesetzt,  wir  wüßten  die  Äquivalenz  von  J,  und  A 
nicht  herzustellen,  (was  natürlich  durch  ^  =  2x  sofort  erledigt 
ist),  so  würde  der  Aquivalenzsatz  zu  folgendem  Verfahren  anleiten : 
Ä^  ist  die  Menge  der  geraden,  also  B,  die  der  ungeraden  Zahlen 
2k  —  1.  A^  ist  die  Menge  der  geraden  Vielfachen  von  2,  A^  die 
aller  Vielfachen  von  2,  also  B„  die  Menge  der  ungeraden  vielfachen 
von  2,  2(2Z;  — 1).     Um  endlich  A^   zu  zerlegen,    haben    wir    aus  y 

rückwärts  x  ^  -r^  zn  bestimmen.    Ist  x  noch  in  A^,   also  weiter 

durch  4  teilbar,  so  ist  a; :  4  =  y.  16  zu  ermitteln  u.  s.  f.  Die  Reihe 
der  Zahlen  y  :  4"  bricht  sicher  ab,  es  gibt  also  zunächst  keine  Menge 
B^ .  Ist  die  letzte  z  der  Zahlen  y  :  4"  ungerade,  also  in  B^ ,  so  rechnet 
y  =  4:'(2Z:  — 1)  zu  B^.  Ist  dagegen  ,?  gerade,  so  ist  es  nur  noch 
durch  2,  nicht  mehr  durch  4  teilbar,  also  y  =  4" .  2  (2k  —  1) ;  diese 
Zahl  rechnet  zu  B^ ,  weil  2(2k  —  1)  zu  B^  rechnet. 
Die  gesuchte  Zuordnung  ist  daher  die  folgende: 

1.  Ist  a;  von  einer  der  Formen  2(2^  —  1)  oder  4".  2(2Z;  —  1), 
so  setze  man  i{;{x)  =  x. 

2.  Ist  ic  von   einer   der   Formen  (27j  —  1)  oder  4"  .(27^  — 1), 
so  setze  man  i^(x)  =  4iX. 

Die  Zuordnung  ist  nicht  kompliziert,  immerhin  aber  weniger 
einfach,  als  die  Zuordnung  x{x)  =  2x.  Sie  sieht  schematisch 
so  aus : 

1,      2,      3,      4,      5,      6,      7,      8,      9,     10,     11,     12,     13, . .  . 

4,      2,     12,     16,    20,      6,    28,      8,     36,     10,    44,    48,    52,... 
und  ordnet  offenbar  die  geraden  Zahlen  nicht  nach   ihrer  GrrÖße. 

§  23.    Eine  der  wichtigsten  Folgerungen  aus  dem  Aquivalenz- 
satz ist  die  folgende: 
XVm.     Die    Mächtigkeit     einer     transfiniten     Menge 
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ändert     sich     nicht,     wenn     man     ein     Element 
liinzufUgt. 

Ut  M  transfinit,  so  ist  ilf  ~  If,  und  M—  iW,  enthält  mindestens 
ein  Element  in.  Es  ist  aber  M—m  eine  Teilmenge  von  Jf  and  ilf, 
wieder  eine  Teilmenge  von  M—in,  denn  jedes  Element  von  31^  ist 
in  M,  aber  von  m  verschieden,  also  auch  in  31  —  m  enthalten. 
Nach  dem  Aquivalenzsatz  ist  daher  auch  31  rsj  M  —  m. 

Es  sei  nun  (.1/,  //)  die  Menge,  die  durch  Hinzufügen  eines  nicht 
in  .V  enthaltenen  Elementes  ii  aus  31  entsteht.  Wir  besitzen  eine 
Zuordnung  x^,  die  jedem  Element  von  31  —  m  ein  Element  von  31 
eindeutig  zuordnet.  Setzen  wir  noch  ^  (m)  =  u ,  so  haben  wir 
die  Elemente  von  31  und  (31,  u)  einander  umkehrbar  eindeutig 
zugeordnet,  was  zu  beweisen  war. 

Der  Satz  folgt  auch  leicht  aus  XIV ;  31  besitzt  eine  abzähl- 
bare Teilmenge  ^r^,  .."3,  ^3,  . . .,  ihr  füge  man  2^^  =  11  zu  und  ordne 
jedes  Element  r^  seinem  folgenden  zu.  —  Analog  beweist  man,  daß 
durch  Hinzufügen  einer  abzähll)aren  Menge  die  Mächtigkeit  keiner 
transfiniten  Menge  geändert  wird.  — 


vm. 

Die  Existenz  verschiedener  Mächtigkeiten. 

§  24.  im  folgenden  werden  wir  zwei  Methoden  angeben,  um 
aus  einer  Menge  31  eine  neue  M  von  folgender  Eigenschaft  her- 
zustellen : 

(1)  M  ist  zu  31  nicht  äquivalent. 

(2)  M  ist  einer  Teilmenge  von  M  äquivalent. 

Aus  (2)  folgt,  daß  zwischen  31  und  M  weder  die  Beziehung 
(A)  noch  M  <;  31  bestehen  kann.    Aber  auch  (A)  ist  ausgeschlossen, 
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da  nach  dem  Aquivalenzsatz  aus  ihr  31  rsj  M  im  Widerspruch  mit 
(1)  folgen  würde.  Es  ist  also  M  eine  Menge  von  größerer  Mächtig- 
keit als  31. 

Der  Beweis  der  Beziehung  (1)  wird  sich  stets   auf  folgenden 
Satz  stützen: 
(3)    Jede    zu    31    äquivalente    Teilmenge    von    M    ist 
eine    eigentliche    Teilmenge     von    M;     sie     defi- 
niert    nämlich     ein     in     ihr     nicht    enthaltenes 
Element  von  M. 

Da  M  nicht  eine  eigentliche  Teilmenge  von  sich  selbst  sein 
kann,  folgt  daraus  (1). 

Die  Menge  M  definieren  wir  zunächst  durch  folgende 
Festsetzung : 

a  wird  Element  von  M  genannt,  wenn  es  eine  Teilmenge 
von  M  ist. 

Da  alle  Elemente  von  31  auch  als  Teilmengen  von  31 
gelten  sollen,  ist  jedenfalls  die  Beziehung  (2)  klargestellt. 

Sei  nun  N  eine  Teilmenge  von  M  und  N  rK>  31,  so  ist  jedem 
Element  a  von  31  ein  Element  a  von  N  zugeordnet.  Da  «  eine 
Teilmenge  von  31  ist ,  kann  a  in  a  enthalten  sein.  Wir  nennen 
es  dann  ein  x-Element  von  31.  Ist  dagegen  a  nicht  in  a  enthalten, 
so  nennen  wir  es  ein  y-Element.  Jedes  Element  von  3£  ist  ent- 
weder ein  X-  oder  «/-Element  und  nur  eins  von  beiden. 

Zunächst  erledigt  sich  leicht  der  Fall,  daß  gar  keine  //-Elemente 
vorhanden  sind.  Es  spaltet  sich  in  zwei  Unterfälle :  Erstens  kann 
jedes  Element  von  N  eine  Teilmenge  sein,  die  nur  ein  Element 
von  31  enthält.  Sind  dann  2>,  1  zwei  Elemente  von  31,  so  ist  {p,  q) 
eine  Teilmenge  von  31,  die  nicht  in  N  voijjommt.  Zweitens  finde 
sich  unter  den  Elementen  von  N  eine  aus  mehreren  Elementen 
von  31  bestehende   Teilmenge    von  31.     Sie   ist   einem   Element  a 
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zuf^eurdnet  und  n  ist  eine  Teilmenge  von  31,  die  in  N  nicht  vor- 
kommt; denn  da  sie  nur  ein  Element  a  enthält,  müßte  sie  diesem 
zugeordnet  sein,  a  ist  aber  schon  vergeben. 

Zu  einem  der  originellsten  Schlüsse,  den  wir  unter  den  Para- 
doxieen  wieder  antreffen  werden,  gibt  jetzt  der  zweite  Fall  An- 
aß ;  Angenommen,  es  existieren  ;?/-Elemente,  dann  kann  die  Teil- 
menge Y  von  M,  welche  aus  diesen  ^/-Elementen  und  nur  diesen 
besteht,  nicht  in  N  enthalten  sein. 

Wäre  dies  nämlich  der  Fall,  so  wäre  ihr  ein  Element  s  m  A 
zugeordnet.  Wäre  z  ein  ^/-Element,  so  hieße  dies  nach  der  Defi- 
nition der  //-Elemente,  daß  es  in  der  zu  z  gehörigen  Teilmenge  Y 
nicht  enthalten  sei.  Nach  der  Definition  von  Y  dagegen  müßte 
es  in  ihr  enthalten  sein.  Wäre  andererseits  z  ein  a;-Element,  so 
hieße  dies  nach  der  Definition  der  ic-Elemente,  daß  es  in  der  zu 
s  gehörigen  Menge  Y  enthalten  sei,  woraus  aber  nach  der  Defi- 
nition der  Menge  Y  folgen  würde,  daß  es  ein  y-,  also  kein  a:-Ele.- 
ment  wäre. 

Also  kann  Y  kein  Element  in  N  sein,  womit  (3)  erwiesen  ist. 

§  25.  Zu  einer  zweiten  Menge  M  gelangen  wir  durch  die  all- 
gemeine Ausbildung  des  Funktionsbegriffes.  Sei  ein  Gesetz  ge- 
geben, welches  jedem  Element  x  einer  Teilmenge  Jf,  von  M  ein 
Element  y  von  M  zuordnet,  so  nennen  wir  dieses  Gesetz  eine 
„Funktion  (p  in  il/"  und  schreiben  y  =  (p{x).  Daß  es  wirklich 
Funktionen  gibt,  beweisen  folgende  Spezialfälle :  q){x)  =  x; 
(p{x)  =  a,  worin  a  ein  bestimmtes  Element  von  M  ist;  oder 
g)(x)  =  a  für  jedes  von  a  verschiedene  x,  (p{n)  =  6,  worin  h  ein 
weiteres  bestimmtes  Element  in  M  ist. 

Ist  Jf,  eine  eigentliche  Teilmenge  von  M,  so  wollen  wir  (p 
eine  „unvollständige"  Funktion  nennen.     Ist  z  ein  Element  in  Jf, 
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aber  nicht  in  iJi, ,  so  ist  q){2)  unbestimmt,  was  durch  die  Grleichung 
(p{2f)  =  u  ausgedrückt  sei;  u  darf  natürlich  nicht  als  Zeichen  für 
ein  Element  in  M  gebraucht  sein.  In  diesem  Sinne  wäre  z.  B. 
^  X  vro.  Grebiet  der  reellen  Zahlen  nur  für  positive  x  definiert,  also 
unvollständig;  im  Gebiet  der  ganzen  Zahlen  wäre  es  nur  für  die 
Menge  der  Quadrat^^ahlen  definiert.  —  Eine  Funktion,  die  für 
alle  Elemente  von  M  definiert  ist,  soll  dementsprechend  „voll- 
ständig" heißen. 

Zwei  Funktionen  heißen  gleich,  wenn  sie  jedem  Element  von 
M  das  gleiche  Element  zuordnen  und  für  dieselben  Elemente  un- 
bestimmt sind;  d.  h.  es  muß  für  jedes  x  in  M  (p{x)  =  il){x)  sein. 
Zwei  Funktionen  sind  daher  verschieden,  wenn  für  irgend  ein 
spezielles  Element  a  (p{a)  von  ip(a)  verschieden  ist. 

Zwei  Funktionen  heißen  dagegen  „total  verschieden,"  wenn 
für  jedes  x  in  M  (p{x)  von  7l){x)  verschieden  ist.  Zu  jeder  Funk- 
tion (p{x)  lassen  sich  auf  die  mannigfachste  Weise  total  verschie- 
dene Funktionen  angeben.  Seien  z.  B.  a  und  h  zwei  nicht  iden- 
tische Elemente  in  M]  wir  setzen  il){x)  =  a,  wenn  cp{x)  von  a 
verschieden  ist,  und  t^  (x)  =  h,  wenn  (p{x)  =  a  ist.  Dann  sind  tp 
und  xl}  total  verschieden. 

Die  Menge  ^  aller  Funktionen  in  31  genügt  jedenfalls 
der  Forderung  (2),  denn  ich  kann  dem  Element  a  die  durch 
q){x)  =  a  definierte  Funktion  umkehrbar  eindeutig  zuordnen. 

Zweitens  ist  auch  (1)  erfüllt,  denn  ich  kann  einer  Teilmenge 
M^  von  31  eine  Funktion  cp  (x)  umkehrbar  eindeutig  durch  folgende 
Festsetzung  zuordnen:  Sei  ^(x)  =  a  für  alle  x  in  M^,  (p(x)  =  h 
für  alle  nicht  in  M^  enthaltenen  x  von  31,  wobei  a  und  h  nicht 
identische  Elemente  in  31  seien.  Da  somit  eine  Teilmenge  aller 
Funktionen  äquivalent  der  zuerst  definierten  Menge  M  aller  Teil- 
mengen von  31  ist,    kann  die  Menge  0    aller   Funktionen   in  31 
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§  25. 


uicht   zu   J\I  äquivalent    sein.      Denn    dann    wäre    M    einer    Teil- 
menge  von   M  äquivalent,    woraus  wegen  (2)   nach   dem  Aquiva- 

lenzsatz  gegen  (1)  fA  r^  M  folgen  müßte. 

Man  kann  nur  die  Nichtäquivalenz  von  ^  und  M  auch  ohne 
den  Umweg  über  M  direkt  durch  Satz  (3)  beweisen.  Sei  F 
eine  zu  M  äquivalente  Teilmenge  von  0,  dann  ist  jedem  Element 
a  In  M  eine  Funktion  zugeordnet,  die  wir  mit  cp^X^)  bezeichnen. 
Danach  definieren  wir  eine  Funktion  d{x)  durch  die  Festsetzung 
S(x)  =  (p,{x)  und  bilden  weiter  eine  von  d  total  verschiedene 
Funktion  x}f{x).  Dann  kann  ti^)  in  F  nicht  vorkommen,  denn 
wäre  i>{x)  =  <p..(^),  so  wäre  xl^{ä)  =  (p^{a)  =  d(a)  gegen  die  De- 
finition von  V« 

Dieses  elegante  Schlußverfahren,  dessen  praktische  Bedeutung 
ungleich  größer  ist,  als  die  des  Verfahrens  in  §  23,  bezeichnet 
man  als  das  „Diagonal verfahren"  oder  den  „Diagonalschluß." 
Lassen  sich  nämlich,  wie  dies  bei  abzählbaren  Mengen  der  Fall 
ist,  die  Elemente  von  M  in  eine  Reihe  bringen,  so  gilt  das  gleiche 
von  den  Funktionen  in  F,  und  man  erhält  eine  quadratische  Ta- 
belle, in  der  d{x)  durch  die  Diagonale  repräsentiert  wird,  wie  es 
das  folgende  Schema  andeutet: 


• 

«JPa 

qpft 

Vc 

•    *    • 

a 

<P.(«) 

«jPftl«) 

9c(«) 

•    •    • 

b 

^Äf^) 

9.(^) 

<pX^) 

•    • 

c 

^u{c) 

(PÄc) 

«p.  (^') 

•    • 

• 

. 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

m 

• 

Zu  beachten  ist  noch,   daß  bei  unserer  Definition  von  i>  diese 
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Funktion  eine  vollständige  Funktion  ist.  Infolgedessen  ist 
nicht  nur  die  Menge  O  aller  Funktionen  in  M  überhaupt,  sondern 
schon  die  Menge  aller  vollständigen  Funktionen  in  M 
von  größerer  Mächtigkeit  als  M. 


IX. 

Nichtabzählbare  Mengen. 

§  26.  Jede  rationale  Zahl  r  zwischen  0  und  1  läßt  sich  auf 
eine  und  nur  eine  Weise  in  einen  endlichen  Kettenbruch  mit  ganz- 
zahligen Nennern  a,  «2 öj„ 

entwickeln.     Wir  schreiben  abkürzungs weise 

Die  Indices  zeigen  sogleich,  daß  r  eine  unvollständige  Funktion 
in  der  Menge  ©  der  ganzen  Zahlen  definiert.  Die  Teilmenge  M, , 
zu  der  diese  Funktion  Elemente  zuordnet,  besteht  aus  den  ganzen 
Zahlen  unterhalb  n  +  1. 

Jede  Irrationalzahl  5  zwischen  0  und  1  läßt  sich  in  einen  und 
nur  einen  unendlichen  Kettenbruch  von  gleicher  Form  entwickeln, 
und  jeder  unendliche  Kettenbruch  mit  ganzzahligen  Nennern, 
(dessen  Zähler  alle  gleich  1  sind),  definiert  eine  und  nur  eine  Irra- 
tionalzahl : 

s  =  [rtj ,  a^,  «3 ,  »4 . . .  a„ , ]. 

Hieraus  geht  sofort  hervor,    daß   die   vollständigen  Funktionen  in 
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(ij  lUn  Irnitioiuilziiblen  zwischen  0  und  1  eindeutig  zugeordnet 
sind  und  umgekehrt.  Also  hat  die  Menge  aller  Irrational- 
zahlen zwischen  0  und  1  größere  Mächtigkeit  als  ©, 
sie  ist  nicht  abzählbar. 

8  27.  Da  die  Menge  aller  algebraischen  Zahlen  abzahlbar  ist, 
ist  insbesondere  diejenige  ihrer  Teilmengen  abzahlbar,  welche  aus 
allen  algebraischen  Irrationalzahlen  zwischen  0  und  1  besteht.  Es 
cr'iht  also  zwischen  0  und  1  Irrationalzahlen,  die  nicht  algebraisch 
sind,    und   das  Diagonalverfahren  definiert  faktisch   solche  Zahlen 

in  beliebiger  Anzahl. 

Nicht-algebraische  Zahlen  heißen  transzendent.  Bekannt  ist 
ini^besondere  die  Transzendenz  von  e  und  Jt.  Aber  schon  1851 
konstruierte  Liouville  transzendente  Zahlen,  um  die  Möglichkeit 
der  Transzendenz  nachzuweisen.  Diese  Zahlen  sind,  wie  e  und  ä, 
einfacher  definiert,  als  die  durch  das  Diagonalverfahren  beschrie- 
benen Transzendenten.  Aber  der  Nachweis  ihrer  Transzendenz 
ist,  was  die  Einfachheit  der  mathematischen  Hülfsmittel  betrifft, 
nicht  entfernt  mit  dem  Diagonalverfahren  zu  vergleichen.  Dabei 
ist  zu  bedenken,  daß  unsere  Darstellung  infolge  der  absichtlichen 
Voranstellung  allgemeiner  Gesichtspunkte  keineswegs  diejenige 
Übersicht  besitzt,  die  dem  Diagonalverfahren  durch  ein  ad  hoc 
verfaßtes  Referat  gegeben  werden  könnte. 

§  28.  Die  Menge  aller  reellen  Zahlen,  der  positiven,  nega- 
tiven, ganzen,  gebrochenen  und  irrationalen,  wird  als  das  Konti- 
nuum  1  bezeichnet.     Da  die  Menge  der  Irrationalen  zwischen  0  und 


'  Spezieller  noch  als  das  „Linearkontimuim." 
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1  eine  Teilmenge  des  Kontinuums  ist,  folgt  die  Nichtabzählbarkeit 
des  Kontinumns  selbst.     Es  ist  von  höherer  Mächtigkeit  als  ®. 

Das  Kontinuum  enthält  nicht-abzählbare  Teilmengen,  z.  B. 
die  in  §  26  benutzte.  Von  allen  diesen,  soweit  man  sie  bisher 
untersucht  hat,  hat  sich  nachweisen  lassen,  daß  sie  dem  Konti- 
nuum äquivalent  sind.  Georg  Cantor  hat  daher  bereits  1877  die 
Vermutung  ausgesprochen,  daß  die  Mächtigkeit  des  Kontinuums 
die  nächstgrößere  nach  der  von  &  sei.  Doch  ist  bis  heute  ein 
Beweis  für  diesen  Satz  oder  sein  Gegenteil  nicht  erbracht  worden  ; 
dagegen  haben  mehrere  Fehlversuche  das  Interesse  der  Mathema- 
tiker an  dem  schwierigen  Gegenstand  mehr  und  mehr  belebt,  so 
daß  das  Kontinuumproblem  eine  der  „aktuellsten"  Fragen  ge- 
worden ist.  Man  kann  es  mit  den  bis  hier  entwickelten  Hülfs- 
mitteln  so  formulieren: 

„Es  soll  entweder  eine  Teilmenge  des  Kontinuums 
angegeben  werden,  die  von  geringerer  Mächtigkeit 
als  das  Kontinuum,  von  größerer  als  die  abzählbare 
Menge  ist,  oder  es  soll  bewiesen  werden,  daß  es  eine 
solche  Teilmenge  nicht  gibt." 

§  29.  Dem  Kontinuum  äquivalent  ist  offenbar  die  Menge  aller 
Punkte  einer  Geraden.  Dies  iührt  auf  die  Frage  nach  der  Mäch- 
tigkeit der  Menge  aller  Punkte  der  Ebene,  des  dreidimensionalen 
oder  auch  eines  w-dimensionalen  Raumes.  Man  erhält  das  Resultat, 
daß  alle  diese  Mengen,  sogar  die  der  Punkte  eines  Raumes  von 
abzählbar  unendlich  vielen  Dimensionen,  die  Mächtigkeit  des  Kon- 
tinuums besitzen.  In  analoger  Weise  läßt  sich  beweisen,  daß  die 
Menge  aller  stetigen  Funktionen  von  der  Mächtigkeit  des  Kon- 
tinuums ist.  Überraschend  sind  diese  Resultate  aus  dem  gleichen 
Grunde  wie  die  Abzählbarkeit  der  rationalen  Zahlen,  weil  offenbar 
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dii'  Anunlniing  der  Punkte  eines  Raumes  durch  die  Zuordnung  in 
das  Kontinuum  völlig  zerstört  wird,  während  umgekehrt  die  Menge 
der  stetigen  Funktionen  eine  Ordnung  erhält,  die  ihr  nach  der  ur- 
sprünglichen Definition  nicht  zukommt. 

Läßt  man  die  Beschränkung  der  Stetigkeit  fallen  und  be- 
trachtet die  Menge  aller  Funktionen  im  gewöhnlichen  Sinne  des 
Wortes  überhaupt,  so  ist  diese  keine  andere,  als  die  Menge  aller 
zum  Kontinuum  gehörigen  Funktionen,  also  nach  §  25  von 
größerer  Mächtigkeit,  als  das  Kontinuum.  — 

Hiermit  sind  drei  Mengen  aufgewiesen,  die  schon  lange  vor 
Schöpfung  der  Mengenlehre  Gegenstand  mathematischer  Arbeit 
waren:  die  Menge  der  ganzen  Zahlen,  der  reellen  Zahlen  und  der 
Funktionen.  Sie  sind  nicht  erst  zu  dem  Zweck  konstruiert,  die 
Möglichkeit  verschiedener  Mächtigkeiten  darzutun,  vielmehr  boten 
sie  sogleich  der  Mengenlehre  einen  fruchtbaren  Anknüpfungspunkt 
an  vorhandene  Arbeitsgebiete.  Für  den  Zweck  des  vorliegenden 
Referates,  das  sich  nicht  an  Fachmathematiker  allein  wendet, 
dürfte  es  genügen ,  die  prinzipielle  Möglichkeit  verschiedener 
Mächtigkeiten  und  die  Brauchbarkeit  dieser  BegrifFsbildung  an 
den  einfachsten  Beispielen  dargetan  zu  haben. 


Dritter  Teil. 


Äliiilichkeit,  Absclinitt  und  Ordnungstypns. 

X. 

Geordnete  Mengen. 

§  30.     Es   war   bereits  früher  auf  den   sonderbaren  Eindruck 
hingewiesen,   den  die  Abzählbarkeit  dichter  Mengen,    wie  der  der 
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Rational  zahlen,  hervorruft.  Er  beruht  darauf,  daß  die  natürliche 
Ordnung  der  ßationalzahlen  durch  die  Zuordnung  zu  den  ganzen 
Zahlen  zerstört  wird.  Indem  wir  nun  in  den  weiteren  Aus- 
führungen die  Ordnung  berücksichtigen,  gelangen  wir  zu  einer 
neuen  Art  der  Vergleichung,  die  enger  ist  als  die  Äquivalenz, 
zugleich  aber  nur  noch  geordnete  Mengen  in  den  Kreis  ihrer 
Betrachtungen  zieht. 

Wir  nennen  eine  Menge  geordnet,  und  zwar  linear  geordnet, 
wenn  zwischen  jedem  Paar  von  einander  verschiedener  Elemente 
eine  Beziehung  besteht,  die  den  Postulaten  Ic  bis  IIIc  genügt  ^ 
Wir  wollen  aber  die  Worte  und  Zeichen  für  diese  Beziehung 
anders  wählen,  als  bisher,  um  Verwechslungen  mit  der  Ordnung 
der  Mächtigkeiten  zu  verhindern.  Für  <c  und  >>  setzen  wir 
-<  und  >*  und  sprechen  diese  Zeichen  durch  die  Worte  „vor"  und 
„nach"  aus.  Da  wir  nur  linear  geordnete  Mengen  betrachten,  kann 
der  Zusatz  „linear"  wegbleiben.  Er  dient  zur  Unterscheidung  von 
der  planaren  und  räumlichen  Ordnung,  die  wir  bei  den  ebenen 
und  räumlichen  Punktmengen  vorfinden. 

Ein  und  dieselbe  Menge  kann  natürlich  verschieden  geordnet 
werden;  wir  haben  bereits  drei  Ordnungen  der  Menge  der  ratio- 
nalen Zahlen  kennen  gelernt.  Doch  existiert  bei  allen  speziellen 
Beispielen  eine  natürliche  Ordnung  der  Menge,  sofern  überhaupt 
eine  existiert.  Dies  nehmen  wir  im  folgenden  als  Grundlage : 
Jede  betrachtete  Menge  sei  auf  eine  ganz  bestimmte  Art  geordnet, 
und  nur  diese  eine  Art  werde  in  den  Kreis  unserer  Betrachtungen 
gezogen.  Insbesondere  ist  bei  den  Mengen  von  Zahlen  stets  die 
Ordnung  nach  der  Größe  als  die  natürliche  anzusehen. 

^  Unserem  Bestreben,  die  Ordnung  auf  Teilung  und  Vergleichung  zurückzu- 
führen, entspräche  es,  auch  hier  von  Teilungs-  und  nicht  von  Ordnungspostulaten 
auszugehen.  Doch  würde  dadurch  die  Entwicklung  unnötig  umständlich  gestaltet. 
Wir  werden  sie  aber  im  achtundzwanzigten  Kapitel  nochmals  aufnehmen. 

Abhandlungen  der  Fries'schen  Schnlo.    I.  Bd.  37 
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§  31.     Danach  definieren  wir  folgendes  Vergleichungsprinzip: 
XIX.  Zwei  geordnete  Mengen  3/ und  iVheißen  „ähnlich", 
M  —  N,    wenn    eine    umkehrbar  eindeutige    Bezie- 
hung 9)  von  folgender  Art  existiert:  Sind  a,h  zwei 
Elemente  in  31,  2^,  q  die   ihnen   entsprechenden  in 
N,  und  ist  a  -<  h,  so  is t  ;>  -=:  q. 
Bei    einer    ähnlichen  Zuordnung    folgt    also    nicht   nur  a  =  h 
aus  cp  {(i)  =  (p  (M  und  umgekehrt,  sondern  auch  a  ^<h  aus  9?  (a)  -<  9)  (li) 
und  umgekehrt.    Die  Ähnlichkeit  genügt  den  Postulaten  Ib  bis  Illb, 
ist  also  eine  Vergleichung.    Sie  ist  ferner  ein  Spezialfall  der  mengen- 
theoretischen  Äquivalenz,   also   sind   ähnliche   Mengen   äquivalent. 
Die  Umkehrung  dieses  Satzes  ist  nicht  gestattet :  die  äquivalenten 
I\Iengen    der    ganzen    und    der  rationalen  Zahlen    z.  B.  sind  nicht 
ähnlich. 

Von  zwei  äquivalenten  Mengen  sagten  wir,  sie  seien  von 
gleicher  Mächtigkeit.  Von  zwei  ähnlichen  Mengen  sagen  wir,  sie 
besitzen  gleichen  Ordnungstypus.  Insbesondere  nennt  man  o 
den  Ordnungstypus  der  Menge  der  ganzen  positiven  Zahlen,  ö  den 
Ordnungstypus  der  der  ganzen  negativen  Zahlen.  Für  beide  Typen 
ist  charakteristisch,  daß  zwischen  zwei  Elementen  a  und  b  nur 
endlich  viele  Elemente  stehen.  Für  cj  ist  weiterhin  charakteristisch, 
daß  er  ein  erstes  Element  enthält,  nämlich  1.  Ein  „erstes  Ele- 
ment" e  ist  eines,  das  zu  jedem  anderen,  .r,  in  der  Beziehung 
e'<x  steht.  Umgekehrt  steht  ein  „letztes"  Element  l  zu  jedem 
andern  in  der  Beziehung  x  -<  L  Es  kann  in  einer  geordneten 
Menge  nur  e  i  n  erstes,  ebenso  nur  ein  letztes  Element  geben.  Für 
a  ist  die  Existenz  eines  letzten  Elementes  (—  1)  charakteristisch. 
oj  und  ä  sind  also  sicher  nicht  ähnlich.  —  Es  gibt  Mengen,  die 
Teilmengen  von  beiden  Typen  enthalten;    z.  B.  finden  sich  in  der 
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Menge    der   rationalen  Zahlen   die  Teilmengen  1,  2,  4,  8,  . . .  2" . . . 

und  1,  i,  i,  l, . . .  (i)" ;    die  erste  ist   vom  Typ  a,   die  zweite 

vom  Typ  ö. 

§  32.  "Wenn  wir  zur  Ähnlichkeit  eine  Teilung  hinzunehmen, 
die  mit  ihr  zusammen  dem  Postulat  IV  genügt,  so  können  wir 
wieder  bis  zur  Disjunktion  VIII  und  dem  Problem  der  Trichotomie 
gelangen.  Am  nächsten  liegt  es,  die  Teilung  in  Teilmengen  zu 
verwenden,  da  sie  dem  Postulat  IV  genügt  und  da  jede  Teilmenge 
einer  geordneten  Menge  auf  Grund  desselben  Ordnungsprinzips 
selbst  eine  geordnete  Menge  ist,  also  hinsichtlich  der  Ähnlichkeit 
verglichen  werden  kann.  Doch  verliert  diese  Methode  jede  Aus- 
sicht auf  Erfolg,  da  die  Trichotomie  nicht  hergestellt  werden  kann. 
Zwar  ist  das  Problem  der  Trichotomie  auch  für  die  Vergleichung 
der  Mächtigkeiten  noch  ungelöst,  aber  es  ist  im  höchsten  Grrad 
wahrscheinlich,  daß  die  Ordnung  der  Mächtigkeiten  trichotom  ist. 
Faktisch  sind  imkomparable  Mächtigkeiten  bisher  nicht  bekannt 
geworden.  Dagegen  können  wir  sofort  zwei  inkomparable  Ord- 
nungstypen angeben,  nämlich  a  und  ö.  Zwischen  ihnen  besteht 
die  Beziehung  (A);  keiner  ist  einem  Teil  des  andern  ähnlich,  weil 
jeder  Teil  von  ö  ein  letztes,  jeder  von  o  ein  erstes  Element  ent- 
hält.    Also  ist  weder  (a^<ä  noch  03>^a,    aber   es   ist  auch  nicht 


a  O^ä. 


Dieser  Schwierigkeit  kann  nur  auf  zwei  Wegen  abgeholfen 
werden;  entweder  man  legt  eine  andere  Teilung  zu  Grunde,  oder 
man  schränkt  die  Ordnung  der  betrachteten  Mengen  weiter  ein. 
Der  erste  Weg  ist  nicht  betreten  worden,  es  ist  auch  nicht  zu 
erkennen,  welche  andere  Teilung  möglich  sein  soU.  Denn  eine 
Einschränkung  auf  besondere  Teile,  wie  sie  beim  Winkelteilen  mit 
Erfolg  angewandt  wird,    ist  hier  aussichtslos,    da  ja  a  überhaupt 

37* 
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keinen  zu  (b  ähnlichen  Teile  enthält  und  umgekehrt.  Wir  werden 
daher  innerhalb  der  geordneten  Mengen  noch  eine  besondere  Klasse, 
die  der  „wohlgeordneten"  oder  „eutaktischen",  her- 
ausheben. Zur  Vergleichung  der  Ordnungstypen  solcher  Mengen 
ist  dann  noch  eine  besondere  Art  der  Teilung  von  Bedeutung, 
die  wir  als  „Abschneiden"  bezeichnen.  Sie  genügt  wie  wir 
sehen  werden,  dem  Postulat  vom  Teil  und  Ganzen. 

XI. 

Wohlordnung. 

§  33,  Wir  nennen  mit  Georg  Cantor  eine  geordnete  Menge 
„wohlgeordnet",  wenn  jede  ihrer  Teilmengen  ein  erstes 
Element  besitzt.  Eine  unmittelbare  Folge  dieser  Definition 
ist  die ,  daß  auch  jede  Teilmenge  einer  wohlgeordneten  Menge 
wohlgeordnet  ist.  Ferner  besitzt  auch  die  Menge  selbst  ein  erstes 
Element.  Denn  in  der  Teilmenge  aller  Elemente,  die  einem  Ele- 
ment a  vorangehen,  muß  es  ein  erstes  Element  geben ,  von  dem 
man  sofort  zeigt,  daß  es  jedem  Element  der  ganzen  Menge  vor- 
angeht. 

Die  Definition  der  Wohlordnung  ist  eine  der  fruchtbarsten 
die  die  Mathematik  überhaupt  kennt.  Aus  diesem  Grund  mag 
von  Beispielen  wohlgeordneter  Mengen  zunächst  nur  ein  ein- 
fachstes genannt  werden ,  damit  der  rein  logische  Charakter 
der  folgenden  Schlüsse  deutlich  zum  Ausdruck  kommt.  Dieses 
einfachste  Beispiel  ist  die  Menge  @  aller  ganzen  Zahlen.  Sie 
ist  wohlgeordnet,  weil  es  in  jeder  Menge  ganzer  Zahlen  stets 
eine  kleinste  gibt.  Eine  ]\Ienge  die  nicht  wohlgeordnet  ist, 
ist  die    der   rationalen  Zahlen;    denn   sie   enthält    die  Teilmenge! 
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1>  i)  i)  i)  •  •  •  (i)"  •  •  -j   iii  der  es    ein  niederstes  Element  nicht 
gibt. 

Die  Sätze  über  wohlgeordnete  Mengen  fließen,  wenn  man  sie 
bis  zum  Ursprung  zurück  verfolgt,  aus  zwei  typischen  Anwen- 
dungen der  Definition.     Die  erste  besteht  in  folgendem  Satz  : 

XX.  Eine  wohlgeordnete  Menge  kann  nicht  auf  eine 
Teilmenge  derart  ähnlich  abgebildet  werden, 
daß  einem  ihrer  Elemente  ein  vorangehendes 
entspricht. 

Der  Satz  nimmt  an,  daß  jedem  Element  x  einer  wohlgeord- 
neten Menge  ein  Element  q){x)  der  Menge  entspricht,  und  be- 
hauptet, daß  (p{x)  nicht  vor  x  stehen  kann.  In  der  Tat,  gäbe  es 
Elemente  x,  für  die  g){x)-<x  wäre,  so  gäbe  es  ein  erstes,  a, 
unter  ihnen.  Es  wäre  (p{a)  =  b  vor  a.  Da  nun  (p  eine  ähnliche 
Zuordnung  ist,  folgt  aus  & -<  «  auch  (p{h)^<  (p{a),  d.  h.  (p{b)^<h, 
im  Widerspruch  zu  der  Annahme,  daß  a  das  erste  Element  sei, 
für  das  g)(a)  ^<  a  sein  soll. 

Die  zweite   typische  Anwendung   besteht  in  folgendem  Satz  : 

XXI.  Es  sei  M  eine  wohlgeordnete  Menge  und  S  eine 
Menge,  die  nicht  geordnet  zu  sein  braucht. 
Zwischen^  und  71/  bestehe  folgende  Beziehung: 

1)  S  enthält  das  erste  Element  von  M. 

2)  Enthält  S  alle  Elemente  von  M,  die  einem  Ele- 
ment x  von  31  vorangehen,  so  enthält  S  auch  das 
Element  x  selbst. 

Dann  enthält  S  alle  Elemente  von  M. 
Unter  allen  Elementen  von  M,  die  nicht  in  S  enthalten  sind, 
müßte  es  nämlich  ein  erstes  a  geben.     Dann  enthielte  aber  5  alle 
Elemente,    die   a   in  31  vorangehen,    mithin  a  selbst,    gegen  die 
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Annahme.  Daß  a  keine  Elemente  vorangehen,  ist  durch  die  erste 
Voraussetzunp;  ausgeschlossen,  wonach  S  das  erste  Element  von 
M  enthalten  soll. 

3[.  Der  Satz  XXI  macht  bereits  von  einer  charakteristischen 
Teilmenge  Gebrauch,  die  wir  für  jede  geordnete  Menge  definieren 
können : 

Abschnitt  einer  geordneten  ]\lenge  M  heißt  jede 
eigentliche  Teilmenge  M'  von  folgender  Eigenschaft: 
Ist  «  in  31'  und  b  ^<  a,  so  ist  auch  b  in  31'. 

Die  Teilmenge  aller  Elemente,  die  einem  gegebenen  Element 
X  vorangehen,  ist  ein  Abschnitt ;  wir  werden  ihn  künftig  mit  Ä  (x) 
bezeichnen  und  sagen,  er  sei  von  x  erzeugt.  Ein  solcher,  von 
einem  Element  erzeugter  Abschnitt  steht  in  folgender  Beziehung 
zu  dem  erzeugenden  Element : 

1)  Ist  <t  -<:  X,  so  ist  a  in  ^  {x)  und  umgekehrt. 

2)  Ist  /y  >-  f<  für    alle  Elemente  u  von  Ä  (x) ,   so    ist   h   mit  x 
identisch  oder  b  >-  x  und  umgekehrt. 

Enthält  Ä  [x)  ein  letztes  Element  j> ,  so  gibt  es  zwischen  x 
und y' kein  Element;  x  ist  das  auf />  unmittelbar  folgende  Element. 
Enthält  A{x)  kein  letztes  Element,  so  nennt  man  x  den  Limes 
von  A  {x) ,  da  die  beiden  Beziehungen  1) ,  2)  gerade  die  charak- 
teristischen Eigenschaften  des  arithmetischen  LimesbegriiFs  ent- 
halten. (Vgl.  hierzu  das  erste  Referat;  Kap.  IV,  Begriff  des 
Limes).  Nur  ist  zunächst  nicht  gesagt,  daß  jeder  Abschnitt  einer 
geordneten  I\[enge  einen  Limes  haben  muß.  In  der  Menge  aller 
rationalen  Zahlen  zum  Beispiel  bilden  alle  Zahlen  unterhalb 
\l2  einen  Abschnitt  ohne  Limes.  Dagegen  im  Kontinuum,  der 
Menge  aller  Irrationalzahlen  oder  Dedek in d sehen  Schnitte, 
besitzt  jeder  Abschnitt    ohne    letztes  Element   einen  Limes.     Das 
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Gleiche  gilt  von  den  wohlgeordneten  Mengen,  denn  auf 
(rrund  der  Definition  der  Wohlordnung  muß  es  unter  allen  Ele- 
menten, die  einem  Abschnitt  nicht  angehören,  ein  erstes,  x^  gebend 
Dieses  wieder  muß  oberhalb  aller  Elemente  des  Abschnittes  liegen, 
was  sich  unmittelbar  aus  der  Definition  des  Abschnittes  ergibt. 
—  Das  Kontinuum  ist  übrigens  nicht  wohlgeordnet,  da  es  ja  die 
Teilmenge  1,  |,  |,  |,  ...  enthält,  die  kein  erstes  Element  besitzt. 
Dies  tritt  noch  deutlicher  hervor  durch  die  folgende  Begriffs- 
bildung: 

Rest  einer  geordneten  Menge  M  heißt  jede  Teil- 
menge M"  von  folgender  Eigenschaft:  Ist  x  in  31"  und 
)/  >~  X,  so  ist  auch  y  in  M". 

Die  komplementäre  Menge  eines  Restes  ist  ein  Abschnitt  und 
umgekehrt.  Ist  M'  ein  Abschnitt,  M"  der  komplementäre  Rest, 
so  wollen  wir  diese  Beziehung  durch  das  Zeichen 

31  =  31' +  31" 

ausdrücken ,  womit  zunächst  ein  Kalkül  nicht  eingeführt  wer- 
den soll. 

Besitzt  ein  Rest  ein  erstes  Element  x,  so  soll  er  mit  B{x) 
bezeichnet  werden.  Jedes  von  x  verschiedene  Element  in  Fi,{x) 
ist  hinter  x  geordnet.  Besitzt  31  ein  erstes  Element  e,  so  ist 
31  =  B{e).  (In  der  Definition  ist  nicht  verlangt,  daß  ein  Rest 
eine  eigentliche  Teilmenge  sein  soll). 

In  einer  wohlgeordneten  Menge  besitzt  jeder  Rest  ein 
erstes  Element,  auf  Grund  der  Definition  der  Wohlordnung.  (Das 
trifft  z.  B.   im  Kontinnum  nicht  zu).     Eine  Folge  davon  ist ,    daß 


1  Der  Abschnitt  ist  hier  als  eigentliche  Teilmenge  definiert.  Läßt  man 
den  Zusatz  eigentlich  weg ,  so  ist  die  wohlgeordnete  Menge  selbst  einer 
ihrer  Abschnitte  und  der  einzige  ohne  Limes. 
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in  oiiKT  wohlgeordneten  Menge  zu  jedem  Element  x  ein  unmit- 
telbar folgendes  x'  existiert,  so  daß  zwischen  ./  und  x'  kein  Ele- 
ment der  Menge  liegt.  Im  Kontinuum  und  der  Menge  aller  ra- 
tionalen Zahlen  dagegen  liegt  zwischen  irgend  zwei  Elementen 
stets  ein  drittes ,  daher  unendlich  viele.  ]\[an  sagt  dafür ,  diese 
Mengen  seien  dicht.    Eine  wohlgeordnete  Menge  ist  nicht  dicht. 

^  35.  Betrachten  wir  nun  weiterhin  ausschließlich  wohlge- 
ordnete I\Iengen,  so  ist  jeder  Abschnitt  von  einem  Element  er- 
zengt, das  zugleich  erstes  Element  des  komplementären  Restes 
ist.  Dem  ersten  Element  der  Menge  ordnen  wir  einen  fin- 
gierten Abschnitt  zu,  der  mit  „null",  0,  bezeichnet  wird,  da 
er  kein  Element  enthält  Diese  Fiktion  erweist  sich  zweckmäßig 
zur  Beseitigung  kleiner  Besonderheiten.  Der  zu  0  komplementäre 
Rest  ist  die  Menge  selbst. 

Es  sei  T  eine  beliebige  Teilmenge  von  J/,  die  kein  Abschnitt 
ist.  Dann  detinioren  wir  die  Menge  A(T)  durch  folgende  Fest- 
setzung: Ist  X  ein  Element  von  f^{T),  so  ist  entweder  x  in  T 
selbst  oder  es  giebt  in  T  ein  Element  y  >^  x. 

P^{T)  besitzt  die  Eigenschaft:  Ist  x  in  A(^')  und  ,3  -<a;,  so 
ist  auch  z  in  A(r).  Daher  ist  A(T)  ein  Abschnitt  A{t)  von  M 
oder  mit  M  identisch,  je  nachdem  es  eigentliche  oder  uneigent- 
liche Teilmenge  von  M  ist.  Ist  A(T)  ein  Abschnitt,  so  besitzt 
es  entweder  ein  letztes  Element  oder  nicht.  Im  ersten  Fall  be- 
sitzt auch  y  dieses  letzte  Element  und  umgekehrt,  natürlich  wie- 
derum als  letztes ,  und  t  ist  das  unmittelbar  folgende  Element. 
Im  zweiten  Fall  ist  t  der  Limes  von  A(7')  und  steht  zu  T  in  der 
folgenden  Beziehung : 

(1)  Ist  6-  -<  /,  so  gibt  es  in  T  ein  x  >-  s  und  umgekehrt. 

(2)  Ist  s^t,  so  ist  s>^x  für  jedes  x  in  T  und  umgekehrt. 
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Wir  nennen  daher  t  wieder  den  Limes  von  T  selbst  ^ 

Aus  der  Definition  des  Limes  geht  hervor ,  daß  nicht  jedes 
Element  einer  wohlgeordneten  Menge  ein  Limes  sein  kann  *^,  daß 
vielmehr  die  Limeselemente  dadurch  ausgezeichnet  sind,  daß  sie 
kein  unmittelbar  vorangehendes  Element  besitzen.  Doch  soll  ge- 
sagt werden,  daß  der  Limes  einer  Teilmenge  T  auf  alle  Ele- 
mente von  T  unmittelbar  folgt.  — 

XII. 
Die  trichotome  Disjunktion. 

§  36.  Die  Abschnitte  sowohl  wie  die  Reste  sind  Klassen  von 
Teilen,  die  jede  für  sich  die  Postulate  der  Teilung  und  das  Po- 
stulat der  äquivalenten  Teile  erfüllen.  Es  gelten  nämlich  die 
Sätze : 

XXIla.  Der  Abschnitt  eines  Abschnitts  ist  Abschnitt 
der  Menge    selbst.     Der   Eest    eines    Restes 
ist  Rest  der  Menge  selbst. 
XXlIb.  S  i  n  d  M  rv^  2V'  z  w  e  i    ähnliche    wohlgeordnete 
Mengen,  so  gibt    eszujedemAbschnittvon 
Meinen  ähnlichenAbschnitt  in  N,  A{x)  rsj  A(i/), 
wenn   nämlich    y   das    zu   x    in  i)/  zugeordnete 
Element  in  iV  ist.     Ebenso  ist  R{x)  no  B{y). 
Die    Disjunktion  VIII  läßt    sich    daher    sofort  für  beide  spe- 
ziellen Teilungen  im  Verein  mit  der  Ähnlichkeit  als  Vergleichung 

^  Analoge  Betrachtungen  findet  man  für  das  Kontinimm  im  ersten  Referat, 
§  35,  beim  Beweise  des  Satzes,  daß  jede  steigende  Folge  reeller  Zahlen  einen 
Limes  besitzt.  — 

^  Auch  hierin  ist  eine  wohlgeordnete  Menge  vom  Kontinuura  wesentlich  ver- 
schieden.   Im  Kontinuum  ist  jedes  Element  Limes  aller  vorangehenden. 
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aufstellen :  doch  sind  die  Kestc  wieder  unbrauchbar ,  weil  die 
Disjunktion  nicht  trichotom  wird.  Enthält  eine  Menge  ein  letztes 
Element,  so  auch  jeder  ihrer  Reste,  und  umgekehrt.  Hat  daher  M 
ein  letztes  Element,  A'  keines,  so  ist  kein  Rest  von  M  zu  iV  ähn- 
lich und  umgekehrt,  und  es  ist  auch  M  zu  N  nicht  ähnlich. 

Legen  wir  dagegen  das  Abschneiden  als  Teilung  (und  die 
Ähnlichkeit  als  Vergleichung)  zu  Grunde,  so  erweist  sich  sogleich 
das  Postulat  vom  Teil  und  Ganzen  erfüllt,  das  hier  folgende  Fas- 
sung annimmt: 

XXIII.  Eine   wohlgeordnete  Menge  is  t   keinem  ihrer 

Abschnitte  ähnlich. 
Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aus  XX.    Wäre  nämlich  M  C^  Ä{x), 
so    entspräche  dem  Element   x   in   M  ein  Element  ^J  m  Ä{x),    es 
wäre  infolgedessen  y  ^  x,  was  nach  XX  unmöglich  ist. 

§  37.  Mit  diesem  Satz  sind  sofort  die  Fragen  1,  2,  4  des 
Trichotomieproblems  beantwortet  und  es  bleibt  zur  Erledigung  der 
dritten  noch  der  Beweis  des  Satzes  IX  zu  erbringen ,  der  in  der 
neuen  Terminologie  wie  folgt  lautet : 

XXIV.  Sind  M  und  N  zwei  wohlgeordnete  Mengen 
und  keine  einem  Abschnitt  der  anderen 
ähnlich,  so  sind  beide  zueinander  ähnlich. 

Die  Ähnlichkeit  besteht  in  der  Existenz  einer  umkehrbar 
eindeutigen  Zuordnung,  welche  die  Ordnung  erhält.  Wir  werden 
diese  Zuordnung  zwischen  M  und  N  aufzusuchen  haben.  Ist  sie 
gefunden,  so  muß  nach  XXIlb  zwischen  entsprechenden  Elementen 
X  m  M,  y  in  N  die  Beziehung 

(<jp)  Ä{x)  r^  Ä{y) 
bestehen.     Diese  Beziehung  nehmen  wir   jetzt    umgekehrt    als  De- 
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finition  der  Zuordnung:  wir  nennen  zwei  Elemente  ^,  //  ent- 
sprechend ,  wenn  ihre  Abschnitte  ähnlich  sind.  Wir  haben  als- 
dann dreierlei  zu  zeigen  :  1)  Die  Zuordnung  ist  umkehrbar  ein- 
deutig. 2)  Sie  erhält  die  Ordnung.  3)  Sie  ordnet  jedem  x  in  31 
ein  y  in  iV  zu  und  umgekehrt. 

Wir  schicken  folgenden  Hülfssatz  voraus,  der  unmittelbar  aus 
der  Definition  des  Abschnittes  folgt : 

XXV.  Von  zwei  Abs  chni  1 1  en  der  s  elbe  n  Menge  ist 
einer  ein  Abschnitt  des  andern:  Ist  x'  ^=::  x,  so 
ist  Ä{x')  Abschnitt  von  Ä{x). 

Nach  XXIII  folgt  daraus  sofort: 

XXVI.  Zwei  verschiedene  Abschnitte  derselben 
Menge  sind  nicht  ähnlich;  d.  h.  aus  A{x)  ~  Ä{x') 
folgt  X  =  x\ 

Nunmehr  folgt  der  Beweis  von  XXIV. 

ad  1)  Aus  A{x)  r^  A{y\  A{x)  r^  A{y')  folgt  A{y)  c^  A{y') 
und   nach    XXVI    y  =  y'.     Analog  aus  A(x)  ^  A{y)  rsj  A{x')  : 

ad  2)  Vorausgesetzt  ist  (a)  A(x)  rsj  A(y).  (ß)  A{x')  r^  A{y'). 
{y)  x'  -<  X.  Zu  beweisen  ist  {8)  y  -<  y.  Wir  bedürfen  zum  Be- 
weise nur  der  VoraussetzAingen  (a)  und  {y).  Denn  aus  x'  ^<  x  folgt, 
daß  A{x')  ein  Abschnitt  von  A(x)  ist,  aus  XXIIb  nach  (a),  daß 
A{y)  einen  Abschnitt  A{y')  r-jA{x')  liesitzt,  aus  XXIIa,  daß  A{y') 
ein  Abschnitt  von  N  ist ,  endlich  aus  der  Definition  des  Ab- 
schnittes, daß  y'  -<  y  ist. 

ad  3)  Sei  S  die  Menge  aller  derjenigen  Elemente  x  in  31, 
denen  durch  (q))  ein  Element  y  in  N  zugeordnet  wird,  so  haben 
wir  zu  zeigen,  daß  jedes  Element  von  M  zu  S  gehört.  Wir  be- 
weisen dies  nach  Satz  XXI.  S  enthält  sicher  das  erste  Element 
von  M,    denn  diesem  ist  das  erste  von  N  zugeordnet,    da  beider 
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Abschnitte  null  sind.  Enthält  ferner  S  einen  Abschnitt  ^(j))  von 
M,  so  enthält  es  ;>  selbst.  Um  dieses  einzusehen,  betrachten  wir 
die  Menge  A'  derjenigen  Elemente  y  in  N,  die  den  Elementen  x 
von  A{p)  entsprechen. 

Aus  dem  Beweise  ad  2)  folgt:  Ist  ij  in  Ä',  y' ^<  y,  so  ist 
y'  in  A'  und  zwischen  den  entsprechenden  Elementen  x,  x'  besteht 
die  Relation  x'  ^=:  x.  Es  ist  also  erstens  A{i))  ~  A'  und  zweitens 
A'  ein  Abschnitt ,  da  es  eine  eigentliche  Teilmenge  von  N  ist. 
A'  =  iV^  ergäbe  nämlich  N  r^  A{p)  gegen  die  Voraussetzung  des 
Satzes. 

Da  A'  ein  Abschnitt  A{q)  von  iV"  und  A{ii)  r^  A{q)  ist,  ist  [> 
in  S,  was  zu  beweisen  war. 

Nach  XXI  folgt,  daß  S  alle  Elemente  von  M  enthält,  d.  h. 
(9?)  ordnet  jedem  Element  von  M  eines  von  iVzu.  Ebenso  beweist 
man  die  Umkehrung. 

Damit  ist  der  Beweis  unserer  Behauptung  erbracht,  und  wir 
erkennen,  daß  die  Disjunktion  VIII  trichotom  wird :  zwischen 
zwei  wohlgeordneten  ]\I engen  ili,  iV  besteht  stets 
eine  und  nur  eine  der  drei  Beziehungen: 

M^I^,         Mf^N,         M^N 

von  denen  M^<.1^  ausgesprochen  wird:  „J/  ist  nie- 
derer oder  von  niederem  Typus  alsiV",  und  aussagt, 
daß  JN^  einen  zu  Jf  ähnlichen  Abschnitt  besitzt. 

38.  Der  Satz  XXIII  klärt  die  Beziehung  zwischen  einer  Menge 
und  ihren  Abschnitten  dahin  auf,  daß  jeder  Abschnitt  niederen 
Typus  hat,  als  die  Menge.  Zu  beliebigen  Teilen  steht  eine 
wohlgeordnete  Menge  in  etwas  weiterer  Beziehung: 
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XXVII.  Eine  Teilmenge  einer  wohlgeordneten 
Menge  ist  nicht  von  höherem  Ordnungs- 
typus als  die  Menge. 

Wäre  nämlich  31'  eine  Teilmenge  von  M  und  M' >^  M ,  so 
wäre  71/  einem  Abschnitt  Ä' (x)  von  31'  ähnlich,  es  entspräche 
daher  dem  Element  x  in  31  ein  Element  y  in  Ä'  (x),  d.  h.  ?/  -<  x, 
was  nach  XX  unmöglich. 

Daß  aber  eine  Teilmenge  von  31  den  gleichen  Typus  mit  31 
besitzen  kann,  beweisen  die  Reste  des  Typus  a. 

Sind  Ä(x)  und  Ä{x')  zwei  Abschnitte  derselben  Menge  und 
A{x')  ^A{x),  so  ist  Ä{x')  einem  Abschnitt  Ä(x")  von  Ä(x)  ähnlich, 
nach  XXVI  aber,  da  Ä  {x")  Abschnitt  von  31  ist,  mit  A  (x")  iden- 
tisch; d.  h.  es  ist  x'  in  A{x),  oder  x'  ^<x: 

XXVIII.  Aus  A{x')-<A{x)  folgt  x'^x,  wenn  beide  Ab- 
schnitte derselben  Menge  angehören,  und 
umgekehrt. 

Da  jedem  Element  umkehrbar  eindeutig  ein  Abschnitt  entspricht, 
folgt  sofort  weiter: 

XXIX.  Die  Menge   aller  Abschnitte  von  üf  ist  zu  il/ 
ähnlich. 

Sind  E{x),  R{x')  zwei  Reste  einer  Menge  und  x^^^x',  so  ist 
R  {x')  Rest  von  R  {x),  und  umgekehrt.  Nach  XXVII  folgt  daraus : 
R{x')  ist  nicht  von  höherem  Typus  als  R{x).  Ist  daher  umgekehrt 
R(x')>^  Rix),  so  ist  sicher  x' ^c:x.  Die  Menge  aller  Reste  von  31 
wird  später  untersucht  werden.  Man  sieht  aber  hier  bereits,  daß 
die  Ordnung  der  Reste  nach  ihrem  Typus  eine  völlig  andere  ist, 
als  die  Ordnung  nach  den  erzeugenden  Elementen.  Insbesondere 
kann  aus  R  {x)  r^  R  {x')  nicht  wie  bei  den  Abschnitten  auf  die  Iden- 
tität X  =  x'  geschlossen  werden,  wie  der  Typus  «  beweist. 
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xin. 

Die  transfiniten  Zahlen. 

§  39.  Ähnliche  Mengen  sind  äquivalent.  Jeder  Ordnungstypus 
bat  daher  eine  ganz  bestimmte  Mäclitigkeit,  da  zwei  Mengen, 
welche  den  gleichen  Ordnungstyp  besitzen,  von  gleicher  Mächtig- 
keit sind. 

Für  endliche  Mengen  liegt  der  Fall  besonders  einfach.  Jeder 
Ordnunc^stvpus  definiert  zugleich  eine  Mächtigkeit,  die  ihn  rückwärts 
eindeutig  bestimmt:  Jede  endliche  Menge  kann  nur  auf  eine  Art 
wohlgeordnet  weren.  In  der  Tat  bezeichnen  wir  mit  dem  Zeichen 
7  sowohl  die  Mächtigkeit  einer  Menge  von  sieben  Elementen  wie 
auch  den  einzigen  möglichen  einfach  geordneten  Typus  einer  solchen 
Menge.  Georg  Cantor  unterscheidet  diese  doppelte  Bedeutung 
als  Kardinalzahl  und  Ordinalzahl.  Die  Verwendung  von  Indices : 
a  a  ,a.,...  a,  bringt  den  Charakter  der  Ordinalzahl  rein  zum 
Ausdruck.  Sagen  wir  dagegen,  eine  gewisse  Fläche  habe  sieben 
Quadratmeter  Inhalt,  so  fungiert  sieben  als  reine  Kardinalzahl. 

Für  unendliche  Mengen  liegt  der  Fall  wesentlich  anders.  Zwei 
verschiedene  Ordnungstypen  können  von  gleicher  Mächtigkeit  sein. 
Z  B  werden  wir  sehen,  daß  die  Menge  aller  wohlgeordneten  Typen 
von  o-leicher  Mächtigkeit  selbst  eine  höhere  Mächtigkeit  besitzt, 
als  dk  Typen  selbst;  insbesondere  ist  die  Menge  aller  wohlgeord- 
neten abzählbaren  Typen  nicht  abzählbar.  Es  fallen  also,  wenn 
man  Mächtigkeiten  und  Ordnungstypen  allgemein  als  Zahlen 
bezeichnet,  im  transfiniten  die  Begriffe  der  Kardinal-  und  Ordinal- 
zahl  auseinander. 

Es  hat  sich  nun  der  Gebrauch  eingebürgert,  die  Ordnungs- 
typen wohlgeordneter  Mengen  als  transfinite   Zahlen 
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oder  Ordnungszahlen  zu  bezeichnen.  Und  hierbei  fällt  auch 
der  Zusatz  „transfinit"  fort,  sowie  er  sich  von  selbst  versteht.  Da- 
gegen wird  das  Wort  „Kardinalzahl"  noch  wenig  gebraucht,  und 
dies  aus  folgendem  Grunde:  Die  Bezeichnung  „Mächtigkeit"  ist 
hinreichend  bequem  und  keines  Ersatzes  bedürftig.  Anderseits 
wird  man  die  Bezeichnung  „Zahl"  nicht  gerne  anwenden,  so  lange 
die  Möglichkeit  der  Inkomparabilität  nicht  ausgeschlossen  erscheint. 
Es  wÜT-de  zu  scharf  gegen  den  Sprachgebrauch  verstoi3en,  von  in- 
komparabeln  Zahlen  zu  reden. 

Es  bilden  nun  die  Mächtigkeiten  der  wohlgeordneten 
Mengen  eine  Klasse  von  überaus  einfachen  Eigenschaften;  insbe- 
sondere sind  alle  komparabel.  Ja,  es  läßt  sich  sogar  unter  gewissen 
einfachen  Annahmen  beweisen,  daß  jede  Menge  wohlgeordnet  werden 
kann,  daß  also  jede  Mächtigkeit  auch  die  einer  wohlgeordneten 
Menge  ist.  Doch  ist  dieser  Nachweis  erst  in  jüngster  Zeit  in  einer 
ernst  zu  nehmenden  Art  und  Weise  erbracht '  worden  und  hat 
die  Terminologie  noch  nicht  beeinflußt.  Solange  man  mit  der 
Möglichkeit  rechnen  mußte,  daß  die  wohlgeordneten  Mächtigkeiten 
eine  besondere  Klasse  bilden,  durfte  man  sie  nicht  Kardinalzahlen 
nennen;  die  Bezeichnung  „wohlgeordnete  Mächtigkeit"  ist  philo- 
logisch nicht  einwandfrei,  eine  einwandfreie  wäre  noch  schwerfälliger 
als  diese.  Man  nennt  daher  mit  Georg  Cantor  die  Mächtigkeit 
einer  transfiniten  wohlgeordneten  Menge  ein  „  A 1  e  f " ;  dies  ist 
der  Name  des  ersten  Buchstaben  s«  des  hebräischen  Alphabets. 
Die  Menge  aller  Alefs,  die  kleiner  sind,  als  ein  gegebenes,  ist,  wie 
wir  sehen  werden,  wohlgeordnet.  Ihre  Ordnungszahl  a  nennt  man 
den  Index  des  gegebenen  Alef  und  bezeichnet  dieses  danach  mit  N„ . 
Die  Mächtigkeit  von  @,   die  des  Typus  co,   ist   die   kleinste  trans- 
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tinite  Mächtigkeit,   es  gehen  ihr  daher  keine  Alefs  voran,  und  sie 
ist  demnach  mit  «„  zu  bezeichnen.  — 

§  40.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  Ordnungs- 
zahlen und  werden  dabei  unsere  Sätze  stets  so  formulieren,  daß 
wir  nicht  von  der  Menge  aller  Ordnungszahlen  sprechen.  Diese 
Menge  enthält  nämlich,  wie  wir  später  sehen  werden,  einen  un- 
aufgeklärten Widerspruch. 

Eine  Ordnungszahl  jii  ist  als  gegeben  anzusehen,  wenn  eine 
Menge  M  bekannt  ist,  der  sie  zukommt.  Die  Aussage,  daß  eine 
Menge  N  nach  der  Zahl  jit  oder  dem  Typus  ^  wohlgeordnet  sei, 
behauptet  dann  nichts  anderes,  als  daß  N  zu  M  ähnlich  ist.  Jeder 
Abschnitt  von  M  repräsentiert  eine  Ordnungszahl,  die  niederer 
als  II  ist,  und  umgekehrt  ist  jeder  Zahl  v^^  ein  Abschnitt  in  M 
eindeutig  zugeordnet.  Da  weiter  die  Menge  aller  Abschnitte  von 
M  zur  lilenge  M  selbst  ähnlich  ist,  sofern  0  mitgerechnet  wird, 
ist  die  Menge  aller  Abschnitte  von  M  nach  dem  Typus  /i  wohl- 
geordnet; das  heißt  aber: 

XXX.  Die  Menge  aller  Ordnungszahlen,  die  ft 
vorangehen,  einschließlich  der  Null,  ist 
nach  dem  Typus  {l  selbst  wohlgeordnet. 

Z.B.  hat  die  Menge  der  Zahlen  unter  7: 

0,  1,  2,  3,  4,  5,  6 
den  OrdnungstjT)us  7,  die  Menge  aller  Zahlen  n-<e3: 

U,  -l,  Ä,  ö,  .  •  •  '1,  . .  • 
den  Typus  m,  und  die  Menge  aller  Zahlen  unter  a  mit  w  zusammen 
bildet  den  Typus 

0,  1,  2,  3,  ...??,...  Gj. 
der  mit  «  +  1   bezeichnet  wird. 
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Die  Menge  aller  Ordnungszahlen,  welche  einer  Zahl  a  voran- 
gehen, ist  in  jeder  Menge  von  Ordnungszahlen,  in  der  sie  als  echter 
Teil  enthalten  ist,  ein  Abschnitt,  und  zwar,  wenn  auch  a  vorhanden 
ist,  der  zu  a  gehörige  Abschnitt.  Wir  nennen  sie  daher  künftig 
einfach  A{a). 

Nunmehr  beweisen  wir  folgende  Sätze: 
XXXI.     In  jeder  Menge  Jf  von  Ordnungszahlen  gibt 

es  eine  erste  Zahl. 
XXXII.     Jede  Menge  von  Ordnungszahlen  ist  wohl- 
geordnet. 
XXXIII.     Zujeder  M  enge  iIfvonOrdnungszahlen  gibt 
es   eine  unmittelbar  folgende,   nicht  in  ihr 
enthaltene  Zahl  ft. 
Der  zweite  Satz  ist   eine   direkte  Folge   des   ersten.     Es   sei 
cc  eine    Zahl  in  31  und  M'  die  Teilmenge   aller   Zahlen   von  Ä{a), 
die  zu  31  gehören.    Enthält  31'  keine  Elemente,  so  heißt  das  nichts 
anderes,   als  daß  a  erste   Zahl  in  31  ist.     Gibt  es  aber  Elemente 
in  31',  so  gibt  es  unter  ihnen  ein  erstes,  ß,  weil  31'  Teilmenge  von 
A{a)  und  Ä{a)   wohlgeordnet  ist.     Man  übersieht   ohne   weiteres, 
daß  ß  erstes  Element  in  31  ist. 

Um  XXXnizu  beweisen,  bilden  wir  zunächst  eine  Menge,  welche 
den  Typus  ^i  besitzt.  Sie  heiße  A(Jf),  und  als  Element  von  A(Ji) 
gelte  jede  Zahl  a,  die  in  31  selbst  enthalten  ist,  oder  zu  der  es 
in  31  eine  größere  Zahl  A  gibt.  A{M)  ist  mit  31  identisch,  wenn 
M  mit  a  auch  Ä  (a)  enthält ;  denn  A  (M)  enthält  mit  jedem  seiner 
Elemente  auch  alle  vorangehenden.  Ist  daher  Ä'{1)  ein  Abschnitt 
in  A(M),  so  ist  A'(k)  =  A{X)  und  A  der  Ordnungstypus  von  A'(X). 
Nennen  wir  jetzt  fi  den  Ordnungstypus  von  A(3i),  so  ist  [i 
sicher  größer  als  alle  Zahlen  von  A(M)  und  damit  von  31,  weil 
ja  jede  dieser  Zahlen  Typus  eines  Abschnittes  von  A(M)  ist;  und 
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um-ckohrt:  ist  A -:  fi,  so  ist  A  in  ^{M)  enthalten,  denn  es  gibt 
/„"a  einen  ähnlichen  Abschnitt  Ä{v)  in  A(M);  wir  sahen  aber, 
daß  V  dessen  Typus  selbst,  also  v  =  A  ist.  Da  es  nun  zu  jeder 
Zahl  A  in  A(M)  eine  Zahl  a^A  in  M  gibt,  haben  wir  damit  kon- 
statiert, daß  ii  auf  alle  Elemente  von  M  (und  übrigens  auch  A(M)), 
unmittelbar  folgt,  w.  z.  b.  w. 

Wir  können  auch  hier  wie  in  §  35  zwei  Fälle  unterscheiden: 
Besitzt  M  kein  letztes  Element,  so  besitzt  ^  kein  unmittelbar 
vorangehendes  Element  und  heißt  eine  „Limeszahl«.  Besitzt  dagegen 
M  (und  mit  M  auch  A(M))  ein  letztes  Element  A,  so  folgt  ^  un- 
mittelbar auf  A  selbst.  Die  Menge  A(JVf)  besteht  aus  den  Zahlen 
in  .'l(A)  und  aus  A  selbst.  Da  A{X)  den  Typus  A  hat,  entsteht 
der  Typus  fi  von  A  {M)  aus  dem  Typus  A  durch  Hintanfügen  eines 
Elementes ;  dementsprechend  wird  ^  mit  A  +  1  bezeichnet. 

§  41.  Wir  betrachten  jetzt  die  Mächtigkeiten  wohlgeordneter 
Mengen,  wobei  wir  es  wiederum  vermeiden,  von  der  Menge  aller 
dieser  Mächtigkeiten  zu  sprechen. 

Sind  M  und  N  zwei  wohlgeordnete  Mengen,  so  sind  sie  ent- 
weder ähnlich,  also  auch  äquivalent,  oder  eine  ist  einem  Abschnitt, 
d.i.  einer  Teilmenge  der  andern  ähnlich,  somit  äquivalent:  Die 
Beziehung  (A)  der  Disjunktion  Vm  ist  also  zwischen  wohlgeord- 
neten Mengen  ausgeschlossen,  alle  Alefs  sind  komparabel. 

Da  ähnliche  Mengen  a  fortiori  gleichmächtig  sind,  bestimmt 
jeder  Ordnungstypus  eine  Mächtigkeit,  insbesondere  jede  Ordnungs- 
zahl ein  Alef.     Dabei  gelten  offenbar  folgende  Beziehungen: 

XXXIV.  Ist  a  =  ß,  so  ist  a~/3. 

XXXV.  Ist  a<^,  so  ist  auch  a^ß,  d.h.  ist  a  von  geringerei 
Mächtigkeitals^,  so  ist  auch  «nieder  er  als /J. 
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Diese  Beziehungen  sind  nicht  umkehrbar.  Ist  a  ~  /3,  so  kann 
a  gleich,  höher  oder  niederer  als  ß  sein,  es  läßt  sich  also  gar 
nichts  aussagen.  Ist  dagegen  cc^ß,  so  ist  wenigstens  gewiß,  daß 
«  nicht  von  höherer  ]\Iächtigkeit  als  ß  sein  kann.  Man  kann 
diese  Verhältnisse  durch  folgende  ;, Verträglichkeitstabelle"  dar- 
stellen : 


a^ß 

a  =  ß 

a^ß 

a<zß 

möglich 

unmöglich 

unmöglich 

a  r\j  ß 

möglich 

möglich 

möglich 

a>ß 

unmöglich 

unmöglich 

möglich 

Unter  allen  Ordnungszahlen,  welche  eine  gegebene  Mächtigkeit 
"  Ka  besitzen,  gibt  es  nach  XXXI  eine  niederste.    Wir  bezeichnen  sie 
mit  ß„  und  nennen   sie   „die   zu  K„   gehörige  Anfangszahl". 
Insbesondere  ist  ß^  =  cj  die  zu  n^  gehörige  Anfangszahl. 

§  42.  Die  Zuordnung  zwischen  Alef  und  Anfangszahl  ist  um- 
kehrbar eindeutig,  und  es  ist  daher  Sla^Sl^,  wenn  k„  <:  k^  ist. 
Damit  folgt  sofort  aus  XXXI  und  XXXII: 

XXXVI.  In   jeder    Menge    von    Alefs    ist    eines    das 
kleinste. 

XXXVII.  Jede  Menge   von  Alefs  ist  wohlgeordnet. 
Denn  zu  jeder  Menge  Alefs  ist   die   Menge  der  zugehörigen 

Anfangszahlen  ähnlich,  und  diese  ist  wohlgeordnet. 

Es  läßt  sich  aber  auch  der  Satz  XXXIII  auf  die  Mächtigkeiten 
übertragen.  Es  sei  M  eine  Menge  von  Alefs,  so  betrachten  wir 
die  Menge  M  aller  Ordnungszahlen,  deren  Mächtigkeit  entweder 
m  M  vorkommt  oder  kleiner  ist  als  eine  der  Mächtigkeiten  in  M. 

38* 
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Die  Mächtigkeit  von  M  bczciclnien  wir  mit  x«,  die  Ordnungszahl 
mit  ii..  da  wir  sogleich  sehen  werden,  daß  sie  die  zu  a,,  gehörige 
Anfangszahl  ist.  Wir  wissen  aus  den  Betrachtungen  des  voran- 
gehenden Paragraphen,  daß  Sl„  auf  alle  Zahlen,  die  zu  M  gehören, 
unmittelbar  folgt,  flu  ist  daher  von  höherer  Mächtigkeit,  als  alle 
Zahlen  in  M ;  denn  ist  A  in  M,  so  ist  die  Mächtigkeit  von  A  in  M 
oder  niederer  als  eine  in  M.  Das  gleiche  gilt  von  jeder  mit  A 
gleichmächtigen  Zahl,  so  daß  i^.,  mit  A  nicht  gleichmächtig  sein 
kann.    Daher  ist  n„  größer  als  jedes  Alef  in  M. 

Ist  andererseits  n„  <  n,<,  so  ist  jede  Zahl  A  von  der  Mächtig- 
keit K„  niederer  als  Sl., ,  daher  in  in  M  enthalten,  woraus  wieder 
folgt,  daß  K„  kleiner  oder  gleich  einer  Mächtigkeit  in  M  ist.  Damit 
ist  unsere  Behauptung  erwiesen: 

XXXVIII.  Zu  jeder  Menge  M  von  Alefs  gibt  es  eine 
nicht  in  ihr  enthaltene  Mächtigkeit  K„ , 
die  auf  alle  Alefs  in  iV^  unmittelbar  folgt. 

Daß,  wie  behauptet,  5^u  eine  Anfangszahl  ist,  ergibt  sich  nun 
sofort:  Gäbe  es  eine  Zahl  A  unter  ß^ ,  die  mit  ß^  gleichmächtig 
wäre,  so  gehörte  sie  noch  zu  M  ,  ihre  Mächtigkeit  sv  oder  eine 
höhere  daher  zu  M,  gegen  das  soeben  bewiesene. 

Enthält  M  eine  letzte  Mächtigkeit  k«,  so  ist  «..  die  unmittelbar 
auf  K„  folgende  und  wird  konsequenterweise  mit  »<«+i  zu  bezeichnen 
sein.  Ist  dagegen  M  ohne  höchstes  Element,  so  ist  fi  eine  Limes- 
zahl und  K„  eine  Limes-Mächtigkeit. 

So  ist  zunächst  x«  der  Limes  aller  endlichen  Mächtigkeiten; 
K,  ist  die  ]\Iächtigkeit  der  Menge  aller  endlichen  und  abzählbaren 
Ordnungszahlen;  die  Ordnungszahl  dieser  Menge  ist  zugleich  ß,. 
Nimmt  man  zu  dieser  Menge  die  sämtlichen  Ordnungszahlen  der 
Mächtigkeit  «i  hinzu,  so  erhält  man  den  Typus  il^  und  die  Mächtig- 
keit K. .      Denkt    man    sich    alle  Mächtigkeiten  x„ ,  x, ,  s, ,  . . .  s„ ,  . . , 
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mit  endlichem  Index  definiert,  so  bilden  die  Ordnungszahlen  aller 
dieser  Mächtigkeiten  eine  Menge  vom  Typus  Si^  und  der  ]\Iächtig- 
keit  Ku, ,  auf  die  dann  wieder  a^^^  etc.  folgt.  —  Die  Gesamtheit  aller 
gleichmächtigen  Ordnungszahlen  wird  als  eine  „Zahl k lasse" 
bezeichnet.  Abweichend  davon  faßt  man  alle  endlichen  Zahlen  zur 
ersten  Zahlklasse  zusammen,  von  da  an  konsequent  die  abzähl- 
baren Zahlen  zur  zweiten,  die  Zahlen  der  Mächtigkeit  Xj  zur  dritten 
Klasse  etc. 

Die  Mächtigkeit  s\  der  zweiten  Zahlklasse  besitzt  insbesondere 
diejenige  Eigenschaft,  die  nach  Cantors  Vermutung  der  Mächtigkeit 
des  Kontinuums  zukommt: 

XXXIX,  Eine  Menge  von  Ordnungszahlender  zweiten 

Zahlklasse  ist  entweder  abzählbar  oder   von 

der  ]\Iächtigkeit  K,   der    zweiten   Zahlklasse 

selbst. 

Hierdurch  tritt  zu  dem  Kontinuumproblem  die  weitere  Frage 

hinzu,    ob  die  Mächtigkeit  des  Kontinuums  ein  Alef,    insbesondere 

vielleicht  Nj  ist.     Wir  kommen  auf  diese  Frage  später  zurück. 

XIV. 
Die  Liineszahlen, 

§  43.  Ist  31  eine  Menge  von  Ordnungszahlen,  (i  die  auf  31 
unmittelbar  folgende  Zahl,  so  sei  Ä  die  Menge  aller  jRIächtigkeiten, 
die  zu  den  Zahlen  von  31  gehören,  s*«  die  auf  A  unmittelbar  fol- 
gende ]\Iächtigkeit.  Es  erhebt  sich  die  Frage,  ob  und  wann  k«  die 
Mächtigkeit  von  ^  ist. 

Gibt  es  in  M  eine  höchste  Zahl  A,  so  ist  ihre  Mächtigkeit  Xy 
die  höchste  Mächtigkeit  in  Ä.  Es  ist  daher  ^  =  A  + 1 ,  k„  =  x^+i . 
Da  nun  das  Hinzufügen  eines  Elementes  zu  einer  transfiniten 
Menge    deren   Mächtigkeit    nicht    ändert    (§  23) ,     ist    ^    mit     A 
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fjleichmärhtig ;    d.  li.    fc    besitzt    nicht    die   Bliiclitigkeit   Nu,    son- 
dorn  die  vorangehende  Kj. . 

Wir  betrachten  demgemäß  den  Fall,  daß  es  in  M  keine  höchste 
Zahl  gibt.  Dann  kann  es  gleichwohl  eine  höchste  Mächtigkeit  in 
A  geben.  Diesen  Fall  untersuchen  wir  zuletzt  und  nehmen  zu- 
nächst an,  es  gebe  weder  in  M  noch  in  A  ein  letztes  Element. 
Es  gibt  also  zu  jeder  Zahl  in  A/  nicht  nur  eine  höhere  schlecht- 
hin, sondern  auch  eine  von  höherer  Mächtigkeit.  Danach  muß  }i 
von  höherer  Blächtigkeit  sein,  als  irgend  eine  Zahl  in  M;  denn 
wäre  A  in  M  und  ^  rsj  X,  so  gäbe  es  v  r>  A  in  M,  daher  wäre 
i;  >  fi  und  daher  auch  v^^u,  ^^g&n  die  Definition  von  f*. 

Da  die  Mächtigkeit  von  ^  in  A  nicht  vorkommt,  ist  fi  min- 
destens von  der  Mächtigkeit  s« .  Da  aber  kein  Typus  dieser 
Mächtigkeit  zu  M  gehören  kann,  ist  /x  nicht  nur  genau  von  der 
Mächtigkeit  N« ,  sondern  es  ist  auch  niederste  Zahl  dieser  Mächtig- 
keit, d.  h,  es  ist  ,u  =  5i„ . 

Nach  Erledigung  dieser  beiden  einfachen  Fälle  betrachten  wir 
eine  Menge  M  von  Zahlen  ohne  letztes  Element,  aber  mit  höchster 
Mächtigkeit  Ny.  Zunächst  beachten  wir  wieder,  daß  die  Limeszahl 
«  dieser  IMenge  höchstens  gleich  üj,+,  ist,  denn  diese  Zahl  ist 
sicher  höher  als  alle  Zahlen  in  M.  Zugleich  ist  iij.+i  der  Limes 
aller  vorangehenden  Zahlen,  d.  h.  Limes  der  Menge  A{Sly+i). 
Diese  Menge  hat  den  Typus  ßy+i ;  jede  andere  Menge,  die  iiy+i 
zum  Limes  hat,  ist  eine  Teilmenge  von  A  (i^)+i) ;  ^vir  schließen 
daraus,  daß  37  selbst  nicht  von  höherem  Typus  sein  kann,  als 
ßy+, ,  und  erhalten  daraus  zwei  Unterfälle:  Entweder  ist  M  vom 
Typus  ßjH-, ,  also  von  der  Mächtigkeit  Ny+i ,  oder  von  geringerer 
Mächtigkeit. 

Der  erste  Fall  erledigt  sich  wieder  sofort.  Ist  ^i  von  gerin- 
gerer Mächtigkeit  als  Ky+, ,    so  auch   A  {(i)  und   als  Teilmenge  von 
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Ä(^)  a  fortiori  M.    Ist  daher  umgekehrt  M  von  der  Mächtigkeit 
Xy+i ,   SO  ist  ii  =  ily+i . 

Der   letzte   noch    mögliche  Fall,    daß  M  nicht    von   höherer 
Mächtigkeit  als  Xj,  ist,    kann  hier  nicht   erledigt   werden.      Er  ist 
aber  der  wichtigste    und    von   besonderer  Bedeutung   für   die  Er- 
zeugungsprinzipien, Kap.  XXVI.     Wir  werden  daher  im  folgenden 
Kapitel,    nachdem   der   mengentheoretische  Kalkül    entwickelt  ist, 
den  fehlenden  Beweis  dafür  nachholen,  daß  in  diesem  vierten  Fall 
der  Limes  von  gleicher  Mächtigkeit   mit   den   höchsten  Elementen 
der  Menge   M  ist.     In  §  44   mag   eine  kurze  Analysis    eingefügt 
werden ,    die   uns   zeigen  soll ,    auf  welche  Frage  der  Beweis  sich 
konzentriert.     Zuvor   stellen  wir  die  Resultate   zusammen : 
XL.      Es    sei  M  eine   Menge    von   Ordnungszahlen,   fi 
das    unmittelbar    folgende    Element,    k,    seine 
Mächtigkeit,  k„  die  Mächtigkeit  von  M. 

1.  Gibt  es  in  M  ein  letztes  Element  A,  so  ist  ^  = 
A  +  1  und  Ky  die  Mächtigkeit  von  A. 

2.  Gribt  es  in  M  weder  ein  letztes  Element,  noch 
eine  höchste  Mächtigkeit,  so  ist  ^^  Limes  aller  Mäch- 
tigkeiten in  Mund  ^  =  Slß. 

3.  Gribt  es  in  M  kein  letztes  Element,  aber  eine 
höchste  Mächtigkeit  Ky,  und  ist  k',„>s*j,,  so  ist  «„,  =  k^ 
=  Ky+i,   (i  =  5i,.  und  zugleich  M  vom  Typus  fi. 

4.  (Unbewiesen)  Gribt  es  in  M  kein  letztes  Element, 
aber  eine  höchste  Mächtigkeit  Hy,  und  ist  «„,  <  «y  ,  so  ist 

K|^      =      Ky   . 

§  44.  Wir  hatten  gezeigt,  daß  ^i  der  Ordnungstypus  von 
A(iV7)  ist.  Wäre  A(M)  =  i¥,  so  bedarf  es  keines  ausgeführten 
Beweises  für  Satz  4,     Schwierigkeiten  entstehen  erst,  wenn  A(M) 
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iiu'Iir  Elemente  enthält  wie  M.  Es  sei  A  ein  Element  in  A(M), 
welches  nicht  zu  M  gehört.  Dann  gibt  es  in  M  höhere  Zahlen 
als  A  und  unter  diesen  eine  erste,  die  wir  cp  (A)  nennen.  Wir 
setzen  für  die  Zahlen  v  in  M  selbst  noch  (p{v)  =^  v. 

Die  Zahl  g)(A)  ist  durch  A  eindeutig  bestimmt,  aber  es  gilt 
nicht  notwendig  das  umgekehrte.  Alle  Zahlen,  für  die  ^(A)  die- 
selbe Zahl  V  von  M  bedeutet,  fassen  wir  zu  einer  Menge  0{v) 
zusammen.  Jede  Zahl  A  von  A(M)  gehört  in  eine  und  nur  eine 
der  Mengen  ^{v).  Diese  bilden  daher  ein  komplementäres  Teil- 
system von  A(M),  und  dieses  System  ist  ähnlich  zu  M.  Die  Ele- 
mente von  M  zerlegen  A(il/)  in  dieses  Teilsystem. 

Die  Menge  ^{v)  ist  Teilmenge  von  Ä{v  +  1),  denn  sie  besteht 
nur  aus  v  und  Elementen  A  -<  v.  Ä{v  +  1)  hat  gleiche  Mächtigkeit 
mit  v  +  l.  also  sicher  nicht  höhere  als  s*y  nach  den  Voraussetzungen 
des  Falles  (4).  Somit  ist  auch  die  Mächtigkeit  von  i>  (v)  nicht  höher 
als  Kj. . 

Der  Beweis  unserer  Behauptung  spitzt  sich  daher  auf  folgende 
Frage  zu:  Gegeben  sei  eine  Menge  M'  von  Mengen  0;  weder  die 
Mächtigkeit  von  M'  noch  die  einer  der  Mengen  O  übersteigt  S'y ; 
kann  dann  die  Mächtigkeit  der  durch  Zusammenfassung  aller 
Mengen  O  entstehenden  Menge  A  höher  als  Hy  sein?  Diese  Frage 
muß  verneint  werden,  wenn  unsere  Behauptung  richtig  sein  soll. 
I\Ian  kann  die  Antwort  auch  so  formulieren:  Ersetzt  man  in  einer 
Menge  M,  deren  Mächtigkeit  Ky  nicht  übersteigt,  jedes  Element  v 
durch  eine  Menge  0{v),  deren  Mächtigkeit  üy  nicht  übersteigt,  so 
ist  auch  die  resultierende  Menge  nicht  von  höherer  Mächtigkeit. 
Dieser  Prozeß  des  Einsetzens  wird  uns  im  nächsten  Kapitel  näher 
beschäftigen.  Er  ist  die  Grrundoperation,  auf  der  sich  der  mengen- 
theoretische Kalkül  aufbaut.  Daß  die  Behauptung  für  y  =  0 
zutrifft,  behauptet  der  früher  bewiesene  Satz,  daß  eine  abzählbare 
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Menge  abzählbarer  Mengen  selbst  abzählbar  ist  (§  19).  Um  eine 
Verallgemeinerung  der  Abzahlung  des  Punktegitters  wird  es 
sich  daher  handeln ,  wenn  wir  zum  Beweise  der  aufgestellten  all- 
gemeinen Behauptung  gelangen  wollen. 

§  45.  Die  Menge  A(iW)  ist  der  kleinste  Abschnitt,  von  dem 
M  noch  ein  Teil  ist.  Wir  wollen  umgekehrt  M  einen  „Kern"  des 
Abschnittes  A(M')  nennen.  Besitzt  M  ein  letztes  Element  m,  so 
ist  auch  dieses  Kern  von  A(M),  da  jede  Zahl  unter  m  zu  A(iW) 
gehört  und  andererseits  jede  Zahl  vonA(M)  unter  m  liegt,  von  m 
selbst  abgesehen.  Besitzt  M  kein  letztes  Element,  so  sei  ^  sein 
Limes,  also  A(M)  =  Ä(^).  Wir  wollen  dann  M  auch  als  „Kern 
von  tt"  bezeichnen.  Der  Ordnungstypus  eines  Kerns  einer  Limes- 
zahl fi  ist  sicher  selbst  eine  Limeszahl,  da  der  Kern  kein  letztes 
Element  besitzt.  Man  sieht  daraus  leicht,  daß  man  aus  dem  Kern 
M  einer  Limeszahl  (i  irgend  eine  Teilmenge  weglassen  darf,  die 
nicht  einen  Rest  von  M  in  sich  enthält.  Es  gibt  daher  in  dem 
Sinne  keinen  kleinsten  Kern  von  fi,  daß  nicht  noch  ein  Teil  von 
ihm  selbst  Kern  von  fi  wäre.  Dagegen  gibt  es  unter  den  Ord- 
nungstypen der  Kerne  von  ^  einen  kleinsten;  denn  unter  cj  gibt 
es  gewiß  keinen  mehr. 

Man  pflegt  zu  beweisen,  daß  jede  Limeszahl  von  der  Mäch- 
tigkeit «0  einen  Kern  vom  Typus  a  besitzt.  Wir  können  aber 
leicht  allgemein  zeigen,  daß  der  niederste  Typus  eines  Kerns  einer 
Limeszahl  stets  eine  Anfangszahl  ist.  Da  kein  Kern  von  ft  höhere 
Mächtigkeit  als  fi  haben  kann,  —  denn  der  größte  Kern  ^(|tt)  hat 
den  Typus  fi,  —  folgt  daraus  sofort  der  spezielle  Satz  über  die 
abzählbare  Mächtigkeit,  da  für  diese  nur  die  eine  Anfangszahl  o 
überhaupt  in  Betracht  kommt.  Rechnet  man  übrigens  die  Eins 
mit  zu  den  Anfangszahlen,    so   hat  man  auch   den  Fall  mit  einzu- 
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schlirlicn.  dali  u  keine  Limeszahl  ist.  Dann  ist  jt  —  v+i  und  v 
ein  Kern  vun  ju,  der  ans  einer  Zahl  besteht.  Diesen  Trivialfall 
schalten  wir  sogleich  wieder  aus. 

Es  sei  also  M  ein  Kern  einer  Limeszahl  u,  k„  seine  Mächtig- 

9 

keit  und  M  von  höherem  Typus  als  Sla  ■  Wir  zeigen,  daß  es  einen 
Kern  von  niederem  Typus  als  M  gibt.  Daß  M  und  5i„  die  Mäch- 
ti-'-keit  K„  besitzen,  besagt,  daß  die  Zahlen  in  M  den  Zahlen  vor 
.(i,.  umkehrbar  eindeutig  zugeordnet  werden  können.  Es  sei  also 
A  in  M  und  9  (A)  die  zu  A  zugeordnete  Zahl  unterhalb  ß«  ■  Die 
Zuordnung  kann  nicht  ähnlich  sein,  denn  M  ist  von  höherem  Typus 
als  fla  nach  Voraussetzung.  Es  gibt  daher  in  M  gewiß  zwei 
Zahlen  X^~^l^,  für  die  (p  (AJ  >-  g?  (A J  ist,  und  wir  können  die  Exi- 
stenz einer  Teilmenge  M"  von  M  behaupten,  die  folgende  Eigen- 
schaft besitzt: 

a)  Ist  A  in  M",    so    gibt    es   in  M  ein  Element  ?  =^  A,    für  das 

fio)  ^^  T'C^)  ist" 
Die  komplementäre  Teilmenge  M'  besitzt  daher  die  Definition : 

b)  Ist  G  in  M',  so  gibt  es  unter  den  Elementen  p  >-  0  in  M 
kein  Element ,  für  das  9)  (9)  -<  qp  {p)  wäre ;  d.  h.  aus  q^=^  6 
folgt  qp  (p)  ==-  9)  ((?)  und  demnach  aus  9)  (t)  -=  95  ((?)  umgekehrt 
r  -c  ö ,  wenn  nur  (J  in  M*  ist. 

Auch  diese  Menge  M'  existiert  gewiß,  denn  ist  x  in  il/  und 
g3(x)  =  0,  so  gibt  es  überhaupt  kein  Element  q^  für  das  90(9)-=  9?(x) 
sein  kann. 

Nunmehr  zeigen  wir,  daß  die  auf  M'  unmittelbar  folgende 
Zahl  \x'  mit  ft  übereinstimmen  muß.  "Wäre  sie  nämlich  kleiner,  so 
gäbe  es  in  M  Zahlen  9  ^  ft' ,  und  diese  würden  den  Rest  H  (fi')  von 
M  bilden.  Den  Elementen  dieses  Restes  entsprächen  Elemente 
9p (9)  von  Ä{Sla),  und  unter  diesen  gäbe  es  ein  erstes,  (p{X),  d.  h,  für 
jedes  Element  0  in  R{ix')  wäre  90 (9)  >- qp (A). 
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Da  nun  alle  Zahlen  von  M'  vor  itt'  liegen,  wäre  R(^')  ein 
Teil  von  31",  d.  h.  es  gäbe  nach  (a)  zu  A  eine  Zahl  p  >-  A ,  für 
die  (p(Q)^cp{l)  wäre.  Da  ()>--l,  gehört  q  zu  R({i') ,  es  müßte 
dann  aber  nach  der  Definition  von  A  cp{q)  >-  q)(k)  sein,  im  Wider- 
spruch mit  dem  zuletzt  gesagten.  Demnach  kann  }i'  nicht  vor  ^u 
liegen.  Da  .u'  >-  u  von  vornherein  ausgeschlossen  ist,  ist  ^'  =  (i, 
d.  h.  Jf  ein  Kern  von  (i . 

Daß  aber  M'  von  niederem  Typus  als  31  ist,  folgt  aus  (b). 
Denn  da  aus  (p{t)  -<  (p{(3)  auch  r  -<  <?  folgt,  ist  die  Abbildung  von 
31'  auf  die  zugehörige  Teilmenge  von  A(^a)  ähnlich.  Nach  Satz 
XXVII  ist  daher 

31'  ^  Slcc 

und  da   5ia  ^=  J!f  nach  Voraussetzung ,    ist   3f  -<  31,    w.  z.  b.  w. 
Zu  jedem  Kern  von  ^,   der  keine  Anfangszahl  als  Typus    besitzt, 
gibt  es  also  einen  anderen  Kern  von  niederem  Typus,  d.  h. 
XLI.    Unter  allen  Kernen   einer  Limeszahl   haben    die 

von  niederstem  Ordnungs typus  denTypus  einer 

Anfangszahl. 


Vierter  Teil. 


Der  mengentheoretische  Kalkül. 

XV. 

Kalkül  mit  Mächtigkeiten. 

§   46.     Bei  den  Betrachtungen   dieses  Kapitels  wird   von   der 
Wohlordnung    kein  Grebrauch    gemacht,    sie   gelten   also   auch  für 
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ungoordnete  ]\lL'iigen.  Es  handelt  sich  hierbei  um  die  Bildung 
neuer  I\K'ngon  aus  einer  Reihe  von  gegebenen  Mengen.  Die  ge- 
gebenen I\Iengen  bilden  selbst  eine  Menge,  die  zwei,  drei,  endlich 
oder  unendlich  viele  Elemente  besitzen  kann.  Handelt  es  sich  um 
zwei  oder  drei  Elemente,  so  kann  man  jedem  Element  einen  be- 
sonderen Buchstaben,  M,  N,  P,  beilegen.  Wird  über  die  Anzahl 
nichts  weiter  als  die  Endlichkeit  vorausgesetzt,  so  zieht  man  die 
Bezeichnung  durch  einen  Buchstaben  und  Indices  vor:  3i, ,  M ^ , 
.  .  .  3f,.  Diese  Indices  sind  Elemente  einer  abzählbaren  Menge 
@,  gestatten  daher  auch  die  Bezeichnung  einer  abzählbaren  Menge 
von  Biengen  il/, ,  ]\L ,  M„,  ...  in  inf.  —  Allgemein  kann  man  sich 
ebenso  die  Elemente  irgend  einer  Menge  durch  ein  einziges  Zei- 
chen und  angehängte  Indices  dargestellt  denken,  wobei  die  Indices 
Elemente  einer  äquivalenten  Bienge  bilden.  Blan  wird  daher  von 
einer  Bienge  N  von  Biengen  M^,  34,  M„  .  .  .  sprechen,  wobei 
a,  b,  n  Elemente  einer  zu  N  äquivalenten,  sonst  keiner  Bedingung 
unterworfenen  Menge  N'  sind.  Diese  Bezeichnung  ist  von  beson- 
derem Vorteil,  wenn  alle  Mengen  M^ ,  M^ ,  31,,  .  •  .  von  gleicher 
Blächtigkeit  sind.  Es  sei  dann  M  eine  zu  allen  äquivalente  Menge, 
a  ein  Element  von  Jf„ ,  so  entspricht  ihm  ein  ganz  bestimmtes 
Element  m  in  M  und  die  Angabe  von  m  und  n  bestimmt  das 
Element  N  eindeutig,  sodaß  man  es  mit  m„ ,  n^ ,  (iit,  n)  oder  einer 
ähnlichen  Zusammenfassung  bezeichnen  kann. 

Sind  die  Biengen  Jf,,  M,,,  .  .  .  nicht  alle  von  gleicher  Bläch- 
tigkeit, so  ist  doch  der  Fall  möglich,  z.  B.  weim  alle  wohlgeordnet 
sind,  daß  es  eine  Bienge  31  giebt,  welche  von  höherer  Blächtigkeit 
als  aUe  Blengen  M^,  J/j  etc.,  vielleicht  auch  mit  einem  Teil  von 
ihnen  äquivalent  ist.  Es  giebt  dann  zu  jeder  Bienge  Ji„  eine  Ab- 
bildung auf  eine  Teilmenge  r„  von  31,  so  daß  wiederum  jedem 
Element  von  x  ein  Element  ni  von  71/  zugeordnet  ist.     Auch  hier 
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kann  x  einem  Indicespaar  (»?,  n)  eindeutig  umkehrbar  zugeordnet 
werden,  nur  entspricht  nicht  notwendig  jedem  Indicespaar  ein 
Element  x^  vielmehr  gehört  zu  jedem  Index  n  eine  Teilmenge  T„ 
von  Indices  m,  die  mit  n  kombiniert,  Elementen  x  entsprechen. 

§  47.  Wie  man  aus  zwei  Mengen  Jf,  iV  Indiceskombinationen 
(m,  n)  bilden  kann,  so  kann  man  auch  aus  drei,  endlich  vielen, 
unendlich  vielen  Mengen  solche  Reihen  aufstellen.  Während  aber 
die  Auswahl  einer  endlichen  Anzahl  von  Indices  durch  Willkür 
erfolgen  kann,  erfordert  die  Auswahl  unendlich  vieler  Indices  ein 
Gesetz.  Doch  ist  an  sich  jede  unendliche  Auswahl  logisch  mijg- 
lich,  so  daß  auch  diese  Erweiterung  in  Betracht  gezogen  werden 
kann.  Es  ist  dann  eine  Menge  il/„,  J/^,  ...  ilf „  .  .  .  von  Mengen 
gegeben;  aus  jeder  ist  ein  Element  x^^x^^^  ...  x,^  ...  auszuwählen. 
Die  Menge  dieser  Elemente  stellt  eine  Indiceskombination  vor.  Die 
ursprünglichen  Indices  a,  h,  .  .  .  n  bilden  eine  Menge  N  und  jede 
Indexkombination  entsteht  dadurch  aus  iV,  daß  jedes  Element, 
«,&,...??,...  durch  ein  Element  der  zu  ihm  gehörigen  Menge 
Jl/„,  üf,,  .  .  .  J/„  .  .  .  ersetzt  wird. 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  der  Fall ,  wenn  wieder  alle 
]\Iengen  Jf, ,  il/^ ,  .  .  .  il/„  .  .  .  von  gleicher  Mächtigkeit  mit  einer 
Menge  M  sind.  Dann  kann  jedes  Element  x^  von  3/„  durch  ein 
Indicespaar  (???,  li)  ersetzt  werden ,  und  die  Indiceskombination 
a;„ ,  iCj ,  .  .  .  ^„  .  .  .  sieht  so  aus :  (5,  a),  (t,  h)  .  .  .  {»i,  n)  .  .  .  Man 
nennt  sie  eine  Belegung  von  N  mit  31,  denn  es  ist  jedes  Element 
rt,  h,  .  .  .  17,  .  .  .  von  JV  mit  einem  Element  s,  t,  ...  m,  . .  .  von 
M  verbunden,  „belegt",  wobei  die  Elemente  s,  t,  ...  nicht  von 
einander  verschieden  zu  sein  brauchen.  Eine  Belegung  ordnet 
daher  wohl  jedem  Element  von  N  ein  Element  von  M  eindeutig 
zu,   aber  nicht  jedem  Element  von  31  notwendig  eines  von  N  und 
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auch  nicht  notwendig  nur  eines.  Sind  M  und  N  miteinander 
identisch,  so  ist  eine  Belegung  nichts  anderes  als  eine  vollständige 
Funktion  in  M.     (Kap.  VlII). 

§  4S.  Sei  jetzt  3/„,  J/^,  ...  M„,  ...  eine  Menge  von  Mengen, 
so  definieren  wir  als  Vereinigungsmenge  S  =  {M^+ 3I^-\--  3I,^+ -) 
diejenige  Menge,  welche  alle  Elemente  von  M^ ,  M^,  .  .  .  3I„  .  .  . 
und  nur  diese  enthält.  Im  folgenden  werden  stets  die  Mengen 
3/  ,  .  .  .  M„  ohne  gemeinsame  Elemente  angenommen.  Sie  bilden 
daher  ein  komplementäres  System  von  S. 

Es  ist  ohne  weiteres  klar ,  daß  die  Vereinigungsmenge  mit 
irgendwelcher  Ordnung  der  Menge  N  der  Indices  a,  h,  .  .  .  n 
nichts  zu  thun  hat ,  ferner ,  daß  sie  auch  schrittweise  erfolgen 
kann,  indem  man  N  selbst  in  Teilmengen  («,  h,  .  .  .),  {n,  p  .  .  .) 
zerlegt  und  zunächst  (M,  +  31,+ ■  •  •),  {M„+  i)/^  +  •  •  •)  bildet  und 
diese  Mengen  wieder  vereinigt.  Für  eine  endliche  Anzahl  zu 
vereinigender  Mengen,  A,  B,  C,  spricht  sich  das  in  den  beiden 
Gesetzen  {A  +  IJ)  =  {B  -\-  A),  ({A  +  B)  +  C)  =  {A +  {B  +  C))  aus, 
die  man  als  kommutatives  und  associatives  Gesetz  bezeichnet. 

§  49.  Sind  die  Mengen  M^,  31,,  ...  3I„  alle  von  gleicher 
Mächtigkeit  mit  einer  Menge  31,  so  nennt  man  die  Vereinigungs- 
menge auch  die  Verbindungsmenge  von  31  mit  N,  P  =  {31 .  N). 
Jedem  Element  von  P  ist ,  wie  wir  sahen ,  ein  Elementenpaar 
(m,  w)  eindeutig  zugeordnet  und  umgekehrt.  Man  bezeichnet  daher 
wohl  auch  die  ]\Ienge  aller  Elementenpaare  (w,  n)  als  die  Verbin- 
dungsmenge selbst.  Da  man  ein  Elementenpaar  ebensogut  mit 
(w,  v)  wie  mit  (w,  ni)  bezeichnen  kann,  ist  offenbar  {3f.N)  =  {N.  M). 
Logt  man  indessen  Wert  auf  die  Reihenfolge,  so  ist  (31.  N)  nicht 
identisch  mit  (N .  31),  aber  äquivalent,    da  die  Elemente  der  einen 
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denen  der  andern  durch  die  Vertausehung  umkehrbar  eindeutig 
zugeordnet  werden. 

Verbindet  man  (M .  N)  mit  einer  dritten  Menge  P,  so  ent- 
steht die  Menge  a^ler  Elemententripel  {m,  n,  p),  von  denen  m  in 
31,  n  in  N,  ^>  in  P  enthalten  ist.  Daraus  erkennt  man  die  Gül- 
tigkeit des"  associativen  Gesetzes  {(31 .  N) .  P)  =  (M .  {N .  P)), 
welches  die  Verbindung  dreier  Mengen  durch  {31.N.P)  zu  be- 
zeichnen gestattet. 

Ist  S  =  (31 +N)  und  x  ein  Element  von  (S .  P) ,  so  ist 
X  =  (s,  p),  wobei  s  in  S,  p  in  P  ist.  s  ist  aber  nach  der  Definition  von 
S  entweder  in  31  oder  in  iV,  d.  h.  x  ist  entweder  (m,  y>),  d.  h,  in 
(31.  P)  oder  (n,  p),  d.h.  in  (N.l).  Umgekehrt  ist  auch  (m,  p) 
in  (S .  P),  weil  7n  in  S,  ebenso  (n,  x»)  in  (S .  P),  weil  n  in  Ä  Die 
Mengen  (S .  P)  und  ((J/.  P)  +  (i\^.  P))  sind  daher  identisch,  womit 
das  sogenannte  distributive  Gesetz  ausgesprochen  ist :  ((3I+N).P) 
=  ({31 .  P)  +  (N .  P)). 

Vereinigung  und  Verbindung  befolgen  mithin  die  formalen 
Gesetze  der  Addition  und  Multiplikation. 

§  50.  Als  Verbindung  irgend  einer  Menge  von  Mengen  31^, 
'M,^ ,  .  .  .  31^,  .  .  .  hi  konsequenterweise  die  Menge  aller  Indices- 
reihen  x^,  x^,  ...  x„,  ...  zu  bezeichnen,  worin  x^  aus  31^,  x^  aus 
Jffc,  x^  aus  in/,,  entnommen  ist.  Sind  insbesondere  die  Mengen 
iH^,  ilij,,  ...  ili„,  ...  alle  von  gleicher  Mächtigkeit  mit  einer 
Menge  31,  so  ist  ihre  Verbindungsmenge  die  Menge  aller  Bele- 
gungen von  JV  und  31  und  wird  daher  als  die  Belegungsmonge 
von  N  mit  31,  B  =  (11")  bezeichnet.  Speziell  ist  (3P)  die  Ver- 
bindungsmenge von  zwei  äquivalenten  Mengen  M^ ,  31^ ,  (31^)  die 
von  dreien,  (31  ^ .  3J^ .  31^)  u.  s.  f.  Wie  die  Verbindung  als  wieder- 
holte Vereinigung,   erweist  sich  die  Belegung  als  wiederholte  Ver- 
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bindunp:.  Sie  entspricht  daher  dem  Potenzieren.  Für  sie  gilt 
weder  das  assoziative  noch  das  kommutative  Gesetz,  die  ja  schon 
für  endliche  Mengen  ungültig  sind.  Wohl  aber  erhalten  wir  zwei 
distributive  Gesetze ,  die  ihr  Analogon  im  Endlichen  besitzen, 
nämlich 

{{M.Nr)  =  {{Än-i^'i) 
(p'"+*>)  =  ((P").(p^)). 

Der  Beweis  dieser  Gesetze  macht  keine  Schwierigkeiten. 

§  51.  Sind  M  und  M',  N  und  N'  Paare  äquivalenter  Mengen, 
so  sind  auch  {31 +  N)  und  {M' +  N'),  {M .  N)  und  {M'  .N'),  (iW^ 
und  (Ji'')  äquivalente  Paare,  da  die  Zuordnungen,  die  BI  auf  Jlf ', 
N  auf  N'  abbilden,  auch  die  drei  anderen  Paare  einander  um- 
kehrbar eindeutig  in  ihren  Elementen  zuordnen.  Man  kann  daher 
die  drei  Operationen  als  Operationen  mit  Mächtigkeiten  allein 
ansehen  und  nennt  sie  dann  einfach  Addition,  Multiplikation  und 
Potenzierung.  Bei  der  Bezeichnung  dieser  Operationen  benutzt 
man  die  gleichen  Zeichen,  wie  bei  dem  Operieren  mit  den  Mengen 
selbst,  nur  läßt  man  die  Klammern  nach  den  üblichen  elementaren 
Regeln  weg,  soweit  es  angängig  ist.  Sind  m,  n,  p  die  Mächtig- 
keiten von  31,  N,  P,  so  sind  m  +  n,  m .  ii,  m"  die  Mächtigkeiten 
der  Vereinigungs  - ,  Verbindungs-  und  Belegungsmenge  und  es* 
gelten  die  Sätze : 
XLII.  m  +  (n  +  p)  =  (m  +  n)  +  p ,  m  .  (n  .  p)  =  (m  .  n) .  p 
XLIII.  m  +  n  =  n  +  m  m.n  =  n.m 

XLIV.  (m  +  ii)p  =  mp  +  np,      (m.n)p  =  mMi",      p'"^"  =  p"'.p". 

§  52.  Alle  drei  Operationen  haben  wir  schon  kennen  gelernt, 
z.  B.  ist  die  Menge  der  ganzen  Zahlen  die  Vereinigung  der  Menge 
der  geraden  und  der  der  ungeraden  Zahlen.  Alle  drei  haben  die 
Mächtigkeit  k^,  so  daß  wir  finden: 
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»*«  +  «o  =  »<o>  d.  h.  2.K.  =  K 


0  J 


woraus  leicht  n .  k«  =  k^  für  jedes  endliche  n  folgt. 

Sodann  bildeten  wir  beim  Punktgitter  die  Verbindungsmenge 
von  ®  mit  sich  selbst,  d.  h.  alle  Indicespaare  {m,  n).  Da  diese 
Menge  wieder  abzählbar  ist,  folgt: 

«0-»<0     =     «0  5  d.     h.  «0     =     «0» 


und  daraus  sofort 


**o   —   **o 


für  jedes  endliche  n. 

Ferner  bildeten  wir  in  den  Kettenbrüchen  die  Menge  aller 
vollständigen  Funktionen  in  ® ,  deren  Mächtigkeit  hoher  als  K^ 
ist,  nämlich  die  des  Kontinuums.  Diese  Menge  ist  die  Belegungs- 
menge (®®),  d.  h.  es  ist 


Xo^'o   >   x^ 


Da  jede  Zahl  zwischen  0  und  1  auch  durch  einen  unendlichen 
Dezimalbruch  eindeutig  beschrieben  ist ,  ein  solcher  aber  nichts 
anderes  ist ,  als  eine  Belegung  von  ®  mit  den  zehn  ZiiFern ,  ist 
die  Mächtigkeit  des  Kontinuums  auch  gleich  lO**«,  und  da  die 
Wahl  der  Zehn  als  Basis  oflPenbar  der  Willkür  entspringt,,  auch 
gleich  w**»,  worin  n   >  1.     Somit  ist : 

^'^0    =    2'*o    =    3^0    =    ^fo  . 


'0 


§  53.  Die  Mächtigkeit  m'"  ist  ganz  allgemein  die  der  Menge 
aller  vollständigen  Funktionen,  die  zu  einer  Menge  von  der  Mäch- 
tigkeit m  gehören.  Aber  auch  für  die  Mächtigkeit  2*"  können  wir 
eine  einfache  Deutung  geben.  Sei  Meine  Menge  der  Mäch- 
tigkeit m,  so  ist  2^"  die  Mächtigkeit  der  Menge  aller 
Teilmengen  von  M.    Jede  Belegung  von  M  mit  den  Elementen 

Abhandlungen  der  Fries'schen  Schale.    I.  Bd.  o9 
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a.  h  einer  Menge  der  Mächtigkeit  2  teilt  nämlich  M  in  zwei 
komplementäre  Teilmengen  M^ ,  M^ ,  von  denen  die  eine  alle  mit 
a,  die  andere  alle  mit  h    belegten  Elemente  enthält. 

Legt  man  statt  der  Zahl  10  die  Zahl  2  als  Basis  der  Zahlen- 
darstellung zu  Grunde,  so  erhält  man  das  dyadische  an  Stelle 
des  dekadischen  Zahl  Systems,  Das  dyadische  Zahlsystem 
braucht  nur  2  Ziffern,  0  und  1,  und  in  ihm  ist  jede  Zahl  zwischen 
0  und  1  durch  einen  dyadischen  Bruch,  d.  h.  eine  Entwicklung 
nach  fallenden  Potenzen  von  2,  dargestellt.     Z.  B. 

0,101101  =  ^  +  ^  +  y  +  ^^  +  ^  +  ^  =  II 

0,1010101  ...  =  ^+x.  +  ^i_  +  .i_^  +  ...=  1(1  +  1+.^^+^!^  +  ...) 

Jeder  dyadische  Bruch  ist  aber  umkehrbar  eindeutig  einer 
Teilmenge  von  ®  zugeordnet,  nämlich  den  Nummern  derjenigen 
Stellen,  die  mit  einer  1  belegt  sind.  Das  erste  Beispiel  entspricht 
der  Menge  (1,  3,  4,  6),  das  zweite  der  Menge  aller  ungeraden 
Zahlen, 

§  54.  Als  letztes  Beispiel  sei  der  in  §  44  abgebrochene  Be- 
weis herangezogen.  Es  handelte  sich  um  die  Menge  A(M),  die 
entsteht,  wenn  für  jedes  Element  v  von  M  eine  Menge  0(v)  ein- 
gesetzt wird.  Diese  Menge  A(i¥)  ist  also  die  Vereinigungsmenge 
der  Mengen  0{v),  v  ist  der  Index  der  Menge  ^(v),  M  die  Menge 
der  Indices.  Es  war  ferner  angenommen,  daß  (p{v)  die  Mäch- 
tigkeit K.  nicht  übersteige.  Sei  nun  N  eine  Menge  dieser  Mäch- 
tigkeit,  so  läßt  sich  jede  Menge  0(v)  einer  Teilmenge  von  N 
zuordnen,  d.  h.  zu  jedem  Element  ./;  in  ^{v)  gibt  es  in  N  ein 
entsprechendes  p,  so  daß  jedem  Element  von  k[M)  ein  Indicespaar 
(v,  q)  zugeordnet  ist.     k{M)  ist  damit  einer  Teilmenge  von  (M'N) 
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äquivalent,  seine  Mächtigkeit,  um  deren  Bestimmung  es  sich  han- 
delt ,  nicht  höher  als  das  Produkt  der  Mächtigkeiten  von  M 
und  N. 

Die  Bestimmung  des  Produktes  zweier  Alefs  ist  nun  Gegen- 
stand der  nächsten  Kapitel,  die  sich  mit  wohlgeordneten  Mengen 
im  speziellen  beschäftigen.  Wir  werden  in  §  77,  Satz  LXVII 
sehen,  daß  das  Produkt  K-^ß  gleich  K«  ist,  wenn  s,?  nicht  größer 
als  S'„  ist.  In  unserem  speziellen  Fall  ist  M  nicht  von  größerer 
Mächtigkeit  als  N,  daher  M  ■  N  r^  x.,,  somit  ist  A(3i),  d.  h.  auch 
der  Limes  ^  der  Typen  in  M  nicht  von  größerer  Mächtigkeit. 
Von  geringerer  Mächtigkeit  kann  fi  auch  nicht  sein,  da  unter  den 
Typen  in  M  solche  des  S'y  vorkommen  sollen.  Demnach  ist  ft  genau 
von  der  Mächtigkeit  ^y. 

XVI. 
Kalkül  mit  Ordnungszahlen. 

§  55.  Die  Vereinigungsmenge  einer  endlichen  oder  unend- 
lichen Reihe  von  Mengen  M^ ,  M^,  M„  ...  kann  wohlgeordnet 
werden,  wenn  jede  der  Mengen  M^,  M^  .  .  .  und  die  Menge  N  der 
Indices  a  ,1 ,  ...  n  wohlgeordnet  ist.  Letztere  kann  insbesondere 
sofort  wohlgeordnet  werden,  wenn  sie  endlich  ist,  so  daß  für  eine 
endliche  Anzahl  von  Mengen  M^,  M^  ...  M„  nur  angenommen  zu 
werden  braucht,  daß  die  Mengen  selbst  Wohlordnung  besitzen. 

Es  seien  x ,  y  zwei  Elemente  der  Vereinigungsmenge.  Ge- 
hören sie  zu  derselben  Menge  M„,  so  ist  bereits  durch  deren 
Wohlordnung  eine  Ordnung  zwischen  x  und  y  vorgeschrieben  und 
diese  behalten  wir  bei.  Gehören  dagegen  x  und  y  zu  zwei  ver- 
schiedenen Mengen  Jf^,  Jl^„,    so   ist   durch   die  Wohlordnung   der 

Indices    eine   Ordnung   zwischen  p   und  n  vorgeschrieben.    Dieae 

39* 
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übertragen  wir  auf  x  und  y\  Ist  a;  in  Mv ,  y  in  M^  und  p  -=  n, 
so  sei  auch  x  ^=^y. 

Auf  diese  Art  ist  zwischen  zwei  Elementen  x ,  y  der  Vereini- 
gungsmenge, sofern  sie  von  einander  verschieden  sind,  stets  eine 
der  Beziehungen  x  ^<  y ,  y  ^=^  x  eindeutig  festgelegt.  Der  Nach- 
weis der  Postulate  Ic— IIIc  sowie  der  Wohlordnung  (§  33)  kann 
dem  Leser  überlassen  bleiben. 

Die    so   geordnete  Vereinigungsmenge    bezeichnen    wir    unter 

Weglassung     der    Klammern     mit     M^  +  M^-^ M  H .     Wir 

beachten,  daß  das  associative  Gesetz  A-\-{B-\-C)  =  {A-\-B)-\-C 
nach  wie  vor  erfüllt  ist,  daß  dagegen  das  kommutative  seine 
Gültigkeit  verloren  hat,  weil  die  Anordnung  der  Indices  wesent- 
lich für  unsere  Ordnung  der   Vereinigungsmenge  ist. 

Sind  die  Mengen  i/,  und  M„ ,  M^  und  M^,,  ...  iV/  und  M,  ähn- 
lich und  ebenso  die  Indicesmengen  (a,  &,  . .  .  w  .  .  .)  und  (a,  /3,  ... 
V  . . .) ,  so  sind  auch  die  Vereinigungsmengen  ähnlich ;  dies  be- 
rechtigt uns ,  die  Operation  als  eine  Vereinigung  von  Ordnungs- 
typen |Lt„,  ft^,  . . .  ft,.  . . .  aufzufassen.  Diese  Operation  befolgt  also 
das  Gesetz: 

XLV.  ft  +  (v-fp)    =    {iL-\-v)  +  Q    =    ll  +  V  +  Q. 

Dagegen  ist  |Lt  +  v  von  v-\-  ^  im  allgemeinen  verschieden. 
Beachtet  man  aber,  daß  M-\-  N  und  N-\-  M  nur  verschiedene  Ord- 
nungen derselben  Menge  darstellen ,  so  ergibt  sich ,  wenn  auch 
nicht  die  Ähnlichkeit,  so  doch  die  Äquivalenz  von  ij>  +  v  und  v  +  ^: 

XLVI.  ft-f-V    r\j    V-ffl. 

§  56.  Sind  alle  Mengen  M^ ,  M^,  . . .  M„  . . .  ähnlich  (nicht  nur 
äquivalent!)  zu  ein  und  derselben  Menge  M,  so  entspricht  jedem 
Element  x  der  Vereinigungsmenge  ein  Paar  von  Indices  (w,  n), 
von   denen   ni  das   zu  x  zugeordnete  Element  in  M,  u  der  Index 
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der  X  enthaltenden  Menge  il/,.  ist.  Zwischen  zwei  Elementen 
X  =  (w,  >0  y  ^^  (P)  9)  besteht  die  Beziehung  x  ~=c  y  ^  wenn  ent- 
weder   n  ~<  q  ,    oder    n  =  q  ,  m  -^p    ist. 

Hiermit  ist  eine  Wohlordnung  der  Verbindungsmenge 
(il/  •  2^)  ausgesprochen,  die  eine  folgerichtige  Weiterbildung  der- 
jenigen der  Vereinigungsmenge  vorstellt.  Die  so  geordnete  Ver- 
bindungsmenge bezeichnen  wir  mit  M  N,  ihren  Typus  mit  ^  ■  v,  wenn 
,u,  V  die  Typen  von  M,  N  sind.  Sie  besteht  aus  allen  Elementen- 
paaren {m,  n),  m  in  31,  n  in  N,  und  bei  der  Ordnung  {m,  n)  -<  {p,  q) 
gibt  zuerst  die  Ordnung  zwischen  )i  und  q,  und  erst,  wenn  n  =  q, 
die  zwischen  n/  und  2^  den  Ausschlag.  Es  befremdet  im  ersten 
Augenblick,  daß  trotzdem  in  dem  Symbol  31 -N  die  Menge  iV,  die 
das  erste  Kriterium  abgibt,  an  zweiter  Stelle  steht.  Dies  ist  aber 
durch  gewisse  Analogieen  mit  der  Operation  ft  +  v  als  das  zweck- 
mäßigere geboten.     (Vgl.  §  60). 

§  57.  Bilden  wir  aus  drei  Mengen  31,  N,  P  die  Verbindungs- 
menge {M.N).P,  so  ist  ihre  Ordnung  folgendermaßen  definiert: 
Sei  X  =  (s,  p),  y  =  (.§',  //),  s,  s'  in  (M .  N),  p,  p'  in  P,  so  ist  x-<y 
erstens,  wennp-=cp',  zweitens,  wenn^^  =  //,  s-==s'.  Nun  ist  aber 
weiter  s  =  (>;?,  n),  s'  =  (>«',  n')  und  s  -=  s'  erstens,  wenn  n  -<  n', 
zweitens,  wenn  u  =  n',  m  -<  m'.  Daraus  ergibt  sich  durch  Zu- 
sammenfassen :  Es  ist  X  definiert  durch  das  Tripel  {m,  n,  p),  y  durch 
{m',n',p')  und  es  ist  x^=cy:  erstens,  wenn  p-=^p']  zweitens,  wenn 
p  =  2/  w-<w';  drittens,  wenn  p  =  //,  n  =  n',  rn^^m'. 

Hieraus  ergibt  sich  mühelos  das  associative  Gresetz : 

{M.N).P  =  M.{N.P)  =  M.N.P  . 

und  das  entsprechende  für  Ordnungstypen 

XL  VII.  (fl.v).Q  =  ^ .  (v  .  q)  =  (l  .V  .  Q. 
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Die  i^rcnge  M.X  ist  dagegen  anders  geurdnet,  als  N.M,  so 
daß  das  komniutative  Gesetz  seine  Gültigkeit  einbüßt.  Da  aber 
die  Menge  M.N  und  iV'.M  nur  durch  die  Ordnung  unterschieden 
sind,  während  sie  in  den  Elementen  übereinstimmen,  sind  sie  immer- 
hin ä(iuivalent,  d.  h.  es  ist : 
XLVIII.  ^.v  n^  V .fl 

^  58.  Zwischen  der  Addition  und  der  Multiplikation  der  Ord- 
nungszahlen besteht  ein  distributives  Gesetz,  nämlich 

XLIX.  q{iI-\-v)    =    Q^  +  QV 

dagegen  das  zweite  nur  in  der  Form 

L.  {^  +  v)  Q  rsj  (i  Q  -{-  V  Q. 

Seien  nämlich  x,  y  zwei  Elemente  von  p  (ft  +  v),  so  sind  sie 
auch  Elemente  von  pju  +  pv,  da  beide  Mengen  nach  §  49  aus  den- 
selben Elementen  bestehen.  Wir  haben  daher  nur  die  Ordnung 
nachzuprüfen.  Nun  ist  x  =  {r,  ,s),  ij  =  (>•',  .s'),  r,  /•'  in  q,  s,  h' 
in  |tt  -f  V.  Ist  zunächst  .s  =  i',  so  sind  beide  zugleich  in  q  oder 
in  r,  also  a;  y  beide  zugleich  in  p  jit  oder  in  q  v.  Ihre  Ordnung 
ist  die  von  r,  r',  also  die  gleiche  in  q{^-\-v)  wie  in  Qii,-\-Qv.  Ist 
dagegen  s  von  .s'  verschieden,  so  sind  3  Fälle  möglich,  jenachdem 
beide  in  /ti,  in  v,  oder  eines  in  ft,  eines  in  v  enthalten  sind.  In  allen 
dreien  übersieht  man  wiederum  leicht  die  Übereinstimmung  der 
Ordnung  in  q (,a  +  v)  und  q^+  qv.  Gerade  der  letzte  Fall,  s  in  ^, 
.s'  in  V  zeigt  aber  auch,  daß  die  Ordnungen  in  {^-\-v)q  und  ^iq  +  vq 
nicht  übereinstimmen.  Es  ist  dann  nämlich  x  =  (>,  r)  in  |U(), 
y  =  (.s',  r')  in  VQ,  also  in  /ip  +  vp  :  a; -<  ?/.  In  {il-{-v)q  dagegen 
richtet  sich  die  Ordnung  nach  der  von  r,  >',  kann  daher  die  um- 
gekehrte sein. 

§  59.  Einige  einfache  Beispiele  mögen  das  vorstehende  er- 
läutern.    Setzt  man  einer  Menge  vom  Typus  w  ein   Element   vor, 
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so  ändert  sich  der  Typus  nicht.    Es  ist  1  +  »  =  «•     Dagegen  ist 
üj  +  1  ein  von  a  verschiedener,  nämlich  der  nächst  höhere  Typus. 

Es  ist  also 

ö  +  1  >-  1  +  M- 

Ersetzt  man  weiter  jedes  Element  der  Menge  1,  2,  3,  . ..  «,  ... 

vom   Typus  ca  durch  /.•  Elemente   a„,  6„,  c„,  ...  /.•„,    so    entsteht   die 

Menge  vom  T^^pus  Ä- .  co : 

die   wieder  vom  Typus  o  ist.     Dagegen   hat  die  Menge  co  .h  den 

Typus 

rtj ,  ö.,  . . .  rt„ ,..  .,h^,\,...h,,,  .......  'k^ili^j  .  ..l\,  ...  1 

ist  also  von  höherem  Typus  als  co,  da  der  zu  h^  gehörige  Abschnitt 

schon  von  Typus  a  ist.     Es  ist  daher : 

Tx.co  =^  03,  03  .];::=- Ic.o.  {Jc  endlich) 

Zugleich  sieht  man,  daß  a.  /i  aus  /.:  hintereinandergesetzten  Mengen 

vom    Typus  a  besteht.     Es    ist   in    der    Tat   allgemein   nach    dem 

distributiven  Gesetz  XLIX: 

a  +  a  =  a(l  +  l)  =  a.2,  a.2  +  a  =  a.3  etc. 

Daraus  folgt  für  a  =  o  +  1 : 
(co+l).2  =  ((ö  +  l)  +  ((a+l)  =  fo  +  (l  +  o))  +  l  =  oj  +  ö  +  l  =  03.2  +  1, 
d.  h.  es  ist 

(03  +  l).2-<03.2  +  2 

Hiermit  ist  für  jedes  der  nicht  gültigen  Gesetze  ein  besonderes 
Beispiel  aufgewiesen. 

xvn. 

Ungleichungen  und  Umkehrungen. 

§  60.  Aus  der  Definition  von  M -^  N  und  fi  +  v  geht  ohne 
weiteres  hervor,  daß  M  ein  Abschnitt  von  M  +  N ist,  also  ist  stets: 
LI  a.  fi  +  V  >-  ft 
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Ist  nnigckehrt  M -=^  S,  so  heißt  dies,  daß  S  einen  zu  M  ähn- 
lichen Abschnitt  M'  besitzt.  Die  zu  vi/'  komplementäre  Menge  sei 
N,  so  ist  S^  =  M'  +N.  Nennen  wir  (u,  ^  und  v  die  Typen  von 
M,  S  und  iV,  so  folgt  aus  fi  ^=:  6  die  Existenz  eines  (von  Null  ver- 
schiedenen) Typus  V,  für  den  (i  +  v  =  6  wird.  Dieser  Typus  ist, 
wie  man  sieht,  eindeutig  bestimmt. 

Während  der  Ordnungstypus  eines  Abschnittes  A{))>)  das 
Element  in  eindeutig  bestimmt  und  zu  jedem  Typus  in'  ^=  |tt  auch 
ein  Abschnitt  gehört,  bestimmt  der  Typus  eines  Restes  Ii{m)  das 
Element  nicht  eindeutig  und  es  gehört  nicht  zu  jedem  Typus 
unter  ^  ein  Rest.  Z,  B.  haben  alle  Reste  des  Typus  «  wieder  den 
Typus  üj.  Mit  Sicherheit  läßt  sich  also  nur  sagen,  daß  der  Typus 
eines  Restes  nicht  höher  sein  kann,  als  der  der  Menge,  d.  h. 

LI  b.  ^  +  i*  =  V. 

Ist  cc^^ß,  so  ist  «  ein  Abschnitt  von  ß,  ß  =  cc  +  y.  Daraus 
folgt  weiter  ,u  +  /3  =  ,u  +  (a  +  y)  =  {(i  +  a)  +  y,  also  ist  ^  +  cc  ein 
Abschnitt  von  fi  +  ß-  Ebenso  folgt  /3  +  fi  =  a  +  y  +  ft,  daher  ist 
«  +  m  eine  Teilmenge  von  ß  +  fi,  daher  sicher  nicht  höher  als  ß  +  i^- 
Llc.     Aus  a-</3  folgt  ^  +  a -^=:  fi  -\-  ß  und  u  +  ^^ß  +  fi. 

Ferner  folgt  aus  ß  =  « -\- y  auch  fiß  =  (i{a  +  y)  =  ^la  +  ^y, 
also  ,ua-=|Li/3.  Zugleich  wird  ß^  =  (a  +  y)^.  Das  distributive 
Gesetz  läßt  sich  hier  nicht  anwenden.  Sind  aber  A,  C,  M  Mengen 
von  den  Typen  «,  7,  jtt,  so  stimmt  A.M  in  seinen  Elementen  und 
ihrer  Anordnung  mit  einer  Teilmenge  von  {A-\-C).  M  überein, 
ist  daher  nach  Satz  XXVII  (§  38)  gewiß  nicht  von  höherem  Typus 
als  {A  +  C).  M.     D.  h. 

Lid.  Aus  a-<^  folgt  |i*a-=fi/3  und  afi^/S;«.. 

Die  Sätze  LI  c  und  d  enthalten  diejenige  Analogie ,  welche 
in  §  56  der  Bezeichnung  M .y  vor  N . M  den  Vorzug  gab.    In  beiden 
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Sätzen   ist  es  die  durch  das  Vorsetzen  angedeutete  Operation, 
die  aus  der  Ungleichung  wieder  eine  Ungleichung  macht. 

Durch  logische  Umkehrung  schließt  man  aus  LIc  und  d: 
LI  e.     Aus     ff  +  ß  -=:  /u  +  /3,     «  +  lu  -<  /3  +  ft,     ju  a  -<  ^  /3,     a(i^^  ß^ 
folgt    stets:     a-^ß.     Aus    yL -\-  a  =^  ^i,  +  ß,    ^a  =  ^ß 
folgt  stets  a  =  ß. 

§  61.    Die  vorangehenden  Betrachtungen  enthalten  bereits  den 
für  die  Umkehrung  der  Addition  wichtigen  Satz: 
LII.     Ist    cc-=^ß,    so    gibt    es    eine    und   nur    eine  Zahl  ^, 
die  der  Gleichung  a  +  |  =  ß  genügt. 
Wir   müssen   weiterhin   auch    die   Multiplikation    umzukehren 
versuchen  und  werden  dabei  folgendes  Resultat  finden: 
LIII.     Ista^=cß,   so   gibt   es   eine   und    nur    eine  Zahl  | 
die     den     Bedingungen     ß^a^    und    /3-==:a(|  +  l) 
genügt.     Sie   bestimmt   daher   eindeutig   eine 
Zahl  p -<  a,  die  mit  ihr  zusammen  der  Gleichung 
ß  =  «1  +  p  genügt. 
Zum  Beweise  dieses  Satzes  beachten  wir,  daß  jeder  Abschnitt 
des  T;y^us  ^ .  v  die  Form  ^v'  +  ^1'  hat,  worin  v'  und  u'  Abschnitte 
von  V  und  fi  sind.     Sind  nämlich  31,  X  zwei  Mengen  von  den  Ord- 
nungstypen fi   und  V  und  x  =  {n/,  n)    ein    Element   von  31.  N,    so 
besteht   der  Abschnitt  J.(./)  aus  allen  Elementen   {m',n')   für    die 
n'  -=  n,  m'  beliebig    ist,    und  aus    allen  Elementen  {7u',  n),    für    die 
m'  ~on  ist.     Die  ersten  bilden  eine  Menge  vom  Typus  ^iv',  worin 
v'  der  Typus  von  A{n)  in  N,  die  zweiten  eine  Menge  vom  Typus 
,a'  von  A  (m)  in  M,  und  da  die  ersten  wegen  n'  -<  n  vor  die  zweiten 
geordnet  sind,  folgt  unsere  Behauptung. 

Nun    besteht    (nach    LI  d),    wenn    1  -<  a    angenommen    wird, 
(a  =  1  gibt  den  Trivialfall  ß  =  1 .  /3  +  0)  die  Ungleichung  ß^aß. 
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Ist  ß  =  aß,  üo  ist  unser  Satz  erwiesen,  ^  =  ß,  ^  =  0.  Ist 
/j  -<  a/5,  so  ist  es  ein  Abschnitt  von  aß,  also  von  der  Form  a^-\-  q, 
l^ß,  Q^a. 

§  62.  Aus  der  Darstellung  der  Abschnitte  von  fi  v  folgern  wir 
noch  einen  einfachen  Satz  über  die  Reste  von  ^v,  der  analog  zu 
beweisen  ist: 

LIV.  Jeder  E-est  von  ^iv  hat  die  Form  (j  +  ftr,  worin  <? 
Rest  von  ^  und  1  +  t  Rest  von  v  ist. 
Ist  nämlich  ^iv'  +  ^'  der  zu  dem  gegebenen  Rest  g  komple- 
mentäre Abschnitt,  so  ist  ft  =  in' +  (J,  (?  der  zu  ^'  komplementäre 
Rest,  V  =  v'  +  (1  +  t),  i  -\-x  der  zu  v'  komplementäre  Rest.  (Da 
ein  Rest  mindestens  ein  Element  enthält,  nämlich  dasjenige,  zu 
dorn  er  gehört,  so  ist  der  kleinste  mögliche  Rest  sicher  vom  Typus  1, 
so  daß  sicher  jeder  Resttypus  auf  die  Form  1  +  r  gebracht  werden 
kann,  im  allgemeinen  wird  t  auch  ein  Resttypus  sein,  er  kann 
aber  auch  0  sein  nnd  ist  dann  gewiß  kein  Rest.)  Um  nun  zu  zeigen, 
daß  Q  die  Form  (?  +  fi  t  hat,  bilden  wir  die  Vereinigung  von  q  mit 
seinem  Abschnitt  und  sehen,  daß  dieselbe  ft  v  ergibt.    In  der  Tat  ist 

(^  v' +  |[t')  +  (<?  +  lit  t)  =  ^i;'  +  (|ii'  +  (3)  +  ^r  =  iLv'  +  ii  +  ^t 

=  ^  (v' +  1  +  t)   =  fl  V. 

Damit  ist  LIV  bewiesen.  Wir  ziehen  daraus  einen  einfachen 
Schluß,  Wenn  eine  Menge  ein  letztes  Element  besitzt,  so  ist  dieses 
ein  Rest  vom  Typus  1.  Wenn  nun  ^v  ein  letztes  Element  hat, 
so  muß  es  möglich  sein,  6  und  r  so  zu  bestimmen,  daß  1  =  (?  +  fi  r 
wird.  Wäre  <f=-l,  so  wäre  a  fortiori  (j  +  fiT=^l.  Daher  kann 
nur  G  =  \  sein,  denn  da  es  Rest  von  ii  ist,  kann  6  nicht  den 
fiktiven  Abschnittstypus  0  haben.  Aus  1  =  l+ftr  folgt  aber 
weiter  U  =  jit,  also  t  =  0,  demnach  1  +  r  =  1.     Es  haben  also 
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(i  und  V  je  einen  Rest  vom  T;>'pus  1,  d.h.:  Besitzt  [iv  ein  letztes 
Element,  so  auch  fi  und  v  einzeln.  — 

§  63.  Sei  ß  eine  beliebige  unendliche  Ordnungszahl,  so  läßt 
sie  sich  nach  LIIl  auf  die  Form  w  .  |  +  p  bringen,  worin  p  ^: «, 
d.  h.  endlich  ist.  Ist  q  nicht  null,  so  besitzt  daher  ß  ein  letztes 
Element.  Besitzt  umgekehrt  ß  kein  letztes  Element,  so  ist  /3  =:  ca.|, 
d.  h.  eine  Limeszahl. 

LV.  Ein  Limes  typus  ändert  sich  nicht,  wenn  jedes 
seiner  Elemente  durch  eine  endliche  Anzahl 
von  Elementen  ersetzt  wird. 

Der  Satz  ist  bereits  im  Kapitel  VI,  §  17  für  den  Typus  o 
bewiesen  worden,  nur  daß  die  Fassung  des  Satzes  XV  die  Ordnung 
nicht  betont,  da  es  sich  dort  lediglich  um  die  Mächtigkeit  handelt. 
Der  Beweis  des  Satzes  bringt  aber  bereits  die  Unveränderlichkeit 
des  Ordnungstypus  klar  zum  Ausdruck.  Auch  überzeugt  man  sich, 
ohne  zurückzugreifen,  leicht,  daß  jeder  Abschnitt  desjenigen  Typus, 
der  aus  a  durch  das  Einsetzen  endlicher  Mengen  entsteht,  wieder 
endlich,  der  Typus  selbst  also  wieder  ca  ist. 

Wie  nun  die  Gleichung  ß  =  coi.  zeigt,  ist  ß  die  Vereinigungs- 
menge einer  Menge  <a^,  cs.^,  ...  co^,  ...  von  Typen  ca,  deren  Indices 
den  Typus  |  bilden.  Da  keine  einzige  dieser  Mengen  ihren  Typus 
ändert,  wird  auch  der  Typus  von  ß  durch  das  Einsetzen  endlicher 
Mengen  für  jedes  Element  nicht  geändert,    was    zu  beweisen  war. 

Eine  noch  einfachere  Betrachtung  zeigt,  daß  durch  das  Vor- 
setzen einer  endlichen  Anzahl  n  von  Elementen  kein  Typus,  der 
unendlich  ist,  geändert  wird.  Es  gilt  offenbar  zunächst  von  w, 
denn  die  Abschnitte  von  n-{-  a  sind  alle  endlich,  was  bereits  im 
vorigen  Kapitel  für  1  +  w  =  ca  gezeigt  war.  Ist  nun  /3  >-  oj,  so 
ist  ß  =  a  +  Q,  also  n  +  ß  =^  u  -{-  {ca  +  q)  =  {ti  -\-  (o)  +  q  =  co  -\-  q  =  ß. 
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Hieraus  läßt  sich  f'olgorn,  daß  auch  v  +  ß  r^j  ß  ist,  ein  Satz, 
rlcr  bereits  für  alle  transfiniten  Mengen  in  Kap.  VII  bewiesen  ist 
(Satz  XVIII).  Überhaupt  lassen  sich  an  dieser  Stelle  bereits  eine 
ganze  Anzahl  von  Resultaten  über  Mächtigkeiten  ableiten.  Wir 
hatten  in  ij  19  gesehen,  daß  das  Punktgitter  die  Mächtig- 
keit K„  besitzt.  Die  Typen  a  co  und  a  sind  also  von  gleicher 
Mächtigkeit.  Ist  nun  ß  =  g)-^  +  q,  so  ist  nach  XLVI  ßrsj  q  +  a  ■  ^, 
und  da  q  endlich  ist :  ßr^  (o  ■  ^.  Nun  ist  weiter  ^  =  co  •  /;  +  ff  und 
analog  i,r\j  co  ■  r}.  Setzt  man  andererseits  |  in  /3  -^  «  •  |  ein,  so 
wird  :  ß  rsj  CO  co  ■  rj  rsj  (^a  co)  ■  rj  r^  a  rj  r\j  ^.  D.  h. :  Ist  ß  =  co  ■^  +  q, 
so  ist  auch  ß  r^  ^.  Das  gleiche  folgt  auch  aus  einem  Ansatz 
ß  =  I  •  03 ,  denn  es  wird  ^  ■  co  r\j  oj  ■  h,rsj  ^  nach  Satz  XL VIII. 
Diese  Betrachtungen  führen  aber  nicht  zu  einem  allgemeinen  Satz 
über  das  Produkt  zweier  Alefs. 

xvin. 

Die  Hauptzahlen. 

§  64.  Als  Hauptzahl  oder  Haupttypus  definieren 
wir  eine  Zahl,  die  allen  ihren  Resten  gleich  ist. 

Es  gibt  eine  und  nur  eine  endliche  Hauptzahl,  nämlich  1. 
Sie  besitzt  nur  ein  Element,  also  nur  einen  Rest,  und  der  besteht 
aus  diesem  einen  Element.  Unter  den  unendlichen  Typen  ist  sicher 
03  ein  Haupttj^pus. 

Ist  h  eine  Hauptzahl,  a~=:h,  so  ist  a  ein  Abschnitt  von  h, 
daher  nach  der  Definition 

h  =  u-\-h. 
Diese    Gleichung   kann    umgekehrt    als   Definition    der   Hauptzahl 
gelten.     Denn  sie  sagt  aus,  daß  a  ein  Abschnitt  von  h,  also  sicher 
a  -<  /i  ist,  und  daß  der  zugehörige  Rest  wieder  den  Typus  h  hat. 
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Zugleich  aber  sehen  wir  aus  ihr,  daß  ein  Haupttypus  sich 
nicht  ändert,  wenn  man  einen  niederen  Tj^pus  voran- 
setzt.    Z.  B.  ist  für  endliche  7i  stets  u -\- a  =  a. 

Ist  weiterhin  a-c//,  so  ist  nach  LH I  h  =  aJc  +  Q,  (>-=:«,  also 
Q^h;  dies  ist  nur  möglich  für  q  =  0,  sonst  wäre  q  ein  Rest 
von  h,  also  gleich  Ji  und  nicht  niederer.     Daraus  folgt: 

Ein  Haupttypus  ist  Multiplum  jedes  niederen 
Typus, 

h  =  al\ 

h  ist  wieder  ein  Haupttypus.  Denn  wäre  h  =  ß  +  Jc', 
Ji'  -=  l-,  so  folgte  durch  Multiplikation  mit  a :  A  =  a^•  =  a/3  +  ak' 
und  ak'  -<  ak,  i.  e.  a^'  -<  h,  gegen  die  Definition  von  h. 

Zugleich  gilt  die  Umkehrung:  Ist  k  ein  unendlicher 
Haupttypus,  so  auch  ak.  Nach  LIV  hat  nämlich  jeder  Rest 
von  ak  die  Form  6  +  ar,  worin  1  +  t  Rest  von  Ji,  also  I  +  r  =  k, 
und  da  k  unendlich,  r  =  k.  Nun  ist  6  +  ak  als  Rest  von  ak  sicher 
nicht  höher,  nach  LIb  aber  auch  sicher  nicht  niederer,  demnach 
gleich  ak,  d.  h.  ak  ist  ein  Haupttypus. 

Daß  für  den  endlichen  Haupttypus  1  der  Satz  nicht  gilt,  ist 
klar,  da  a  •  1  =  a. 

§  65.  Ist  a  eine  beliebige  Zahl,  so  ist  aco  ein  Haupttypus 
und  aca  >-  o;  nach  LI  d,  es  gibt  also  über  a  Haupttypen.  Unter 
diesen  ist  einer  der  niederste,  nämlich  aa  selbst:  Sind  k  und  Ji 
Haupttypen  über  a  und  k~<Ji,  so  ist  zunächst  nach  dem  vorigen 
Paragraphen  k  =  aJö',  li  =  uli',  und  aus  ak'  -=:  aJi'  folgt  nach  LI  e : 
Ji'  ^=  /?'.  Da  weiter  k'  und  Ji'  Haupttypen  sind  und  gj  der  niederste 
unendliche,  ist  aa^Ji,  wenn  Ji  ein  Haupttypus  über  a  ist,  d.  h. 
aa  ist  der  auf  a  unmittelbar  folgende  Haupttypus. 

Es  gibt  aber  auch  unter  allen  Haupttypen   unterhalb  a  einen 
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höchsten,  falls  a  nicht  selbst  ein  Haupttypus  ist.     Dies  beweisen 
wir  auf  Grund  folgenden  Satzes: 

LVr.  Der  Limes  einer  Menge  von  Hauptzahlen  ist  selbst 
eine  Hauptzahl. 
Nehmen  wir  ihn  zunächst  als  bewiesen  an,  so  sei  a  ein  Typus, 
unterhalb  dessen  ein  höchster  Haupttypus  nicht  existiert.  Dann 
sei  /.■  der  Limes  aller  Haupttypen  li  -=  a,  und  es  ist  k^a  nach 
dem  LimesbegrilF.  Da  nach  LVI  Je  selbst  ein  Haupttypus  ist,  ist 
Ä;  -=:  a  ausgeschlossen,  weil  ja  dann  /.;  selbst  zu  den  Typen  gehörte, 
deren  Limes  er  sein  soll.  Es  ist  also  a  ^=  /.-,  d.  h.  a  ein  Haupt- 
typus. Und  ist  a  kein  Haupttypus,  so  muß  es  demnach  unter  den 
Haupttypen  //  -<  a  einen  höchsten  geben ;  diesen  nennen  wir  den 
höchsten  in  a  enthaltenen  Haupttjrpus  oder  schlechtweg  den 
„höchsten  Haupttypus  von  «".  Diese  Begriffsbestimmung 
dehnen  wir  auf  den  Fall  aus,  daß  a  ein  Haupttypus  ist;  wir  nennen 
dann  a  selbst  seinen  höchsten  Haupttypus.  Das  Resultat  fassen 
wir  in  folgendem  Satz  zusammen: 

LVII.    Zu   jeder  Zahl   a   gibt    es    eine   Hauptzahl  //,    die 
folgenden  Bedingungen  genügt: 

Nun  bleibt  noch  der  Beweis  zu  LVI  nachzutragen.  Wäre  der 
Limes  H  einer  Menge  M  von  Haupttypen  h  kein  Haupttypus,  so 
besäße  7/  einen  Rest  von  niederem  Typus,  d.  h.  es  wäre  H  = 
a  +  ß,  /3  -c  //.  Da  eo  ipso  a  -<  H,  gäbe  es  in  31  einen  Typus  h, 
für  den  a-=A,  ß^=^h,  daher  a  +  /3 -=;«  +  //  wäre.  Da//  ein  Haupt- 
typus, wäre  «  +  //  =  h,  also  H-=^1i  gegen  die  Definition  von  H.  H 
ist  also  ein  Haupttypus. 
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§  66.  Da  nach  §  63  (Schluß)  li  ~  hos  und  a  n^  ato,  folgt  so- 
gleich a  r\j  h  aus  Jico  =  aoj,  d.  h. 

LVIIL    Eine  transfinite  Zahl  hat  die  Mächtigkeit  ihres 
größten  Haupttypus. 

und  daraus : 
LIX.     Jede  Anfangszah]  ist  eine  Hauptzahl. 

Denn  sonst  ginge  ihr  ein  Haupttypus  gleicher  Mächtigkeit 
voran,  sie  wäre  also  keine  Anfangszahl.  Es  gibt  also  zu  jeder 
Mächtigkeit  Hauptzahlen. 

§  67.  Ganz  analog  wie  die  Alefs  kann  man  nun  auch  alle 
Haupttypen  durch  einen  Buchstaben,  etwa  h,  mit  einer  Ordnungs- 
zahl a  als  Index  bezeichnen,  wobei  k  der  Tj^pus  der  Menge  aller 
vor  h^  gelegenen  Hauptzahlen  ist.  Danach  ist  zunächst  1  =  /<^, 
CO  =  Äj ,  o  •  CO  :=  Äj ,  allgemein 
(1)  7/^  +  1  =  Ji^o  =  hf^\ 

und  ferner  (2)  Ita-^^'ß  wenn  a~<ß  und  umgekehrt. 

Für  diese  Indices  gilt  nun  der  Satz: 
(3)  Ji^-hß  =  Ji^^ß. 

Es  sei  nämlich  a  beliebig,  /3  =  1,  so  gilt  (3)  nach  (1).  Sei 
weiterhin  |  die  erste  Zahl,  für  die  //« •  ^|  von  /'k+i  verschieden 
ist,  so  ist  entweder  licc^^^~^^'a+^  oder  /'a7'|>- /'o:+|- 

Nun  ist  Jt^  /?!  sicher  ein  Haupttypus  und  höher  als  //„ ,  also 
Ji^Ji^  =  ^'u+n-  Idi  ersten  Fall,  /'« /'§  ^<:^„+t,  folgt  danach 
^'a+ri~^^a+^j  woraus  nach  (2)  und  (LId,e)  rj-^^^,  \-<^^^i 
^'a^'?j  ~=^^^a^'|)  endlich  ^ia\^^^^a+ri  ^°^S^'  S^S^^  die  Annahme,  daß 
für  alle  Zahlen  unter  |  (3)  gültig  sein  soll. 

Andererseits  ist  /i^+i  sicher  höher  als  Ä„,  also  ^a+^  "=  ^^u'^^j 
woraus    im  zweiton  Fall    successive    folgt:    h^ht:^hf^h^,  /«I>-Äj, 
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§  =-  g,    a  4-  ^  >-  a  +  ^,    fia+^  =  K  ^'f  ^  K+t'    wiederum   gegen  die 
Definition  von  ^. 

Demnach  ist  (3)  allgemein  gültig,  d.  h.  die  Indices  besitzen 
die  charakteristische  Eigenschaft  der  Exponenten.  Da  nun 
li^  =  CO,  h,^  =  03  ■  a  =  co' .  h^  =  co''  ■  CO  =  cj"  u.  s.  f.,  so  bezeichnen 
wir  allgemein  den  Haupttypus  vom  Index  a  mit  a"  und  haben 
damit  alle  Potenzen  des  Typus  a  definiert. 

§  68.  Diese  Definition  ist  nicht  nur  formal,  sondern  auch 
sachlich  vollkommen  verschieden  von  der  der  Mächtigkeitspotenz. 
Dies  möge  an  einem  einfachen  Beispiel  gezeigt  werden.  Die  Typen 
0,(0%«%...  sind  nichts  anderes  als  Vereinigungsmengen  von  ® 
mit  sich  selbst,  ®,  @%  ®%  u.  s.  f.  Speziell  ist  jedes  Element  von 
o^  ein  Indexpaar  (»/,  w);  a^  ist  die  Menge  aller  Indicestripel 
{t)i,n,p),  worin  m,n,p  ganze  Zahlen  und  die  Ordnung  der  Elemente 
die  bereits  früher  definierte  ist. 

Betrachten  wir  nun  den  Limes  aller  Typen  cj"  für  endliches 
if.  Es  ist,  da  alle  Haupttypen  sind,  cj^  =  a  +  a)%  es*  =  o  +  co''  +  w', 
w"  ^  w  +  CO*  +  •  •  •  w"  u.  s.  f.,  daher  der  Limes  gleich  co  +  o'  +  co^  •  •  • 
in  inf.  Dieser  Typus  ist  nach  der  Definition  des  Exponenten  mit 
oj*"  zu  bezeichnen.  Jedes  seiner  Elemente  ist  in  einem  Typus  ca" 
mit  endlichem  n  enthalten,  daher  durch  eine  endliche  Anzahl  ganzer 
Zahlen  darstellbar,  da  ihm  n  Indices  in  to"  entsprechen.  Nach 
dem  Satz  der  endlichen  Bezeichnung^  ist  somit  co*^  ein 
abzählbarer  Typus,  während  Ky**»  als  die  Mächtigkeit 
des  Kontinuums  erkannt  war. 

Es    ist    leicht,    die   Menge  ®    direkt    nach   dem  Typus  o)"  zu 


'  Jedes  Element   ist   durch   die  10  Ziffern   und    ein   Trennungszeichen  zur 
Unterscheidung  der  n  Indices,  etwa  ein  Komma,  darstellbar. 
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ordnen.  Jede  ganze  Zahl  läßt  sich  nämlich  eindeutig  in  eine  end- 
liche Anzahl  n  von  Primfaktoren  zerlegen.  Die  Eeihe  der  Prim- 
zahlen hat  selbst  den  Typus  «,  weil  sie  einerseits  Teilmenge  von 
®,  andererseits  unendlich  ist,  was  schon  Euklid  bewies. 

Sind  nun  p,  q  zwei  ganze  Zahlen,  so  denken  wir  beide  in  ihre 
Primfaktoren  gespalten  und  diese  der  Größe  nach  geordnet.  Ist  die 
Zahl  der  Faktoren  in  q  größer,  als  in  p,  so  ordnen  wir  p  vor  q. 
Ist  sie  gleich,  so  suchen  wir  mp  den  ersten  Primfaktor,  der 
von  dem  entsprechenden  in  q  verschieden  ist  und  ordnen  die  Zahlen 
nach  der  Größe  dieser  Primfaktoren.  Hiernach  entsteht  folgender 
Ordnungstypus  : 

1,  2,  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41,   43, . . .  |  4,  6, 
10,  14,  22,  26,  34,  38, ...  |  9,  15,  21,  33,  39,  51, ...  |  25,  35,  55,  65, 

85,  95,...|49,  77,  91, . . .  |  121,  143,  187, . . .  | |... 

|8,  12,  20,  28,...  I  18,  30,   42,   66,...  |  50,  70,    110,...  |  ... 
|...|27,  45,...|75,  105,  165, . . .  |  ...  |  . , . 

u.  s.  w. 
Voran  steht  die  Reihe  der  Primzahlen;  ihr  folgt  die  Reihe  der 
Zahlen  von  der  Form  2p,  p  eine  Primzahl  ^  2,  dieser  3^;,  p  ^  3, 
5jp,  p^5  u.  s.  f.  Sodann  folgt  die  Reihe  2-2p,pm2,  2-Sp, 
P^S,  2-bp,  pmb,  u.s.f.  Weiter  3-32?,  pmS,  S-6p,  p^^ 
etc.    Der  Typus  ist  co""-  seine  Abzählbarkeit  ist  evident. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Menge  der  Rationalzahlen 
zwischen  0  und  1  nach  dem  Typus  o'"  ordnen.  Denn  jeder  Ra- 
tionalzahl entsprechen  die  (in  endlicher  Anzahl  vorhandenen)  Nenner 
ihrer  Kettenbruchentwicklung ,  die  ein  «-tupel  ganzer  Zahlen 
bilden.     Dabei  erhielte  man  die  Anordnung: 


Abhandinngen  der  Fries'schen  Schnle.    I.  Bd.  4Q 
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Jl  JL  J-  i-   JL 

1  '    2  '    3  '    4  '    5  ' 


1  +  ^'    1  +  1.'   1  +  1'  •••   2  +  h/  2  +  i'   2  +  i' 

1  1  1 

1    _L   1  '1-1-1  '1+1  4    '     '  *  ' 
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1  4-  1  '    1   4-  1  »    1  4-  1  ' 


9  4-1  '94-1  '24-1 

'i+i  +  l       ^  +  1  +  1       ^+1+1 


. .  etc. 


XIX. 
Die  Cantorsche  Normalform. 

§  69.  Den  Betrachtungen  des  folgenden  Kapitels  stellen  wir 
folgenden  allgemeinen  Satz  voran: 

LX.  Wenn  jede  Teilmenge  einer  geordneten  Menge  M 
sowohl  einersteswie  ein  letztes  Element  besitzt, 
so  ist  31  endlich ^ 

Denn  zunächst  ist  31  wohlgeordnet,  daher  mit  o  komparabel 
hinsichtlich  der  Ähnlichkeit.  "Wäre  aber  3f>-cj,  so  wäre  der  zu 
o  ähnliche  Abschnitt,  und  wäre  Jf~aj,  so  jeder  Rest  von  31 
eine  Teilmenge  ohne  letztes  Element.  Daher  ist  Jf -<  oj,  d.  h.  einem 
Abschnitt  von  a  ähnlich,  also  endlich. 


'  Diese  Eigenschaft  endlicher  Mengen  ist  ein  fruchtbares  Ergebnis  der 
mengentlieoretischen  Untersuchungen.  Auf  sie  stützen  sich  eine  ganze  Reihe  der 
schönsten  Vereinfachungen  zahlentheoretischer  Betrachtungen,  die  man  in  neuerer 
Zeit  ausgedacht  hat.    Vgl.  Kap.  XXVII. 
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Daraus  folgt  sofort  weiter: 

LXL  Seien  iH,iV  zwei  wohlgeordnete  Mengen  und  um- 
kehrbar eindeutig  so  aufeinander  abgebildet, 
daß  aus  »«-r^^^' in  il/ zwischen  den  entsprechenden 

Elementen  9)(m),qp(w')  in  iVr  die  Ordnung  9,(w)^g,(w') 
folgt,  so  sind  beide  endlich. 

Sehen  wir  zunächst  von  der  Wohlordnung  ab  und  betrachten 
eine  Teilmenge  M'  von  31  und  die  entsprechende  N'  =  <p{M')  in 
N.  Besitzt  M'  ein  erstes  Element  m,  so  ist  <p{m)  letztes  in  N', 
weü  aus  m-^m'  für  jedes  m'  in  M'  (p{m)^g>{m')  für  jedes  Ele- 
ment <p  im')  von  N'  folgt.  Ist  also  M  wohlgeordnet,  so  besitzt 
jede  Teilmenge  von  N  ein  letztes  Element,  zugleich  aber  ein  erstes, 
wenn  auch  N  wohlgeordnet  ist,  woraus  nach  LX  die  Behauptung 
folgt. 

§  70.  Nunmehr  beweisen  wir  sogleich,  als  Anwendung  von 
LXI,  folgenden  Satz: 

LXII.  Die  Menge  aller  Ordnungszahlen,  welche  Reste 
einer  gegebenen  Ordnungszahl  sein  können, 
ist  endlich. 

Sei  nämlich  o  der  Typus  eines  Restes  B{a)  einer  wohlgeord- 
neten  Menge  M,  und  a  unter  allen  Elementen  von  gleichem  Rest- 
typus das  ersteh  Es  ist  durch  q  eindeutig  bestimmt,  ebenso 
umgekehrt  q  durch  a.  Die  Menge  R  der  Resttypen  ^  ist  als 
Menge  von  Typen  wohlgeordnet,  die  Menge  A  der  Elemente  a  als 
Teilmenge  von  31.  Sind  q,  a  Elemente  in  R,  a,  b  die  entsprechenden 
m  A,  so  ist  Q^R{a),  aC^R(b).    Daher  folgt  aus  ^^^  sogleich 

..w  Ju^'  ^T^^  ^'^J'''  ^'""'''^   ^'^   '^  ''°  bestimmtes  sei.      Das   erste  wird 
gewählt   um  keine  willkürliche  Auswahl  anzuwenden. 


40 


* 
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Ji{a)^R{l)  und  nach  §  38  (Schluß)  o^h.   Nach  LXI  sind  daher 
A  und  R  endlich. 

Der  hr.chste  unter  den  Typen  q  ist  der  Typus  fi  der  Menge 
selbst.  Der  niederste  und  nur  dieser  ist  ein  Haupttypus.  Denn 
ist  0  -<  p,  so  ist  6  ein  Rest  von  q,  also  q  kein  Haupttypus.  Und 
ist  ö  der  niederste  Typus  in  7.',  so  ist  jeder  seiner  Reste  als  Rest 
von  a  nicht  höher,  als  Resttypus  in  31  nicht  niederer  wie  6,  also 
ähnlich  zu  a,  d.  h.  6  ist  ein  Haupttypus.  R  enthält  daher  dann 
und  nur  dann  ein  einziges  Element,  wenn  der  Typus  von  31  ein 
Haupttypus  ist. 

§  71.  Es  sei  fi  ein  beliebiger  Typus,  der  kein  Haupttypus 
ist,  //  der  höchste  in  jt  enthaltene  Haupttypus,  q  unter  den  von  (i 
verschiedenen  Resten  von  fi  der  höchste.  Daß  es  einen  höchsten 
gibt,  folgt  aus  LXII.    Dann  ist  ft  =  h  +  Q. 

Zum  Beweise  nennen  wir  6  den  zu  h  gehörigen  Rest  von  (i 
und  zeigen,  daß  es  keinen  höheren  Resttypus  in  ja  geben  kann, 
außer  ft  selbst.  Sei  nämlich  ^  =  a  +  /3  und  /3  =- 0.  Wäre  «=-/*, 
so  wäre  a  =  ]i-\-y,  fi  =  h  +  y  +  ß  und  wegen  ^  =  h  +  6  nach 
LIe:  6  =  y  +  ß  gegen  ß^^6.  Also  ist  a-^h,  h  =  a  +  li,  da  h 
ein  Haupttypus  nach  Voraussetzung.  Damit  wird  fi  =  h-\-a  = 
a  +  (h  +  6),  d.  h.  nach  LIe:  h +  6  =  ß,  ß  =  ^,  w.  z.  h.  w.  Dieser 
Beweis  zeigt  zugleich,  daß  h  unter  allen  Abschnitten,  die  dem 
größten  Resttypus  q  komplementär  sind,  der  niederste  ist. 

Es  ist  noch  leicht  zu  zeigen,  daß  der  größte  Haupttypus  h' 
von  Q  nicht  höher  wie  h  sein  kann.  Denn  dann  wäre  q  =  h'  +  q', 
^  =  h  +  h'  +  Q'  und  wegen  h^h':  h  +  h'  =  h',  d.  h.  fi  =  h'  +  g'; 
dies  geht  sowohl  gegen  die  Annahme  //'  >^  {i  wie  gegen  jit  >^  ()• 

Die  Ergebnisse  dieser  Betrachtungen  fassen  wir  zusammen: 
LXIII.     Es   sei  A  der   höch.steHaupttypus,pder  von 
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fi  verschiedene  höchste  Resttypusvonji*,  so 
ist  ii  =  h  +  Q,  und  jeder  andere  Typus  |,  der 
der  Grleichung  ft  =  ^  +  ()  genügt,  ist  höher 
als  h,  d.h.  der  höchste  Haupttypus  ist  zu  dem 
nach  ^  selbst  höchsten  Resttypus  q  der 
kleinste  komplementäre  Abschnittstypus, 
und  Q  enthält  keinen  höheren  Haupttypus 
wie  (i  selbst. 

§  72,  Es  seien  jetzt  (>o  =^  9i  =^  Pa  •  •  •  >^  P«  die  Resttypen  von  (i ; 
h,  sei  der  höchste  Haupttypus  von  (»^ ,  speziell  also  h^  der  höchste 
von  n  =  Q^  selbst  und  h„  =  9,,.     Dann  ist 

9o  =  K  +  9iJ  9i  =  K  +  92i  '"  Qn  =  h ,  also  fi  =  Jf^-\-  h^  +  \^ h,^ , 

und   in   dieser  Reihe   ist   kein  Haupttypus   höher   als   ein   voran- 
gehender. 

Diese  Zerlegung  eines  beliebigen  Typus  in  eine  endliche  Reihe 
nicht  steigender  Haupttypen  ist  die  Cantorsche  Normalform.  Da 
jeder  Typus  seinem  vorangehenden  oder  folgenden  gleich  sein  kann, 
läßt  sich  diese  Norraalform  noch  etwas  vereinfachen.  Es  sei  etwa 
\-x  ^  K  =  K+i  =  K+2  =  K+r-i  ^  h+r ,  ...  und  h^.  =  cö«,  so  kann 

man    den   Teil   /^*  +  ^t+,  H h+,-i   zu    a^.r   zusammenfassen    und 

findet  somit: 

LXIV.     Jede    transfinite    Ordnungszahl   (i   läßt   sich 
auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  die  Form 

bringen,    worin   ao>-ö;j>-...>-a^    Ordnungszahlen,  r^, 
*•,.../•„,  und  m  natürliche  (endliche,  ganze)  Zahlen  sind. 
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Diesen  Satz  kann  man  noch  durch  eine  kürzere  Betrachtung 
ableiten,  die  aber  einer  Delinition  durch  Induktion^  bedarf,  auf 
die  ich  im  Allgemeinen  verzichtet  habe.  Sei  nämlich  »"o  der 
h  n  c  h  s  t  e  Haupttypus  h^  von  ^,  so  ist  nach  LIII  ^  =  ^o  •  **o  +  9o  > 
worin  (>o  ^= /'o  "^^  ^'o^^^'i  letzteres,  weil  \~^ii^<\(o  ist. 

Durch  den  gleichen  Schluß  findet  man  weiter  q^  =  \  .  r,  +  p, , 
p,  =  //,  >•..  +  pj  etc. ,  und  hat  dann  zu  zeigen,  daß  das  Verfahren 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Wiederholungen  zu  einem  Ende 
führt,  was  aus  dem  Charakter  h^  :^  ]\  >-  \  . . .  der  Reihe  der 
Haupttypen  folgt,  in  der  ein  niederstes  Element  vorhanden  sein  muß. 

§  73.  Wenn  man  aus  irgendwelcher  Reihe  von  Haupttypen, 
deren  Anzahl  u  endlich  sein  soll  und  unter  denen  beliebig  viele 
gleich  sein  können,  die  Summen  in  den  verschiedenen  möglichen 
Reihenfolgen  bildet,  so  ist  deren  Anzahl  endlich,  es  gibt  also  einen 
höchsten  Typus,  der  durch  Summation  aus  ihnen  gebildet  werden 
kann.  Dieser  höchste  Typus  wird  sicher  erhalten,  wenn  die  Reihen- 
folge so  gewählt  wird,  daß  kein  Typus  vor  einem  höheren  steht  ''^. 
Diese  Reihenfolge  ist  eindeutig  bestimmt,  wenn  wir  die  Vertauschung 
zweier  ähnlicher  Typen  nicht  als  Veränderung  der  Anordnung 
mitrechnen.  Da  nämlich  die  Anzahl  der  gegebenen  Typen  endlich 
ist,  findet  sich  ein  höchster,  \  unter  ihnen;  es  können  noch  eine 
gewisse  Anzahl  ähnlicher  Typen  vorhanden  sein;  diese  Anzahl  sei 
r^ ,  ihre  Summe  ist,  unabhängig  von  der  Anordnung,  gleich  h^ .  r^ 
und  muß  zuvorderst  gestellt  werden,  wenn  //„  nicht  hinter  einen 
niederen  Tj^us  kommen  soll.  Unter  den  übrigen  T}^en  sei  //,  der 
höchste  und  komme  r^  mal  vor.    Dann  muß  1\  }\  unmittelbar  hinter 


'  D.  h.  einer  Definition  der  Typen  ä,,  ,  7i, , . . .  bei  der  die  Definition  eines 
jeden  die  des  vorangehenden  voraussetzt. 

*  Da  ein  IIauj)ttypus  jeden  niederen  vorangestellten  Typus  in  sich  aufnimmt. 
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K  ^  stehen,  u.  s.  f. ,  d.  h.  die  gesuchte  Anordnung,  in  der  kein 
Typus  vor  einem  höheren  steht,  sieht  so  aus :  Kr,  +  h,  r,-\ h   r 

""  11'  ntm* 

(Die  Anzahl  n  aller  gegebenen  Typen  ist  r^  +  r,  +  •  •  •  >-J.  Diese 
Summe  nennen  wir  die  natürliche  Summe  der  gegebenen 
Menge  von  Typen.  Jede  andere  Anordnung  liefert  einen  gleich- 
gebildeten Ausdruck,  in  dem  aber  ein  Teil  der  Coefficienten  >, ,  r, . ..  r^ 
kleinere  Werte  hat,  weil  Typen,  die  vor  höheren  Typen  stehen, 
verschwinden.    Beispielsweise  ist  die  niederste  Summe 

da  h,  alle  vorangehenden  Typen  als  Haupttypus  in  sich  aufnimmt. 
Die  Cantorsche  Normalform  stellt  also  einen  Typus  ft  als 
natürliche  Summe  einer  endlichen  Reihe  von  Haupttypen  dar. 
Daß  diese  Darstellung  nur  auf  eine  Weise  möglich  ist,  ging  aus 
der  Herleitung  der  Cant ersehen  Normalform  zur  Genüge  hervor, 
wird  sich  aber  im  folgenden  nochmals  bestätigen,  wobei  zugleich 
klar  wird,  daß  jede  andere  Summe  einer  Haupttypenreihe  niederer 
ist  als  die  natürliche. 

§  74.   Es  seien 

(i  =  cjao  r^  +  ö«i  rj  H CS«-»  r^ 

zwei   Typen    in    der   Ca ntor sehen   Normalform.      Es    soll    ent- 
schieden werden,  welcher  von  beiden  der  niedere  ist. 

Jeder  Haupttypus  von  v  findet  sich  entweder  unter  denen 
von  ii  vor,  oder  er  steht  der  Höhe  nach  zwischen  zwei  Typen 
von  fi,  oder  er  steht  der  Höhe  nach  vor,  oder  endlich  hinter  allen. 
Wir  können  demnach  eine  Reihe  \^^\^^  ...^ hj,  von  Haupttypen 
nennen,  die  alle  Haupttypen  von  (i  und  alle  von  v  enthält  und 
keine  andern.    Sind  in  v  Haupttypen,  die  nicht  in  fi  vorkommen. 
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so  fiif^cn  wir  sie   zu  (i  mit   dem   Faktor  0  hinzu,   und   umgekehrt, 
so  daß  .u,  V  eine  gemeinsame  Darstellung 

V  =  h^ .  Uq  +  /i, .  n,  -| //.^ .  n^ 

erhalten.  Ist  beispielsweise  « <*"-=:  cj  «o ,  d.  h.  /^o  -=  «o »  so  ist  h^  =  m«o 
und  »0  =  0,  ni^  =  r^  etc. 

Um  nun  zu  entscheiden,  welcher  der  Typen  /*,  v  der  höhere 
ist,  suchen  wir  in  der  Reihe  der  Koefficienten  m^,  m^,  ...  m^  den 
ersten,  der  von  dem  darunterstehenden  der  Reihe  n^ ,  /i, ,  ...  n^ 
verschieden  ist.  Es  kann  schon  in^  selbst  sein,  aber  ebensogut  ein 
späterer.  Wenn  alle  Koeificienten  gleich  wären,  so  wäre  ja  fi  =  v. 

Sei  nun  ni,  dieser  erste  Koefficient  und  die  Bezeichnung  so 
gewählt,  daß  m^  >-  n^  ist.  Dann  ist  ai^  mindestens  gleich  n,  + 1, 
also  m,  ^  u,  +  1.  Da  alle  vorangehenden  gleich  sein  sollen,  wird, 
wenn  n^  ;«„  +  •  •  •  h^^  m,_^  =  a  gesetzt  wird, 

V  ^  cc  +  li^.  n^  +  v' 

und  hierin   ist   gewiß  v'-</i<,   nach   der   Definition    von  //,.    Nun 
erhalten  wir  nach  LI  folgende  Reihen  von  Ungleichungen: 
erstens  aus: 

\  m^  ^  Ä,  {n,  +  1) 
a  +  /?.,  m^  ^  a  +  /?.,  n,  +  h^ 

(a)  a  +  \  m,  +  ft'  >=  a  +  /«^  oi,  +  h, , 

zweitens  aus 

h,  >-  v' : 

(b)  a  +  h,  n,  +  \  >-  a  +  h,  n,  +  v', 

und  aus  (a,  b)  (i^^v.    Über  die  Ordnungsbeziehung  der 
Zahlen  |ti,  V  entscheidet  also  vollständig  das  erste 
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nicht  übereinstimmende  K  oefficientenpaar.  Daraus 
folgt  sofort  die  Eindeutigkeit  der  Cantorschen  Darstellung  sowie 
die  Behauptung  über  die  natürliche  Summe. 


XX. 

Die  natürliche  Summe. 

§  75.  Es  seien  wieder  ft,  v  zwei  Typen  in  der  gemeinsamen 
Darstellung : 

ft  =  K .  m,  +  \  .  m,  +  •••/?,.  m, 
V  =  li,.  n,  +  \  .  11,  +---\.  n. 

Dann  definieren  wir  als  die  natürliche  Summe  ^^  v  dieser 
beiden  Typen  den  Typus 

fi  #  V  =  \  (»'o  +  ^0  +  K  i>i>i  +  ^h)  +  '•■  h  ('"*  +  '0- 

Wenn  fi,  v  Haupttypen  sind,    so  stimmt   diese  Definition  mit   der 
vorhin  für  Haupttypen  gegebenen  überein. 

Die  natürliche  Summe  ist  aus  den  Elementen  der  beiden 
Typen  zusammengesetzt,  also  nichts  anderes  als  die  Vereinigungs- 
menge in  neuer  Anordnung.     Wir  finden  daher  die  Äquivalenz: 

LXV.  ^  -^v  r^j  fi^v. 

Man  erkennt  leicht,  daß  die  natürliche  Summe  kommutativ, 
daß  sie  von  höherem  Typus  als  jeder  der  Summanden  ist,  und  daß 
jeder  der  beiden  Summanden  durch  den  anderen  eindeutig  bestimmt 
ist,  Eigenschaften,  die  die  Bezeichnung  dieser  Summe  als  der 
„natürlichen"  rechtfertigen. 

Nun  ist  folgender  Satz  von  Bedeutung: 
LXVI.     Es  gibt  nur  eine  endliche  Anz  ahl  vonZahlen- 
paaren,  die  eine  vorgeschriebene  natürliche 
Summe  ergeben. 
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In  der  Tat,  sull  ^  :^  v  =  0  sein,  so  heißt  das  für  die  Cantor- 
schcn  Normalformen 

^  =  h,  m,  +  1h  »^  +  "-K  m, 

<y  =  ^'o  ^"ü  +  ^'i  •''i   +  •  •  •  ^'*  •''■* : 
Es  soll  />/„  +  ^^0  =  s^ ,  w,  +  11^  =  s^,  ...  lii^  +  n^  =  s^  sein.    Nun 
sind  die  Koefficienten  endliche  Zahlen.    Die  erste  Gleichung  besitzt 
daher  s^  +  1  Lösungen,  nämlich 

0  +  So,  l  +  G'^o-l)>  2  +  {s,-2),  ...  5„  +  0, 
analug  die  zweite  s;, +  1,    die  letzte  ."^t  +  l.     Die  Anzahl  aller  Lö- 
sungen ist  danach  eine  endliche  Zahl  s, 

•^^  =  G%  +  1)(.S  +  1)...  (.?»  +  !), 
die  wir  die  Höhe  von  6  nennen.  Hierbei  sind  noch  zwei  Lösungen 
als  verschieden  gerechnet,  wenn  sie  lediglich  durch  die  Stellung 
|tt  4^  V,  v^  ^  unterschieden  sind.  Falls  auf  diesen  Unterschied 
kein  Wert  gelegt  wird,  reduziert  sich  die  Anzahl  der  Lösungen 
noch  auf  s :  2  oder  {s  +  1) :  2. 

§  76.  Nachdem  wir  eine  neue  Anordnung  der  Vereinigungs- 
menge aufgestellt  haben,  gehen  wir  dazu  über,  auch  die  Verbindungs- 
menge neu  zu  ordnen.  Es  seien  fi,  v  die  Ordnungstypen  zweier 
wohlgeordneter  Mengen  71/,  N;  da  M  und  N  nach  Satz  XXX  (§  40) 
den  Mengen  aller  Ordnungszahlen  vor  |it  und  v  ähnlich  sind,  denken 
wir  sie  uns  von  vornherein  durch  diese  ersetzt.  Die  Verbindungs- 
menge  (M.N)  besteht  alsdann  (§  49)  aus  allen  Zahlenpaaren  (a,  ß), 
worin  cc^=:(i,  ß^^v  ist  und  die  Paare  (a,  ß),  {ß,  a)  als  verschieden 
zu  gelten  haben. 

Jedes  Zahlenpaar  {a,  ß)  hat  eine  bestimmte  natürliche  Summe 
y  =  «4^/5,    und   alle    Paare   von   gleicher   natürlicher   Summe  y 
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fassen  wir  zu  einer  Menge  Ly  zusammen.  Diese  Menge  ist  nach 
Satz  LXVI  des  vorigen  Paragraphen  endlich  und  kann  daher 
sofort  wohlgeordnet  werden,  etwa  durch  die  Festsetzung,  daß 
(«1 )  ß)  ^=  ("j )  ß^  sein  soll,  wenn  a^  -=:  a^  ist. 

Die  Biengen  Ly  ihrerseits  bilden  die  Elemente  einer  Menge  S, 
und  diese  ordnen  wir  nach  dem  Index  y  ihrer  Elemente.  Da  der 
Index  eine  Ordnungszahl  ist,  ist  die  Ordnung  von  8  eine  Wobl- 
ordnung.     (Satz  XXXII,  §  40). 

Die  Verbindungsmenge  [M.  N)  ist  nun  die  Vereinigungmenge 
aller  Mengen  Ly  und  daher  nach  den  Ausführungen  des  §  55  durch 
folgende  Festsetzung  wohlgeordnet :  Es  ist  (a,  ß)  -^  («',  ß'),  erstens, 
wenn  a:^ß^^a':^ß\  zweitens,  wenn  « ^j:  jS  =  «' # /?'  und 
«  -<  a'  ist.  In  dieser  "Wohlordnung  bezeichnen  wir  die  Verbindungs- 
menge mit  Mx  N  und  ihren  Typus  mit    ^  X  v. 

§  77.  Es  sei  6  der  Ordnungstj-pus  von  S.  Wir  bringen  ihn 
auf  die  Form  co  .6'  +  g,  worin  g  eine  endliche  Zähl,  insbesondere 
die  Null  ist,  falls  S  kein  letztes  Element  besitzen  sollte.  (§  61) 
Die  Menge  3IxN  entsteht  aus  S,  indem  jedes  Element  Ly  von  S 
durch  eine  endliche  Anzahl  von  Elementen,  nämlich  die  zu  Ly  ge- 
hörigen Zahlenpaare  (cc,  ß)  ersetzt  wird.  Hierdurch  ändert  sich 
nach  Satz  LV  (§  63)  der  Typus  co .  ö'  als  Limeszahl  überhaupt  nicht 
und  g  als  endlicher  Typus  höchstens  um  eine  endliche  Zahl  x,  d.  h. 
es  ist 

(a)  iiXv  =  6  +  ic,     (x-<  oj), 

und  da  eine  endliche  Zahl  die  Mächtigkeit  nicht  beeinflußt, 
(Satz  XVIII,  §  23): 

(b)  flXv  r^  6. 

Aus  den  Ungleichungen 
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folgt  nun,  was  olnu'  Miilu'  zu  übersehen  ist,  die  Ungleichung 

Da  somit  die  Zahlen  y  =  a-^ß,  wclehe  die  Ordnung  der 
Elemente  Ly  von  S  definieren,  alle  unterhalb  von  [i^v  liegen, 
kann  der  Ordnungstypus  von  S  nicht  höher  sein  als  der  aller 
Ziihlen  unter  ^  #  v  (Satz  XXVII,  §  38),  d.  h.  es  ist  (Satz  XXX,  §  40) : 

(C)  ß^fl^v. 

Hiernach  aber  ist  6  und  wegen  (b)  auch  ^Xv 
gewiß  nicht  von  höherer  Mächtigkeit  alsft41^v(§  41). 

Beachtet  man  jetzt,  daß  ^xv  eine  Ordnung  der  Verbindungs- 
menge, ^^v  der  Vereinigungsmenge  ist  und  daß  daher  auch  fi^v 
nicht  höhere  Mächtigkeit  wie  (iXv  besitzen  kann,  so  erkennt  man, 
daß  die  Vereinigungsmenge  und  die  Verbindungs- 
menge gleichmächtig  sind;  d.  h.  es  ist  allgemein 

^u  +^ß  =  ««  •  ^ß- 
Diese  Mächtigkeit  wird  uns  aber  durch  den  Typus  ii^v  sofort 
angegeben.  Der  höchste,  in  }i^v  auftretende  Haupttypus  tritt 
nämlich  sicher  in  dem  größeren  der  beiden  Typen  jii,  v  als  höchster 
Haupttypus  auf,  was  aus  dem  ßildungsgesetz  von  fi^v  hervor- 
geht. Andererseits  bestimmt  er  die  Mächtigkeit.  Ist  daher  /i  >-  v 
oder  ^  =  V ,  so  ist  ^:^v  r^  fi ,  woraus  wir  auf  die  Alefs  so- 
fort weiter  schließen : 
LXVII.    Ist  K^  höher  oder  gleich  «»,  so  ist 

^a  +  ^/?    =   ^a-  ^ß   =   ^a  • 

Insbesondere   ist    n  .  ^u  =  ^a  —  ^a     ^^^   end- 
liches n. 
Hiermit    ist   ein    wesentliches  Ziel    dieser   Ausführungen   er-, 
reicht,    nämlich    die   Durchführung   des  Beweises  zu  Satz  XL,  4 : 
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Ist  31  eine  Menge  von  Typen,  deren  Mächtigkeiten  k«  nicht  über- 
steigen ,  und  ist  auch  M  nicht  von  höherer  ]\Iächtigkeit ,  so  gilt 
das  gleiche  von  dem  zugehörigen  Limes.  Der  Beweis  ist  in  §  56 
unter  Vorwegnahme  des  Satzes  LXVII  bereits  zu  Ende  geführt. 
Der  Satz  LXVII  ist  nach  einer  Mitteilung  von  Herrn  Bern- 
stein zuer.<?t  von  Herrn  Georg  Cantor  bewiesen  worden,  doch  ist 
eine  Veröffentlichung  des  Cantor  sehen  Beweises  bisher  nicht  er- 
folgt. In  jüngster  Zeit  hat  mir  Herr  Zermelo  einen  Beweis  mit- 
geteilt ,  der  von  dem  hier  gegebenen  wesentlich  verschieden  ist 
und  demnächst  an  anderer  Stelle  erscheinen  wird. 

XXI. 
Potenzen  und  f- Zahlen. 

§  78.  Es  seien  zwei  Typen  (W  ,  v  in  der  Cantor  sehen  Nor- 
malform gegeben.  Gesucht  ist  ihre  Summe  [J'  +  v,  und  zwar  eben- 
falls in  der  Normalform. 

Es  sei  Ji  der  größte  Haupttypus  in  v,  v  =  Je  +  q.  Ist  dann 
^i-=^J:,  so  folgt  (i  +  v  =  V.  Findet  sich  dagegen  der  Typus  l  in 
der  Normaldarstellung  von  /* ,  so  läßt  sich  ^  in  zwei  Teile  /*'  -f-  (i" 
zerlegen,  so  daß  ii"  -<  /.' ,  i"-'  ^  ^'  wird,   und  es  ist  f*  -}-  v  =  /*'  -|-  v. 

Sei  insbesondere  ^  =  v,  so  bringen  wir  ^  auf  die  Form 
Ä- . m.  -h  Q  ,  worin  Q-<h  und  m  wegen  A' -< itt -<  ha  niederer  als  «, 
d.  h.  eine  endliche  Zahl  ist.  Es  wird  ft  -f-  /*  =  h  .m-\-  q  +  Ic.  m  +  q 
und  darin  ist  q  +}i .  m  =  h .  m,  da  h  ein  Haupttypus,  also 
li-\-lt,  —  k  .1)1 .2  +  Q.  Weiterhin  folgt  ti  +  (i  +  ^i  =  Jc,m.2  +  Q 
+  ]i.m  +  Q  —  Je.  m  .3  +  Q,  endlich  (i  +  ii  +  ---  n  =  ^  .n  =  Je.  mn  +  q, 
falls  n  >-  0  ist. 

Hiermit  ist  gezeigt,  wie  ein  Typus  mit  einer  endlichen  Zahl 
multipliziert  wird.     Das  Produkt  fjco  war  schon  früher  berechnet, 
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und  orgal)  sich  als  l;oi .  Damit  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt 
uUgemein  {i .  v  zu  berechnen.  Wir  bringen  v  auf  die  Form 
V  =  oj.  i''  +  r,  worin  r-<fo,  d.  h,  endlich  ist.  Nach  dem  distri- 
butiven Gesetz  wird  fiv  =  nav' +  iir  =  lai'' -{- fir.  Diese  Zerle- 
jrunEren  ergeben  sich  alle  unmittelbar  aus  der  Normalform  selbst 
und  die  Durchführung  der  Rechnung  liefert  sogleich  die  Summen 
und  Produkte  wieder  in  der  Normalform.  Dies  läßt  sich  auch 
leicht  durch  Formeln  zum  Ausdruck  bringen.     Sei 

V  =  v^n^  +v^  n^-\ v„n„  +  n. 

Hierin  bedeuten  fto  >  ^^i  •••!■*<>  t  ^o  i  ^i  >  •  •  •  ''^o  unendliche  Haupt- 
typen, m,n  etwa  vorhandene  vielfache  des  Haupttypus  1.  Feklen 
sie,  so  sind  m,n  gleich  0  zu  setzen. 

Ist  1^0  "=="0?  so  ist  fi  +  v  =  V,  ist|i*o>-Vo,  so  sei  /Uj_j  der  nie- 
derste Typus  über  v^,  ^^  =  v^.    Es  wird 

l^+v  =  n,)u^  +  ■■•  fi^_,  w?^_i  +  V, {niyi  +  «0)  +  V,  Wi  +  •  •  •  +  w. 
Ferner  wird 

und  falls  11  ^=-0  ist ,  entwickelt  sich  noch  das  letzte  Glied  wie 
folgt : 

Diese  Formel  ist  für  n  =  0  ungültig.  —  Da  ju^,  vß  Haupt- 
typen, sind  es  auch  ihre  Produkte,  und  sie  bilden  eine  fallende 
Reihe,  denn  aus  v,^  v,:^v^ -•■  ^  v„  folgt  fi,v,  >^  (i,v,  ■-■^fioK, 
und  aus  v,^l  folgt  ti,v„^^,.  Endlich  ist  /*„  :^  n*,  •  •  • :- 1  nach 
Voraussetzung.  Das  Produkt  fiv  ist  also  in  der  Normalform  dar- 
gestellt.     Man    schließt    daraus    sogleich,    daß    der    höchste 
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Hanpttypus  eines  Produktes  gleich  dem  Produkt 
der  höchsten  Haupttypen  der  Faktoren  ist. 

Setzt  man  insbesondere  fx  =  v  ,  so  ist  der  höchste  Haupt- 
typus von  /**  gleich  f^l ,  der  von  fi' .  fi  =  fi''  gleich  fil.fjt,  =  nl , 
allgemein  für  jedes  endliche  n  :  Der  höchste  Haupttypus 
von  fi"  ist  gleich  /it". 

§  79.  Die  Potenz  ji«  ist  von  Georg  C  a  n  t  o  r  durch  eine  In- 
duktionsdefinition gebildet  worden.  Da  wir  bereits  ohne  Induktion 
die  Potenzen  von  co  definiert  haben,  sind  wir  in  der  Lage,  auch 
/a"  ohne  Induktion  für  alle  höheren  Typen  zu  definieren  *.  Es  sei 
(i^  der  höchste  Haupttypus  von  (i  und  a  =  (ou'  +  a,  a-<a,  d.  h. 
endlich;  aa'  bezeichnen  wir  mit  ß  und  definieren  als  a-te  Potenz 
von  fi  die  Zahl 
(1)  ix«  =  ^?.^«. 

Der  erste  Faktor  ist  Potenz  eines  Haupttypus  ^^  =  oj'». 
Diese  definieren  wir  als  a'"^  und  überzeugen  uns  sofort  von  der 
Identität 

(2)  f.e.('f  =  f.f+*. 

Es  ist  nämlich  die  linke  Seite  gleich  (o'"ß .  tö'"^  =  c3'»ß+^nS  und 
weiter  nach  dem  distributiven  Gesetz  gleich  cö"'(^+ö)  oder  nach 
Definition  gleich  fif+*. 

Der  zweite  Faktor  in  (1)  hat  einen  endlichen  Exponenten  und 
ist  als  ein  endliches  Produkt  bereits  definiert. 

Wir  haben  nun  zu  zeigen,  daß 

(3)  fi«.f*y  =  ^«+y. 


'  Die  Definition  der  unendlichen  Potenzen  endlicher  Typen  hat    keine  Be- 
deutung. 
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Zu  cliosem  Zweck  verlegen  wir  y  in  ay'  +  c  =  d  +  c,  so  wird 
u'/  =  ^1^.(1^  und  die  linke  Seite  zu  ^f  .  ji«  .  ^f .  fi*^.  Das  mittlere 
J'i-odukt  fi".fif  ist  aber  gleich  jt^f ,  weil  einerseits  ji^'  der  hüchste 
ITiiupttypus  von  fi"  ist  und  andererseits  fij*  als  Haupttypus  keinen 
endlichen  Rest  besitzt.     Nach  (2)  wird  damit 

Andererseits  wird  a  +  y  =  a  +  d  +  c,  wobei  c  der  endliche  Rest 
von  u  +  y  ist,  also  ^"^^  =  jt«+^ .  ii^ ,  womit  (3)  bewiesen  ist.  Zu- 
gleich ergiebt  sich,  daß  auch  für  transfinite  Potenzen  stets  n^  der 
höchste  Haupttypus  von  ft"  ist. 

Von  weiteren  Eigenschaften  der  Potenz  ergiebt  sich  jetzt 

(4)  {(i^y  =  ft«^ 

sofort  für  die  endlichen  ß  aus  (3).     Ist  ß  transfinit,   so  sei  b  sein 
größter  endlicher  Rest  und  ß  =  yi-b,     Dann  ist  nach  (1): 

Hierin  ist  jt,  ein  Haupttypus  ta'",  nach  Definition  daher 
^a  _  f^ma  ^jj^  (^a^y  _  („w<«)y  =  co'""^  =  fi"''' .  Für  dcu  zwcitsn 
Faktor  ist  {^"f  =  n,"^  bewiesen.     Somit  folgt  weiter 

Von  diesem  Ausdruck  ist  zu  zeigen,  daß  er  gleich  n"^  ist. 
Nun  ist  aß  =  ay  ■\- ab ,  also  |ii«f*  =  ^">' .  ji*"'' .  Da  ay  keinen  end- 
lichen Rest  hat,  weil  y  keinen  besitzt,  ist  ^"''  =  fiS'^  womit  der 
Beweis  für  (4)  erbracht  ist. 

§  80.  Durch  Multiplikation  zweier  Typen  gelangt  man  nicht 
zu  höheren  Mächtigkeiteu.  Es  fragt  sich  nun,  ob  die  Potenz  af 
vielleicht    eine    höhere  Mächtigkeit    als  a  und  ß  zugleich  besitzen 
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kann.     Diese   Frage    muß    verneint   werden.    Dem  Beweis   (§  84) 
schicken  wir  eine  längere  Betrachtung  voraus. 
LXVIII.    Ist    M    eine    Monge    von    Typen   X,    ^   ihr 
Limes,  und  a  ein  bestimmter  Typus,  so  ist: 

a)  lim  (a  4-  A)  =  «  -j-  ^ 

b)  hm{(iX)        =  ufi 

c)  lim  «*  =  a". 

Am  leichtesten  ist  der  erste  zu  beweisen.  Ist  a^v^a  +  fi, 
so  ist  V  =  a-h  v'  und  v'  ^  ^  also  niederer  als  ein  A ,  danach 
v^u  +  X.  Zugleich  ist  wegen  ^i^X  auch  a  +  ft  =-  «  -f  A ,  also 
ist  a  +  ^  unter  allen  Typen  über  a  +  X  der  erste. 

Der  Beweis  des  zweiten  Satzes  wird  am  kürzesten  nach  LIII 
geführt.  Jeder  Abschnitt  von  a/t  hat  die  Form  «/i'  +  a',  ^'^/*, 
a'^a.  Da  ^'^|it,  existiert  in  M  ein  A'^^'.  Da  es  in  M  kein 
letztes  Element  geben  soll,  giebt  es  weiter  ein  Element  A=-A'  +  l 
in  M ,  und  nunmehr  folgt :  a^i'  ^  «A' ,  a^i'  +  a'  ^  uX'  +  a'^ttX'+  « 
=  k{X'+1)  ^  ttX.  Zu  jedem  Abschnitt  von  ufi  gibt  es  daher  unter 
den  Zahlen  aX  eine  höhere.  Da  andererseits  nach  ^>-A  auch 
an  ^  aX  ist,  ist  «fi  unter  allen  Typen  über  «A  der  niederste. 

Hierbei  ist  wesentlich,  was  für  a)  nicht  in  Betracht  kommt, 
daß  in  M  wirklich  kein  höchstes  Element  existiert.  In  der  Tat, 
bestände  z.  B.  M  aus  allen  Typen  A^7,  so  wäre  n  =  7, 
gleichzeitig  aber  das  auf  die  Typen  3A  folgende  Element  nicht 
3.7  =  21  sondern  19.  Das  gleiche  kommt  im  nächsten  Beweis 
zur  Geltung. 

Um  c)  zu  beweisen,  beachten  wir  zunächst,  daß  fi  als  Limes- 
zahl keinen  endlichen  Rest  hat.  Ist  daher  a,  =  mi^  der  höchste 
Haupttypus  in  a,  so  ist  «''  =  <  =  oj,^.".  Dies  ist  zugleich  die 
Cantorsche  Normalform  von  a".    Jeder  Typus  |  unter  a"  hat  also 
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einen  bücbsten  Haupttypus  cor  unter  (o""',  d.  h.  es  ist  y^-ßl^; 
p.,  weiter  ßu  kein  letztes  Element  hat ,  ist  auch  y  +  1  -<  ^f*, 
,,l',,  ^  +  1  ^'  ^^'  +  /r ,  ft'  -  /i ,  ^'  -  ß .  Nach  dem  vorigen  Beweis 
.ibt  es  daher  ein  XmM,  für  das  r  +  1  -  ^^'  '^^^^  «'"  ^  ^'*'' 
i^e.  01)-^'-=^  <  wird.  Nun  ist  03^  der  größte  Haupttypus  in  ^, 
also  i-^<o-^'\  andererseits  <  der  höchste  Haupttypus  in  «S 
•üso  u^-  ^  a^- ;  daraus  folgt  |  -=^  «^  Da  andererseits  aus  A  -:  ^ 
auch  «"'-«"  folgt,  ist  «"  unter  allen  Typen  über  W  der 
erste  ,   w.  z.  b.  w.  — 

§  81.  Im  Gegensatz  zu  LXVIII  muß  hervorgehoben  werden, 
daß  in  keinem  der  Ausdrücke  lim(A  +  «),  lim(A.a),  lim  (A")  das 
hintere  Zeichen,  a,  aus  dem  Limes  heraustreten  darf.  Drei  ele- 
mentare  Beispiele  mögen  dies  erweisen: 

Es    ist   für    alle    endlichen    n   lim  {n)  =  w.     Da  auch  n  +  2, 
n  .  2  und  n'  endlich  sind  und  unbegrenzt  wachsen,  ist  somit 
lim(w  +  2)  =  03,  d.h.  lim  0?  +  2) -<  «  +  2 
lim(w.2)     =  «,  d.  h.  lim(».2)     -=ü).2 
lim  {n')         =  CO,  d.  h.  lim  («')        -<  «' 
Die  Beweise  zu  den  drei  Sätzen  machen  in  der  Tat  von  den 
Ungleichungen   «  +  A  :^  «,  «A  ==^  A,  «^  >- «  Gebrauch,    während   für 
die  umgekehrten  Operationen  die  weiteren  Beziehungen  a  +  A^A, 
aA^  A,  «'^  A  gelten,  auf  Grund  deren  der  Beweis  nicht  zu  führen 
ist.    Nun  ist  es  interessant,   zu  sehen,   daß   die  Gültigkeit  gera.i. 
die.ser  weiteren  Beziehungen  eine  notwendige  Bedingung  für  du 
Beweisbarkeit  der  drei  Sätze  LXVIII  darstellt,  so  daß  umgekehr! 
die   erste  Reihe   der   reinen  Ungleichungen   das   Herausziehen   de; 
hinteren  Gliedes  aus  dem  Limes  unmöglich  macht.    Es  sei  nämlicl 
^  eine   Zuordnung,    die  jeder   Zahl  A  eine  nicht   niedere   qp(A 
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!  zuordnet.  Ist  dann  stets  9)  (A)  =-  A ,  so  kann  nicht  lim  cp  (A)  = 
cp  (lim  A)  für  jede  Menge  M  von  Typen  A  allgemein  gelten.  Und  ist 
umgekehrt  allgemein  cp  (lim  A)  =  lim  q)  (A),  so  gibt  es  Typen  v,  für 
die  (p{v)  =  V  ist.  Zum  Beweise  bilden  wir  folgende  Reihe  von 
Typen  aus  einer  beliebigen  Zahl  A^ : 

f  (K)  =  ^i >     9^ (^1)  =  Ki  '•-     viK)  =  K+1 ,  '" 

und  zu  dieser  den  Limes  ß  =  lim  (A.^),  (x  =  1,  2,  . . .).  Da  A^  =  9?  (A^_,), 
ist  auch  ß  =  lim  (g?  (A  J)  und  wenn  (p  mit  dem  Limeszeichen  ver- 
tauschbar  ist,  ß  =  cp  (lim  A^)  =:  cp  (ß). 

Aus  den  drei  Sätzen  LXVIII  folgt  daher  für  die  drei  Opera- 
tionen 9? (A)  =  a  +  ^,  « .  A,  u'  sofort,  daß  es  Typen  geben  muß,  die 
ihnen  gegenüber  invariant  sind,  d.  h.  daß  a  +  A,  a.  X,  a^  nicht  all- 
gemein höher  sein  können  wie  A ;  und  da  umgekehrt  A  +  «,  A .  a,  A" 
stets  größer  wie  A  sind,  kann  nicht  allgemein  lim  (A  +  a),  lim  (A .  a), 
lim  (A")  mit  fi  -\-  a,  (i.a,  (i",  (^  =  lim  A)  übereinstimmen.  — 

Wenden  wir  dies  auf  einige  einfachen  Pälle  an  und  setzen 
zunächst  9)(A)  =  a  +  A,  so  ist  für  A(,  =  0: 

Aj  =  a,       Aj  =  a.2,       A3  =  a.  3,  ...       X^  =  cc .x, 

und  der  Limes  gleich  u.co  nach  b).    In  der  Tat  ist  <p{aG))  =  aa, 
nämlich  cc-\-  aca  =  «(l-f-o)  =  a.oj. 

Sei  weiter  9j(A)  ^  a.A,  A,,  =  1,  so  wird: 

A,  =  a,  A^  =  a* ,  ...  Ajf  =  a^ ,  lim A^  =  cc"'  und  «.«"'=  a*"^"  =  a" 

wie  behauptet  war. 

Sei  endlich  9)(A)  =  a^,  A^  =  1,  so  wird 

a 

Aj  =  a,       Aj  =  a",       A3  =  a"  ; 

der  Limes  ß  läßt  sich  nicht  mehr   durch  Addition,   Multiplikation 
und  Potenzenbildung  angeben.     Er  genügt  aber  als 
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lim  Ah  =  lim  (a  '*"')  =  a  ^"^  " 

ilor  Gleichung  ß  =  a^.  — 

ringt'kehrt  können  wir  nach  diesem  Prozeß  Beispiele  herstellen, 
für  die  die  umgekehrte  Limeseigeuschaft  nicht  erfüllt  ist.  Setzen 
wir  (p{k)  =  A  +  «1  ■^o  =  ^)  so  wird  A,  =  «,  A^  =  a.  2,  etc.,  A^  =  a.x, 
limA^  =-  a.w  und  es  ist  lim  (A^  +  a)  =  lim  (AJ,  also  nicht  gleich 
(lim  A.J  +  a.  Sei  analog  <p{X)  =  A.a,  so  wird  für  A^  =  1 :  A^  =  a", 
lim  Ay  =  a"',  lim  (A^  .  a)  =  lim  A^  und  von  (limAj.a  verschieden. 
Ist  endlich  ^(A)  =  A%  A,  =  cj,  so  wird  A,  =  o«,  A.,  =  (co«)«  =  w«', 
A,  =  0)«'  etc.     Es  ist  lim  (A«)  =  lim  A^  =  o""  -:=  (lim  A  J«. 

Nach  dieser  Methode  sind  die  drei  eingangs  angeführten  Bei- 
spiele hergestellt. 

§  82.  Wir  betrachten  nun  die  Zahlen  näher,  für  die  a  +  A  =  A, 
oder  «A  =  A  oder  «''  =  A  wird.  In  allen  drei  Fällen  ist  u^cX, 
weil  «  +  A,  K  A  und  «^  höher  als  a  ist. 

Unter  den  Zahlen,  für  die  a  +  A  =:  A  ist,  sind  die  Haupttypen 
bemerkenswert,  da  sie  dieser  Gleichung  für  jedes  a  -<  A  genügen. 
Ist  andererseits  A  kein  Haupttypus,  so  ist  u  ein  Abschnitt  des 
höchsten  Haupttypus  von  A,  so  daß  die  ganze  Betrachtung  sich 
auch  ausschließlich  auf  die  Haupttyen  zurückführen  läßt. 

Es  sei  jetzt  A  eine  Zahl,  die  der  Gleichung  aA  =  A  genügt; 
dann  kann  A  kein  letztes  Element  besitzen.  Denn  wäre  A  =  jn  +  1, 
so  folgte  afi  +  a  =  |u.  +  l  im  Widerspruch  mit  der  für  jeden  Typus 
über  1  geltenden  Ungleichung  «=^1.  Da  nämlich  a^u.^!«.,  folgt 
ajü  +  a^^ju  +  a  und  aus  «=^1:  ft  +  «=^i^  +  l.  Der  Fall  a  =:  1 
scheidet  natürlich  aus. 

Da  A  kein  letztes  Element  besitzt,  ist  «A  =  a^X,  wo  «„  der 
höchste  Haupttypus  von  «  ist.  Aus  a^A  =  A  folgert  man  aber 
sofort,  daß  alle  Haupttypen  w"  in  der  C  a  n  t  o  r  sehen  Normaldar- 
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Stellung  von  A  die  Eigenschaft   ««-  =  ««   besitzen   müssen.    Ist 
speziell  CO-  der  niederste  von  ihnen  und  genügt  er  dieser  Bedingung, 
so  genügen  ihr  auch  alle  folgenden,  da  A  =  co\X'  wird.     Hiermit 
ist  wiederum  die  Frage  auf  Haupttypen  zurückgeführt  und  erledigt 
sich  damit  sofort.    Ist  nämlich  cc,  =  C3ß ,  so  folgt  aus  «„  cd''  =  a>- 
sogleich  ß-i-x  =  X,   womit   wir   bei   der  ersten  Frage  angelangt 
sind.      Ist    speziell   x   ein   Haupttypus,     so    ist    für   jedes    ß^x 
c.^ß,'<  =  a)\   somit  für  jedes  a^«''  auch   aw''  =  a,\     Solche 
Zahlen  ö,  die  für  jedes   unter  ihnen   gelegene  «  mit  « d  überein- 
stimmen, wollen  wir  ^-Zahlen  nennen.     Sie  haben  keine  besondere 
Bedeutung,    doch   brauchen   wir   sie   wiederholt   in  der  folgenden 
Betrachtung  und  benutzen  daher  die  abkürzende  Bezeichnung. 
LXIX.  Eine  Delta-Zahl   d  ist  ein  Haupttypus  a,^  dessen 
Exponent    x    selbst     ein    Haupttypus     ist.      Sie 
genügt     den     Oleichungen     a-fd  =  «d  =  d     für 
jedes  a-<d. 

Die  einzige  endliche  d-Zahl  ist  1 ;  die  nächstfolgenden  sind 
'',  ö*""  u.s.f.  —  Zu  jeder  Zahl  a,  die  keine  d-Zahl  ist,  gibt 
es  eine  letzte  vorhergehende  und  eine  erste  nächstfolgende.  Ist 
oß  der  höchste  Haupttypus  in  a,  so  ist  «^-  die  nächstfolgende 
(J-Zahl  nach  a.  Ist  ß,  der  höchste  Haupttypus  in  ß,  so  ist  Jo  die 
letzte  d-Zahl  vor  a.  Speziell  ist  oj^"  =  a'"  =  {(aßo)'"^  in  Analogie 
zu  dem  nächsten  Haupttypus  a.co  nach  a. 

Die  Reihe  der  ^-Zahlen  ergibt  sich  auch  leicht  durch  folgendes 
Erzeugungsprinzip : 

LXX.  Ist  d  eine  d-Zahl,  so  ist  r  die  nächstfolgende. 
Der  Limes  einer  Menge  von  d-Zahlen  ist  selbst 
eine  d-Zahl. 

Die  erste  Behauptung  ergibt  sich  aus  der  vorangehenden  Be- 
trachtung.  Zum  Beweis  der  zweiten  beachten  wir,  daß  alle  d-Zahlen 
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,lit.  Form  (d"''  haben.  Da  nun  der  Limes  einer  Reihe  von  Haupt- 
tvpon  CO'  oin  Haupttypus  a,"  ist,  ist  lim  c«^  =  cö»-"  =  a,"^ 
wieder  eine  d-Zahl;  dieser  Beweis  macht  von  dem  Satz  LXVUIc 
Gebrauch. 

§  83.    Nunmehr  betrachten  wir  diejenigen  Zahlen,   die  einer 
Gleichung  </  =  l  genügen.    Besäße  k  ein  letztes  Element,  so  wäre 
A  =  ^  +  l,  a".a  =  ii  +  l.    Nun  ist  a"^ft,  (ia^ii  +  1  (wenn  von 
a  =  1,  wie  selbstverständlich,    abgesehen  wird),   woraus   die   Un- 
nii-.glichkeit  der  letzten  Gleichung  und  damit  eines  letzten  Elementes 
in  A  folgt.    Es  ist  somit  cc\  d.h.  A  selbst  ein  Haupttypus,  speziell 
„i  ^  „;^   wenn  a,  der   höchste  Haupttypus  in  a  ist.     Es   sei   nun 
«^  =  oj^   so  folgt  a'  =  a>^^  und   da  oj'^^^xASA  sein  muß,   anr 
dererseits  oj'*^  =  A  ist,  ergibt  sich  xA  =  A,  d.h.  A  =  g>\     Diese 
Gleichung  ist  die  ursprüngliche  Definition  Georg   Cantors.     Er 
nennt   die    Zahlen,    die    ihr    genügen,   Epsilon-Zahlen.     Eine 
f-Zahl  A  ist  ein  Haupttypus,  und  da  sie  gleich  a'  ist,  eine  d-Zahl. 
Daraus  folgt  aber  sofort,  daß  für  jedes  «^A  stets  c^  =  A  wird. 
Denn    ist  co""  der   kleinste   Haupttypus    in  a,  so   ist  x  -=  A,    daher 
XA  =  A,  womit  «'  =  cö^^  =  «^  =  A  folgt. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  man  von  irgend  einer  Zahl  a  zu  der 
nächst  höheren  £-Zahl  gelangt.  Diese  heiße  A,  so  ist  gewiß  a'  =  A, 
daher  ««  =  «,-=  A.  Daher  ist  weiter  a"'  =  cc.,-^k,  «"-=  =  a,^l 
u.  s.  f.     Der  Limes  der  Zahlen 

ist  aber  eine  e-Zahl  und  da  alle  a^^l  sind,  ist  dieser  Limes 
gleich  A  selbst,  lim  «^  =  lim  a"x  =  k  =  u\  Auf  diese  Weise 
steigt  man  zunächst  etwa  von  w  über  üj"*  =  w. ,  «"'  =  «2»  ^^' 
zu  der  ersten  transfiniten  f-Zalil  «,  auf,  von  dieser  zu  s, ,  «,  u.  s.  f. 
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Ist  irgend  eine  Menge  von  s-Zahlen  ohne  letztes  Element  definiert, 
z.  B.  die  eben  genannte,  so  erhält  man  eine  neue  £-Zahl  nach 
dem  Satz : 

LXXI.    Der  Limes  fi  einer   Bienge  il/ von   «-Zahlen  A  ist 
selbst  eine  f-Zahl. 

Es  ist  nämlich  A  =  cj'-,  daher  ^  =  lim  A  =  lim  oj^  =  ra",  w.  z.  b.  w. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  der  f-Zahlen  liegt  in  fol- 
gendem Satz,  der  aus  der  Definition  des  Exponenten  A  eines  Haupt- 
typus o''"  sofort  folgt:  Die  Menge  aller  Typen  unterhalb 
einer£-Zahl  A  ist  ähnlich  der  Menge  aller  Haupttypen 
unter  A,  übrigens  auch  ähnlich  der  Menge  aller  Delta- 
zahlen unter  A, 

Hieraus  folgern  wir  sogleich  den  Satz: 
LXXII.     Jede  Anfangszahl  ist  eine  Epsilonzahl. 

Jede  Anfangszahl  ß«  ist  nach  §  66  ein  Haupttjrpus,  daher  gleich 
oj",  wobei  fi  der  Typus  der  Menge  i)/ aller  Haupttypen  /« -<  ü« 
ist.  Wäre  nun  ,u  -=  ß« ,  so  wäre  es  auch  von  geringerer  Mächtigkeit 
als  Sla-  Ist  zunächst  a  keine  Limeszahl,  a  =  /3  +  1,  so  überstiege 
weder  JI  noch  eines  seiner  Elemente  h  die  Mächtigkeit  k,-}  ,  daher 
nach  Satz  XL  4  auch  der  Limes  von  M  nicht :  dieser  ist  aber  ß«  , 
womit  ein  Widerspruch  entsteht.  Damit  ist  der  Satz  für  alle 
Mächtigkeiten  bewiesen,  deren  Index  keine  Limeszahl  ist. 

Wäre  a  eine  Limeszahl,  itt  von  der  Mächtigkeit  Hß  <;  «« ,  so 
wäre  auch  k^+j  <;  k„  .  Nun  ist  nach  dem  eben  bewiesenen  Sl^i+i  gleich 
seinem  Exponenten  v  in  5i^+i  =  oa" ,  weil  /3  +  1  keine  Limeszahl 
ist,  und  es  ist  ii-<v,  weil  «^  <:  k^+i  .    Dies  ergibt  den  Widerspruch 

(ö'*-<:CO*,    d.h.    5i„-=cß^+,.    — 

Man  kann  den  Fall  einer  Limesmächtigkeit  auch  nach  LXXI 
erledigen:  Sei  ü„  die  niederste  xA.nfangszahl,  für  die  ^  in  ß„  =  w" 
niederer  als  ß«  ist.    ü«  ist  aber   als    Limes  aller  vorangehenden 
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Anfangszahlen  (XL  2)  nach  LXXI  selbst  eine  Epsilonzahl,  im  Wider- 
spruch mit  der  Annahme. 

§  84.  Ans  dem  soeben  bewiesenen  Satz  folgt  nun  sofort,  daß 
die  Mächtigkeit  von  a^  mindestens  einer  der  beiden  Zahlen  a,  ß 
selbst  zukommt.  Sei  nämlich  «"*  =  fi  von  höherer  Mächtigkeit  als 
«  und  ß,  und  sei  v  die  zur  Mächtigkeit  von  ft  gehörige  Anfangs- 
zahl, so  ist  a  -c  v,  also  V  —  a"  nach  LXXII.  Da  ferner  /3  -=  v, 
folgt  aP  ^ca\  d.  h.  ju.  ^=:  v,  gegen  die  Definition  von  v,  nach  der 
^^  V  sein  muß.  Also  kann  a^  nicht  von  höherer  Mächtigkeit  als 
«  und  ß  sein. 

Die  Haupttypen,  Delta-  und  Epsilonzahlen  stehen  in  engster 
Beziehung  mit  den  Fragen  nach  den  Mächtigkeiten  von  a  +  ß,  a.ß 
und  «■*.  Genau,  wie  wir  eben  bewiesen,  daß  ai"*  nicht  mächtiger 
als  a  und  ß  zugleich  sein  kann,  kann  man  aus  der  Tatsache,  daß 
jede  Anfangszahl  ein  Haupttypus  resp.  eine  Deltazahl  ist,  das 
analoge  für  «-1-/3  und  a .  ß  beweisen.  Wenn  es  daher  gelänge, 
diese  drei  Eigenschaften  der  Anfangszahlen  ohne  die  Kenntnis  der 
Eigenschaften  der  Alefsumme  und  des  Alefproduktes  nachzuweisen, 
so  wäre  damit  eine  wesentliche  Vereinfachung  für  die  Blengenlehre 
gewonnen.  — 

§  85.  Die  eigentümliche  Eigenschaft  der  Epsilonzahlen  läßt 
sich  dahin  aussprechen,  daß  die  Reihe  der  Exponenten  der  Haupt- 
typon  co^  die  Reihe  dieser  Haupttypen  selbst  immer  wieder 
„einholt".  Es  ist  cj'  =-  1,  o'  :=-  2,  ra"'  =:-  oj  u.  s.  f.,  aber  für  s^  wird 
a>''  =  «,;  sodann  wird  wieder  a>*'  +  ^  >- «, -f  1  und  diese  Ungleichung 
bleibt  bestehen,  bis   o^«  =  b^  wird  und  so  fort. 

Daß  dieses  Verhältnis  typisch  ist  und  bei  zahlreichen  Be- 
trachtungen wiederkehrt,  habe  ich  in  §  81  gezeigt.     Natürlich  kann 
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man  durch  Fortsetzung  des  Gedankens  wieder  «-Zahlen  f«  finden, 
die  ihren  eigenen  Indices  gleich  sind;  man  bilde  nur  «"'  =  e^  , 
f'^'  =  €  (j,  u.  s.  f.  und  darüber  den  Limes. 

Es  ist  von  prinzipieller  Bedeutung,  daß  es  auch  Anfangszahlen 
gibt,  die  ihren  Indices  gleich  sind.  Sei  cjj  =  ü„,  a^  =  Sl^  , 
©3  =  Sl^^  u.  s.  f.  und  Sl„  =  lim  «^ ,  so  ist  auch  (i  =  Sl^.  Dies 
bedeutet,  daß  die  Reihe  der  Alefs  selbst  von  der  ihrer  Indices 
eingeholt  wird;  es  ist  K«  nicht  nur  die  Mächtigkeit  der  Menge 
aller  Sl^  vorangehenden  Typen  überhaupt,  sondern  auch  die  der 
Menge  aller  vorangehenden  Anfangszahlen,  d.  h.  der  Menge  aller 
niederen  Mächtigkeiten.  Diese  Eigenschaft  kommt  zunächst 
allen  endlichen  Mächtigkeiten  zu,  wenn  man  0  als  Mächtigkeit 
mitzählt,  sodann  k,,  ,  aber  nicht  mehr  k,  ,  s^ ,  . . .  K„  . . .  Sie  stellt 
sich  jedoch  bei  gewissen  Alefs,  wie  wir  sehen,  wieder  ein.  Die 
Kenntnis  dieser  Tatsache  verdanke  ich  einer  mündlichen  Mitteilung 
des  Herrn  Z  e  r  m  e  lo.  Nennt  man  eine  Anfangszahl,  die  ihrem  Index 
gleich  ist,  eine  2;-Zahl,  (<i^  =  g),  so  gelten  wieder  die  entsprechenden 
Bildungsgesetze,  wie  für  die  «-Zahlen.  Man  bilde  aus  a  successive 
•^a  =  "i )  ^a^  =  ^2 »  ^a,  =  "3  ^^c.  und  den  Limes  lim  «^  :=  lim  Sl^ 
so  erhält  man  die  auf  a  folgende  erste  ^-Zahl.  Der  Limes  einer 
Reihe  von  §;-Zahlen  ist  selbst  eine  §-Zahl. 
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Fünfter  Teil. 


Prinzipielle  Fragen.     Erste  Reihet 

xxn. 

Logische  Vollständigkeit  und  Entscheidbarkeit. 
§  86.    Wenn  eine  Disjunktion  logisch  vollständig  ist,    so  läßt 
sio  sich  vielfach,   wenn  nicht   immer,   als  Teilung   einer  Menge   in 
7wei    komplementäre   Teilmengen    darstellen.      Beispielsweise    ist 
iode  ganze  Zahl  entweder  zerlegbar  oder  eine  Primzahl,   d.  h.  die 
Men-e  ®  aUer  ganzen  Zahlen  zerfällt  in  die  komplementären  Teil- 
mengen 1,  2,  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  23  ...  und  4,  6,  8,  9,  10,  12, 
14    15,   16,   18,   20,   21,  22....     Das   Kontinuum   zerfallt  in   die 
]\Icngon  der   algebraischen   und  transzendenten  Zahlen,   d.  h.  jede 
reeire  Zahl  ist  entweder  algebraisch  oder  transzendent.    Bei  unseren 
vorangehenden  Betrachtungen   ist   von   der   logisch   vollständigen 
Disjunktion  in  umfangreichstem  Maße  Gebrauch  gemacht   worden. 
Mit  ihrer  Hülfe   haben   wir  Sätze   über  beliebige  Alefs  und  Ord- 
nungstypen bewiesen,   von   denen  uns  eine  wirkliche  Anschauung 
beim  Beweise  selbst  sicher  fehlte  und  wohl  auch  jetzt  noch  fehlt. 
In  diesem  Gebrauch  der  Disjunktion  liegt  aber ,   so   zwingend   sie 
sein  mag,  eine  Schwäche  der  Mengenlehre,    die  vielleicht  Ursache 
gewisser  unerledigter  Paradoxieen  ist ;   jedenfalls  gibt  sie  zu  Be- 
denken Anlaß,  die  zuerst  von  Kronecker  mit  aller  Schärfe  aus- 

.  Die  Fragen  dieser  ersten  Reihe  gelten  denjenigen  Postulaten  und  Begriffs- 
bildungen,  deren  Zulässigkeit  zur  Zeit  unentschieden,  anfechtbar  oder  abzu- 
lehnen  ist. 
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gesprochen ,  zugleich  aber  in  einem  Umfang  formuliert  worden 
sind,  der  ungerechtfertigt  war. 

Den  Kernpunkt  der  Kronecker  sehen  Bedenken  wollen  wir 
uns  an  den  beiden  Disjunktionen  prim- zerlegbar  und  algebraisch- 
transzendent klar  machen.  Um  zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene 
Zahl  a,  beispielsweise  257,  eine  Primzahl  ist,  habe  ich  a  durch 
alle  Primzahlen  zu  dividieren ,  deren  Quadrate  unter  a  liegen. 
Greht  keine  dieser  Divisionen  auf,  so  ist  a  eine  Primzahl;  andern- 
falls ist  a  offenbar  zerlegt.  Es  ist  also  nicht  nur  gewiß ,  daß 
jede  ganze  Zahl  prim  oder  zerlegbar  ist,  sondern  ich  kann 
auch  die  Entscheidung  in  jedem  Falle  treffen. 
Das  gleiche  gilt  von  der  Disjunktion  zwischen  reduzibeln  und 
irreduzibeln  algebraischen  Gleichungen. 

Es  wird  zumeist  betont,  daß  die  Entscheidung  durch  eine 
endliche  Anzahl  von  Operationen  getroffen  wird.  Dies  ist  aber 
a  priori  klar  und  liegt  in  der  Natur  unseres  Verstandes  be- 
gründet. Scheinbar  unendliche  Schlußketten,  wie  sie  beim  Schlüsse 
von  u  auf  n  +  1  unterlaufen ,  sind  durch  ein  gewisses  Gesetz  be- 
schrieben ,  auf  Grund  dessen  geschlossen  wird ,  ohne  daß  jeder 
einzelne  Schluß  der  Kette  wirklich  ausgeführt  wird.  Der  Denk- 
prozeß, der  bei  dem  Treffen  einer  Entscheidung  zu  stände  kommt, 
ist  eo  ipso  endlich. 

So  entscheiden  wir  die  Transzendenz  von  e  und  tc  nicht  etwa 
dadurch,  daß  wir  von  jeder  algebraischen  Gleichung  der  Reihe 
nach  beweisen ,  daß  ihr  weder  e  noch  n  genügt.  Ebensowenig 
beweisen  wir  die  Übereinstimmung  der  beiden  Limites 

indem  wir  der  Reihe  nach  jede  Stelle  der  Dezimalentwicklung 
2,718281  .  .  .  aus  beiden  ausrechnen  und  uns  überzeugen ,    daß    sie 
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plrifh  ausfüllt.  Mit  äolchem  Verfahren  würden  wir  zu  keinem 
Ende  kummen.  Und  hier  sehen  wir  den  fundamentalen  Unter- 
schied zwischen  der  Disjunktion  algebraisch-transzendent  und  der 
soeben  behandelten  :  Wenn  a  zerlegbar  sein  soll ,  so  kommt  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  möglichen  Zerlegungen  in  Betracht  und 
ich  kann  sie  systematisch  durchprobieren.  "Wenn  aber  a  alge- 
braisch ist,  so  kommen  unendlich  viele  algebraische  Grleichungen 
in  Betracht,  denen  a  genügen  kann  und  ich  kann  daher  durch 
Probieren  keine  Entscheidung  treffen.  Es  gibt  heute  in  der  Tat 
kein  allgemeines  Kriterium,  um  die  Transzendenz  einer  gegebenen 
Irrationalität  zu  entscheiden ,  und  nach  meiner  Ansicht  läßt  es 
sich  auch  beweisen,  daß  es  ein  solches  Kriterium  nicht  geben  kann. 
Die  Definition  der  Transzendenz:  „a  genügt  keiner  algebrai- 
schen Gleichimg"  ist  kein  Kriterium,  sie  enthält  keine  Me- 
thode, die  Entscheidung  zu  treffen. 

Solche  Definitionen ,  die  keine  Kriterien  enthalten ,  sind  in 
der  I\Iathematik  vielfach  anzutreffen.  Hierher  rechnet  u.  a.  die 
Defmitiun  der  Konvergenz  und  die  der  (Tleichheit  zweier  ver- 
schieden definierten  Irrationalzahlen. 

§  87.  Wenn  wir  aus  dem  Axiomsystem  der  euklidischen  Geo- 
metrie das  Parallelenpostulat  weglassen,  so  sind  wir  nicht  im 
Stande,  den  Satz  von  der  Winkelsumme  im  Dreieck  zu  beweisen. 
Wir  können  nur  zeigen,  daß  sie  zwei  Rechte  nicht  übersteigt 
und  kleiner  als  zwei  Rechte  ist,  sofern  das  nur  in  einem  einzigen 
Dreieck  zutrifft.  Trotzdem  ist  die  Disjunktion  nach  wie  vor 
logisch  einwandfrei  und  vollständig  ,  daß  in  einem  gegebenen 
Dreieck  die  Winkelsumme  entweder  gleich  zwei  Rechten  oder 
kleiner  und  nur  eins  von  beiden  ist. 

Es  gibt  eine  große  Zahl  von  Sätzen,    die   sich  ohne  Verwen- 
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düng  des  Parallelenpostulats  beweisen  lassen.  Es  gibt  also  einen 
Teil  der  Geometrie,  der  dieses  Postulates  nicht  bedarf;  es  könnte 
möglicherweise  die  Existenz  und  Notwendigkeit  dieses  Postulates 
unentdeckt  bleiben  und  solange  dies  der  Fall  wäre ,  müßte  not- 
wendigerweise die  Disjunktion  zwischen  Dreiecken  von  kleinerer 
als  gestreckter  und  solchen  von  gestreckter  Winkelsumme  mathe- 
matisch unfruchtbar  bleiben;  sie  würde  nur  Sätze  hypothetischen 
Charakters  liefern. 

Das  soeben  ausgeführte  Beispiel  ist  trivial,  weil  zu  deutlich. 
Doch  können  wir  ein  anderes  anführen ,  das  bis  in  die  jüngste 
Zeit  die  Mathematiker  aufs  intensivste  beschäftigt  hat :  es  ist 
dies  der  projektive  Fundamentalsatz.  In  ihm  konzentrierte  sich 
folgendes  Problem:  Es  sollen  alle  diejenigen  geometrischen  Sätze, 
in  denen  von  Beziehungen  des  Maßes  (Ähnlichkeit,  Kongruenz, 
Strecken-  und  Winkelvergleichung  etc.)  nicht  die  Rede  ist ,  ohne 
Verwendung  der  Axiome  des  Messens  bewiesen  werden.  Gegen 
alle  Versuche,  diese  Aufgabe  zu  lösen,  wurden  ein  halbes  Jahr- 
hundert lang  immer  wieder  erfolgreiche  Einwände  erhoben,  bis  es 
gelang,  die  Undurchführbarkeit  des  Unternehmens  in  einem  genau 
umschriebenen  Sinn,  nämlich  ohne  Maaß-  und  Stetigkeitspostulate, 
zu  beweisen.  Hier  haben  wir  direkt  einen  Fall  vor  uns,  in  dem 
eine  logisch  vollständige  Disjunktion  mathematisch  unentscheidbar 
bleiben  mußte,  weil  in  dem  System  der  Theorie  ein  Axiom  fehlte. 

Der  Nachweis,  daß  unsere  arithmetischen  Axiome  vollständig 
sind,  ist  bis  heute  nicht  erbracht,  und  daher  rührt  die  Frage 
(wohl  das  jüngste  Schmerzenskind  der  kritischen  Mathematik),  ob 
jede  mathematische  Aufgabe  eine  Lösung  besitze ,  wobei  als  Lö- 
sung auch  der  UnlÖsbarkeitsnachweis  zu  gelten  hat,  wie  bei  der 
Quadratur  des  Kreises.     Die  Frage   ist   alt;    z.  B.   wurde    schon 
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vDi- .lahrt'n  am  Roispiel  des  großen  F e r m a t sehen  Satzes  gefragt: 
Ist  er  richtig,  muß  er  sich  dann  auch  beweisen  lassen? 

E3  wird  folgendes  ziemlich  allgemein  als  wahrscheinlich  an- 
gesehen :  Wenn  n ,  h  zwei  algebraische  Zahlen  sind  und  h  insbe- 
sondere irrational  ist,  so  ist  a^  eine  transzendente  Zahl,  Beispiel : 
2^".  Es  ist  noch  nicht  einzusehen,  auf  welchem  Wege  der  Be- 
weis dieser  Vermutung  zu  erbringen  sein  konnte.  Der  logischen 
Disjunktion  nach  muß  2^"  algebraisch  oder  transzendent  sein. 
Läßt  sich  aber  entscheiden,  welches  von  beiden  der  Fall  ist?  Es 
darf  ohne  Übertreibung  behauptet  werden:  W^ürde  eines  Tages 
bewiesen,  daß  die  Frage  nach  der  Transzendenz  oder  Nichttrans- 
zendenz  von  2  "  unlösbar  ist,  so  würde  damit  die  Mathematik 
vor  eine  Schwierigkeit  gestellt,  wie  sie  bisher  noch  nicht  aufge- 
treten ist. 

Dies  mag  uns  zunächst  beweisen ,  daß  die  Frage  nach  der 
Entscheidbarkeit  einer  Disjunktion  nicht  trivial  ist;  daß  wir  nicht 
berechtigt  sind,  sie  kurzerhand  beiseite  zu  legen.  Ob  die  Existenz 
unentscheidbarer  Disjunktionen  stets  ein  Zeichen  der  UnvoUstän- 
digkeit  des  Axiomsystems  ist,  ist  zum  mindesten  fraglich ;  gewiß 
ist  nur  das  umgekehrte.  Die  Unentscheidbarkeit  ist  in  den  geo- 
metrischen Fällen  dadurch  nachgewiesen  worden ,  daß  man  die 
logische  Möglichkeit  und  Widerspruchslosigkeit  beider  Fälle  nach- 
gewiesen hat.  Und  das  scheint  mir  an  dem  Beispiel  2  un- 
möglich. Sollte  diese  Zahl  als  algebraisch  nachgewiesen  werden, 
so  müßte  eine  Gleichung  angegeben  werden,  der  sie  genügt.  Und 
daß  sie  ihr  genügt,  muß  von  etwaigen  unbekannten  Axiomen  un- 
ahhängig  sein ,  weil  das  Nichtgenügen  faktisch  zu  konstatieren 
ist.  — 
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§  88.  Die  Möglichkeit  unentsch eidbarer  Disjunktionen  hat 
Kronecker  den  Anlaß  gegeben,  nur  solche  Disjunktionen  anzuer- 
kennen ,  deren  Entscheidbarkeit  nachgewiesen  werden  kann ,  und 
nur  solche  Definitionen  zuzulassen ,  die  zugleich  Kriterien  sind. 
Die  Konsequenzen  dieses  Standpunktes  führen  zur  Verwerfung 
der  allgemeinen  Theorie  der  Irrationalzahlen  und  des  Kontinuums, 
weil  die  Definition  der  Gleichheit  zweier  Irrationalzahlen  kein 
Kriterium  ist.  Sie  führen  damit  zur  Verwerfung  der  Geometrie 
und  der  Theorie  der  unendlichen  Mengen;  der  Geometrie,  weil 
die  Gesamtheit  der  Punkte  die  Mächtigkeit  des  Kontinuums  be- 
sitzt, der  Mengenlehre,  weil  die  Definition  der  Identität  zweier 
Mengen  kein  Kriterium  enthält. 

Kroneckers  Standpunkt  ist  für  die  Algebra  berechtigt  und 
direkt  fruchtbar  gewesen.  Aber  selbst  in  diesem  Gebiet  ist  er 
einseitig  und  zwingt  beispielsweise  dazu ,  die  BegrifFsbildungen 
Dedekinds,  die  mit  unendlichen  Mengen  arbeiten,  anzufechten, 
was  Kronecker  in  der  Tat  getan  hat.  Hierin  ist  ihm,  soweit 
ich  es  übersehen  kann,  kein  einziger  seiner  Fachgenossen  gefolgt. 

Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  auf  algebraische  Fragen  näher 
einzugehen.  Es  genügt  für  unsere  Zwecke  die  Konstatierung,  daß 
vom  Standpunkte  Kroneckers  aus  erhobene  Einwände  gegen  die 
Mengenlehre  die  Mathematik  selbst  treffen  und  dadurch  ihre  zu 
enge  Fassung  bereits  erweisen,  ehe  man  gezwungen  ist,  die  Men- 
genlehre gegen  sie  zu  verteidigen. 

Es  scheint  mir  nun,  daß  das  Postulat  der  Entscheidbarkeit 
an  einem  inneren  Widerspruch  krankt ,  der  seine  Undurchführ- 
barkeit  verschuldet.  Es  gibt  nämlich  zu  einer  Disjunktion  Anlaß, 
die  dem  Postulat  selbst  nicht  zu  genügen  braucht.  Die  Be- 
trachtung dieses  Verhältnisses  ist  nicht  einfach ,  wir  woUen  sie 
durch  eine  einfache  Symbolik  abzukürzen  versuchen. 
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ij  89.  Es  sei  71/,  eino  Teilmerif^c  einer  ]\Ienge  M  und  a  ein 
Element  von  il/, .  So  machen  wir  folgende  Disjunktion :  Ent- 
weder es  läßt  sieb  entscheiden,  d.  h.  beweisen,  daß  a  zu  JH,  ge- 
biert, oder  es  läßt  sich  nicht  beweisen.  Diese  Disjunktion  ist  voll- 
ständig und  zerlegt  3i,  in  zwei  Teilmengen,  die  wir  JM^  und 
Til/,  nennen  wollen  *.  Wenn  a  zu  JM^  gehört,  so  heißt  dies  :  es 
läßt  sich  beweisen,  daß  a  zu  Jl/,  gehört.  Wenn  a  zu  Tüf,  gehört, 
80  ist  a  ein  Element  in  31^ ,  von  dem  sich  nicht  beweisen  läßt, 
daß  es  zu  ü/,  gehört.  Dies  erscheint  paradox;  wenn  es  aber 
möglich  wäre,  zu  beweisen,  daß  über  die  Transzendenz  von  2  '^ 
keine  Entscheidung  möglich  ist,  so  wäre  2  eine  solche  Zahl, 
die  notwendigerweise  entweder  transzendent  aber  nicht  nachweis- 
lich transzendent,  oder  algebraisch,  aber  nicht  nachweislich  alge- 
gebraisch  ist.  Wenn  wir  also  schon  die  logische  Vollständigkeit 
von  der  Entscheidbarkeit  einer  Disjunktion  trennen,  müssen  wir 
die  Möglichkeit  der  Teilmenge  FM^  in  Betracht  ziehen.  Ver- 
werfen wir  sie  als  paradox,  so  erkennen  wir  damit  bereits  die 
Unzulässigkeit  eines  gesonderten  Entscheidbarkeitspostulates  an. 

(it'hitrt  ein  Element  zu  JM^,  so  ist  auch  beweisbar,  daß  es 
zu  JM^  gehört,  d.  h.  es  ist 

(1)  JJM,  =  JM,, 

Jeder  Beweis  beweist  nämlich  seine  eigene  Möglichkeit.  Der 
Transzendenzbeweis  von  ii  bewei.st  zugleich,  daß  die  Transzendenz 
von  n  beweisbar  ist.  Gehört  a  zu  JM^ ,  so  heißt  das :  der  Beweis 
seiner  Zugehörigkeit  zu  ilf,  läßt  sich  führen  ;  es  ergibt  sich  aber 
damit  die  M(>glichkeit  dieses  Beweises  selbst,  d.  h.  auch  die  Zuge- 
hörigkeit zu  JM^  ist  beweisbar,  a  gehört  auch  zu  JJM^. 


1  Daa  Zeichen  r  wird  „Nabla"  ausgesprochen. 
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Daraus  folgt  natürlich  als  KoroUar  ,  daß  es  in  z/Jf ,  keine 
Elemente  gibt,  deren  Zugehörigkeit  zu  JM^  unbeweisbar  wäre. 
Das  heißt,  es  ist 

(2)  rJM,  =  0, 

worin  0  die  fiktive,  aus  keinem  Element  bestehende  Menge  be- 
zeichnet. 

Gehört  ein  Element  zu  P'M^,  so  kann  diese  Zugehörigkeit 
nicht  beweisbar  sein.  Denn  da  P'M^  eine  Teilmenge  von  M^  ist, 
würde  mit  der  Zugehörigkeit  zu  P'M^  auch  die  zu  M^  erwiesen 
sein.     Diese  Tatsache  läßt  sich  symbolisch  durch 

(3)  z/FJf,  =  0,  (4)  mn,  =  TM, 

ausdrücken.  Beide  Gleichungen  bedingen  sich  gegenseitig,  ebenso 
wie  (1)  und  (2).  Denn  jede  Menge  ilfj  ist  aus  ^M^  und  FJfj 
zusammengesetzt  und  daher  mit  der  einen  identisch,  wenn  die 
andere  fehlt.  Analog  ist  zJM^  =  (z/^M,  +  Fzl  M,)  und  daher  gilt 
(2),  weil  (1)  richtig  ist  und  umgekehrt. 

Die  Relationen  (1)  bis  (4)  zeigen,  daß  die  Zerlegung  einer 
Teilmenge  Jij  durch  die  Disjunktion  (z/,  f)  nicht  weiter  ge- 
trieben werden  kann,  als  bis  zu  den  Mengen  z/ilf,  und  P^3I^ .  Die 
Zugehörigkeit  zur  ersten  schließt  die  Entscheidbarkeit  ein,  die 
zur  zweiten  schließt  sie  aus.  Mengen  erster  Art  wollen  wir  kurz- 
weg Delta -Mengen,  die  der  zweiten  Nabla- Mengen  nennen.  Die 
definierende  Eigenschaft  einer  Delta -Menge  N  wird  durch  jede 
der  Relationen  z/iV  =  N,  rN  =0,  die  einer  Nabla -Menge  JV' 
durch  ^N'  =  0,  FiV'  =  N'  angegeben.  Eine  Menge  M^,  die 
weder  Delta-  noch  Nabla-Menge  ist,  besteht  aus  den  beiden  kom- 
plementären Teilmengen  ^31^  +  f^M^ ,  die  nach  (1)  bis  (4)  Mengen 
der  beschriebenen  Sonderarten  sind. 

Abhandlungen  der  Fries'schen  Schule.    I.  Bd.  42 
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s  «K).     Ist  nun  eine  Disjunktion 

O 

.oc^cben,  so  können  wir  fragen,  ob  sie  entseheidbar  ist.  Ist  dies 
der"  Fall,  so  sind  M,  und  il7,  Delta  -  Mengen ,  es  ist  daher  insbe- 
sondere (PiV.  +  ril/,)  =  0,  und  diese  Relation  sagt  umgekehrt 
aus.  daß  die  Disjunktion  (5)  entscheidbar  ist. 

kt  die  Disjunktion  nicht  entscheidbar,    so   können   noch  ein- 
zelne Besonderheiten  eintreten ,    die   wir   vorweg  nehmen   wollen. 
Erstens  können  M,  und  M,  Kabla- Mengen   sein.     In   diesem  Fall 
ist  die  Disjunktion  völlig  imentscheidbar.     Dies   tritt   z.  B.    bei 
der  Disjunktion  zwischen  den  Dreiecken  von  gestreckter  und  klei- 
nerer  Winkel'-umme    in   einer   Geometrie   ohne  Parallelenpostulat 
ein.     Von    keinem   einzigen  Element    in   M  kann   entschieden 
werden,  ob  es  zu   M,  oder  31,  gehört.     Wir  wollen  dabei  hervor- 
heben,  daß  trotzdem  natürlich  die  Zugehörigkeit  zu  M  selbst  für 
alle   Elemente   beweisbar   sein   kann.   -     Zweitens  kann  M,  eine 
Delta-,   M,  eine  Nabla-]\renge  sein.     Dann  erhalten  wir  einen  Fall, 
den  wir  unter  den  Paradoxieen  nochmals    antreffen   werden :    Die 
komplementäre   Menge  von   .¥,   ist   so   beschaffen,    daß    ich    von 
keinem  ihrer  Elemente  beweisen  kann,  daß  es  zu  ihr  gehört.    Ist 
a  ein  Element  in  M,  so  kann  ich  beweisen,  daß  es  in  M,  ist  oder 

ich  kann  nichts  beweisen. 

Diese  unentscheidbare  Disjunktion  ist  eine  logische  Folge 
des  Postulats  der  Entscheidbarkeit.  Denn  die  Zerlegung  der  Teil- 
menge J/.  in  z/Jli,  und  FM,  ergibt  gerade  die  zuletzt  be- 
.schriebene  Art  der  unentscheidbaren  Disjunktion. 

Wenden  wir  uns  nun  dem  allgemeinen  Fall  zu  und  zerlegen 
in  (5)  die  Teilmengen  31, ,  31, ,  so  entsteht  eine  vierfache  Dis- 
junktion 
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und  aus  dieser  die  zweifache: 

.    (6)        .  M  =  N+N' 

worin : 

(8)  N'  =  FM,  +  FJ/^ . 

Die  Disjunktion  (7)  ist  entscheidbar,  (8)  völlig  unentscheidbar. 

Die  Menge  i\Mst  eine  Delta -Menge;  denn  ist  a  in  i^^  so  ist  es 
entweder  m  JM,  oder  in  z/iW, ;  in  jedem  der  beiden  Fälle  ist  die 

Zugehörigkeit  zu  der  betreffenden  Teilmenge  beweisbar,  also  auch 
die  Zugehörigkeit  zu  N.  Über  N'  läßt  sich  nichts  aussagen,  vor 
allem  nicht,  daß  es  notwendigerweise  eine  Nabla- Menge  sein 
müßte.     Wiederholen  wir  daher  die  Zerlegung  an  (6),  so  entsteht 

(9)  M  =  P  +  P'^ 

worin : 

(11)  P'  =  TN+FN'. 

P  ist  wieder  eine  Delta-Menge,  P'  aber  diesmal  eine  Nabla-Menge, 
da  TN  =  0.    Die    Disjunktion   (9)    ist   daher    von   einer   bereits 
betrachteten  Sonderart  und  unentscheidbar.   Die  nochmalige  Wieder- 
holung der  Teilung  führt  nicht  mehr  weiter,  da  ^P  =  P,  FP  =  0 
z/P'  =  0,  rP'  =  P'  ist. 

Setzen  wir  für  P,  P',  N,  N'  aus  (10,  11,  7,  8)  ihre  Bedeutung 
wieder  ein,  so  finden  wir  (indem  FN  =  0,  JN=  N)  für  (9)  die 
vierfache  Zerlegung: 

(12)        M  =  ^M,  +  ^3I,  +  zJ{f73I,  +  FM,)  +  r(f7M,  +  rM,). 

Bei    der    Disjunktion  ^algebraisch  -  transzendent    kennen    wir 
beispielsweise   in   JM,:\ß,   in   ^M,:7t.     Ob    es    in   den   beiden 

42* 
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letzten  ]\Iengen  Elemente  gibt,  wissen  wir  nickt.  Von  einer  Zahl 
«  in  Ji^rN  +rM.,)  müßte  sich  die  Unentscheidbarkeit  beweisen 
lassen;  bei  einer  Zahl  ß  dagegen  in  F{F3r,-^F3Q  ist  nicht  nur 
die  Entscheidung,  ob  algebraisch  oder  transzendent,  sondern  auch 
der  Beweis  der  Unentscheidbarkeit  unmöglich.  Eine  solche  Zahl 
kann  dt'nmach  nicht  angegeben  werden. 

§  91.    Kun  sind  in  der  Disjunktion  (12)   zwei  Unterfälle   von 
besonderer  Bedeutung.     Ist   erstens   r(rM,  +  r3Q   =  0,   so   ist 
dir  Disjunktion  (12)  entscheidbar;   es  bedarf  also   nur  einer  neuen 
Begriifsbildung,  um  aus  der  unentscheidbaren  zweifachen  Disjunktion 
(5)*'zu  einer  entscheidbaren  dreifachen   zu  gelangen.     Ein  Beispiel 
hierfür  ist  mir  nicht  bekannt.    Ist  zweitens  J{F31,-\- ^31,)  =  0, 
so  heißt  das:   Es  kann  kein  Element  angegeben   werden,   für   das 
die    Disjunktion    nachweislich    unentscheidbar    ist  ^      Dieser 
Fall    tritt    praktisch    wirklich    ein,    und    der   Nachweis    hierfür 
beruht     auf    folgender    einfachen   Bemerkung:     Wenn    gezeigt 
werden  kann,  daß  kein  Element  von  Jf,  in  J {^31,  + FM,) 
enthalten  ist,   so  ist   J{r31,  +  rM,)  =  0;'    denn  andernfalls 
wäre  es  ja  gewiß,   daß   alle  Elemente   dieser  Menge   in  M,  lägen, 
gegen  die  Definition  von  Jir  M,+  r3Q  ,   die  alle  Elemente  enthält 
von  denen  es  nachweislich   ungewiß  ist,    ob   sie  nach  31,  oder  31, 

gehören. 

Man  sieht  das  gleiche  auch  aus  unserem  Kalkül.  Ein  Element 
von  31,,  das  zu  J{r31,  +  r3I.)  gehört,  ist  Element  von  Ti)/,. 
Enthält  J{rj\l^  +  r31,)  kein  Element  aus  31„  so  auch  keines  aus 
r.l/,:    es    ist   daher    J{r3I,  +  r31,)   =   J  ^31,   =   0    nach   (3). 

■■  l>;i  irleichwohl  r{r3Ti  +  FM,)  existieren  könnte,  braucht  die  Disjunktion 
darum  norh  nicht  entscheidbar  zu  sein.  Es  läßt  sich  aber  über  ihre  Entscheid- 
barkeit  nichts  ausmachen. 
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Besonders  einfach  liegt  der  Fall  dann,  wenn  M,  eine  Delta-Menge  ist. 
Dann  ist  nämlich  r3I,  =  0,  Til/^  +  FM,  =  F3I,  und  daher 

§  92.    Der  zuletzt  besprochene  FaU  liegt  bei  folgendem  Beispiel 
vor:  Es  sei  a  irgend  eine  reelle  Zahl  und  ß  eine  beliebige  andere, 
durch   ein  Limes  verfahren   definierte,    z.  B.    ein   Dedekindscher 
Schnitt.  Ist  dann  ß  von  cc  verschieden,  so  läßt  sich  das  auch  beweisen. 
Man  entwickelt  beispielsweise  a  und  ß  in  Dezimalbrüche,  so  müssen 
einmal  zwei  Stellen  verschieden  ausfallen.    (Die  Indier  sollen  ver- 
mutet haben,  daß  7t  die  Wurzel  aus  10  sei.  Es  ist  aber  \/iö  =  3,16  ... , 
TT  =  3,14...,  also  \/W^7i.)    Teilen  wir  daher  die  reellen  Zahlen 
in  die  Mengen  M,  der  von  a  verschiedenen  und  31,  der  zu  a  gleichen, 
so    ist    JM^  =  31^,     und    es    ist    somit    unmöglich,     zwei 
arenzverfahren    anzugeben,     von     denen     sich     nach- 
weisen   läßt,     daß     über     die     Gleichheit     oder     Ver- 
schiedenheit   ihrer    Limites     eine    Entscheidung    un- 
möglich ist. 

Es  sei  nun  weiter  cc  eine  algebraische  Irrationalzahl ;  die  Reihe 
der  algebraischen  Gleichungen  kann   abzählbar    geordnet   werden : 
/;  (^)  =  0,  f,  (x)  =  0,  f,  (x)  =  0  (vgl.  Kap.  VI  §  18).    Es  sei  f,  (a)  =  «^ , 
/,,(«)  =  cc,,  f^[a)  =  cc^  u.  s.  f.,  und  die  erste  Gleichung,  der  a  genügt, 
sei  die  x-te,  also  /",  («)  =  0,  dagegen  «, ,  a, ,  bis  «,_,  von  null  v"er- 
schieden.     Von  letzterer  Tatsache  kann  ich  mich  durch  eine  end- 
Hche    Anzahl    von   Operationen    überzeugen,    indem    ich  jede   der 
Zahlen  a^  bis  cc^_^  bis   zur   ersten,    von  Null    verschiedenen    Ziffer 
ihrer  Dezimalbruchentwicklung   berechne.     Ob  dagegen  /x(a)  =  0 
ist,  kann  ich  möglicherweise  nicht  entscheiden,  wenn  nicht  a  direkt 
als  Wurzel  von  /„(«)  =  0  definiert  ist.    Ich  kann  aber  auch  nach 
dem  vorangehenden  nicht  beweisen,  daß  die  Entscheidung  unmöglich 
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ist,  tU'nn  0  ist  eine  reelle  Zahl  und  U{cc)  im  allgemeinen  ein  Schnitt 
oder  eine  sonstwie  durch  ein  Grenzverfahren  definierte  Zahl,  und 
vi.n  der  Gleichheit  der  beiden  läßt  sich  zwar  nicht  die  Entscheid- 
barkeit,  aber  die  Unbeweisbarkeit  der  Nichtentscheidbarkeit  zeigen. 
Wenn  es  also  Zahlen  gibt,  von  denen  der  Nachweis  der  TJn- 
entscheidbarkeit  ihrer  Transzendenz  oder  Nichttranszendenz  geführt 
werden  kann,  so  sind  sie  gewiß  nicht  algebraisch;  es  gibt  darum 
solche  Zahlen  nicht,  denn  mit  dem  Nachweis,  daß  sie  nicht  alge- 
Ijraisch  sind,  hätten  wir  ja  die  angeblich  unmögliche  Entscheidung 

getroffen. 

Auch  hier  liegt  das  besprochene  Schlußschema  vor.  Ist  Ji, 
die  Menge  der  algebraischen,  M^  die  der  transzendenten  Zahlen,  so 
enthält  J  {f^M^  +  r^Q    keine  Zahl   aus  M^ ,   existiert  also  nicht. 

Hiermit  erkennen  wir  das  dem  Postulat  der  Entscheidbarkeit 
anhaftende  unlösliche  Dilemma.  Selbst  wenn  uns  vom  Standpunkt 
dieses  Postulates  aus  vorgehalten  würde,  daß  es  nachweislich, 
nicht  nur  praktisch,  kein  Kriterium  der  Transzendenz  gibt, 
können  wir  immerhin  erwidern:  Es  kann  uns  aber  kein  spezielles 
Beispiel  angegeben  werden,  in  dem  es  ein  solches  Kriterium  nicht 
geben  kann^ 

Zum  Schlüsse  sei  noch  hervorgehoben,  daß  das  Postulat  der 
Entscheidbarkeit  in  der  Geometrie  eine  stillschweigende  und  zugleich 
nirgends  in  den  Schlüssen  auftretende  Voraussetzung  ist.  Ob  zwei 
Punkte  verschieden  sind  oder  zusammenfallen,  betrachten  wir  stets 
als  bestimmt,  ohne  nach  einem  Kriterium  zu  fragen. 


'  Wie  mir  Herr  Geheimrat  H.  A.  Schwarz  mitteilt,  hat  er  au  Kronecker 
tatsächlich  als  Erwiderung  auf  dessen  Kinwände  gegen  Weierstraß'  Irrational- 
zahlenthcorio  die  Aufforderung  gerichtet,  ein  nachweislich  unentscheidhares  Beispiel 
anzugchen. 
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xxm. 

Die  Paradoxie  der  endlichen  Bezeichnung. 

§  93.  In  §  18  bewiesen  wir  den  Satz  der  endlichen  Bezeichnung, 
daß  eine  Menge,  in  der  jedes  Element  durch  eine  endliche  Zusammen- 
stellung von  Zeichen  eindeutig  beschrieben  werden  kann,  abzählbar 
ist.  Umgekehrt  ist  auch  jede  abzählbare  Menge  einer  endlichen 
Bezeichnung  fähig,   da  ihre  Elemente  nummeriert  werden  können. 

Das  Kontinuum  ist  demnach  einer  endlichen  Bezeichnung  nicht 
fähig,  ebensowenig  die  zweite  Zahlklasse  oder  die  Menge  aller 
stetigen  Funktionen,  geschweige  denn  die  aller  Funktionen.  — 

Jede  Definition  ist  eine  endliche  Bezeichnung.  Denn  alles  was 
in  "Worten  ausgesprochen  werden  kann,  läßt  sich  schreiben  und 
drucken,  also  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Zeichen  eindeutig 
beschreiben.  Hierauf  beruht  folgendes  Sophisma:  Jede  irrationale 
Zahl  bestimmt  eindeutig  einen  unendlichen  Kettenbruch,  dessen 
unendliche  Ziffernreihe  als  solche  natürlich  nicht  gegeben  sein 
kann.  Vielmehr  muß  ein  Bildungsgesetz  für  diese  Ziffern  (Nenner) 
vorliegen,  das,  wie  kompliziert  es  auch  sei,  jedenfalls  durch  eine 
endliche  Anzahl  von  Buchstaben  des  Alphabets  geschrieben  oder 
gedruckt  werden  kann.  Die  Menge  der  Irrationalzahlen  ist  also 
einer  endlichen  Bezeichnung  fähig,  d.  h.  abzählbar,  gegen  unseren 
früheren  Beweis  ihrer  Nicht-Abzählbarkeit.  — 

Der  Fehlschluß  liegt  in  der  Annahme,  daß  zu  jeder  Irrational- 
zahl ein  „Bildungsgesetz"  bekannt  sei.  Man  bestätigt  leicht,  daß 
dies  nicht  zutrifft;  es  folgt  auch  sofort  aus  der  korrekten  Durch- 
führung unseres  Schlusses. 

Trotzdem  liegt  in  dem  Sophisma  eine  Schwierigkeit  verborgen  ; 
nur  führt  sie  nicht  zu  Paradoxieen  und  ist   schwer   in  Worte    zu 
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fassen.  In-iitionalzahlcn  wie  \l2  und  7t  betrachten  wir  als  gegeben, 
w.'il  sie  ileliniert  sind.  Alle  in  diesem  Sinne  „gegebenen"  Irratio- 
nalzahlen bilden  eine  abzählbare  Menge :  es  existieren  darum  Irra- 
tionalzahlen, die  nicht  gegeben  sind.  Praktisch  liegt  darin 
keine  Schwierigkeit:  Wir  haben  es  noch  nicht  nötig  gehabt,  uns 
mit  ihnen  zu  beschäftigen.  Es  gibt  ja  auch  algebraische,  speziell 
rationale,  auch  ganze  Zahlen,  die  noch  nicht  Gregenstand  mathema- 
tischer, auf  sie  allein  gerichteter  Arbeit  waren.  Und  die  Mathematik 
geht  auf  die  allgemeinen  Gresetze  aus;  die  „individuellen"  Eigen- 
schaften irgend  einer  Zahl  haben  zumeist  nur  Interesse  als  An- 
wendungen der  allgemeinen  Gesetze.  Sowie  wir  aber  diese  An- 
wendung versuchen,  taucht  die  Schwierigkeit  auf :  Die  Eigenschaften 
der  allgemeinen  Irrationalzahlen  sind  ohne  Kriterien  definiert; 
in  der  Algebra  dagegen  besitzen  wir  fast  durchweg  Kriterien,  und 
sie  lassen  sich  ohne  weiteres  anwenden,  wenn  auch  die  Durchführung 
der  Rechnung  trotz  ihrer  Endlichkeit  menschliche  Kräfte  über- 
steigen mag. 

Die  Möglichkeit  der  Kriterien  in  der  Algebra  entspringt  aus 
der  Existenz  eines  allgemeinen  endlichen  Definitionsschemas  der 
algebraischen  Zahl :  dies  ist  die  algebraische  Gleichung.  Ein  solches 
Schema  kann  es  für  die  allgemeinen  Irrationalzahlen  nicht  geben, 
weil  ihre  Menge  sonst  abzählbar  sein  müßte.  Und  darum  kann 
es  meines  Erachtens  auch  keine  Kriterien,  z.  B.  kein  Kriterium  der 
Transzendenz  geben.  Für  eine  algebraische  Zahl  gibt  es  eine 
bevorzugte,  einfachste  Definition :  ihre  irreduzible  Gleichung.  Für 
eine  transzendente  Zahl  gibt  es  das  nicht ;  z.  B.  e  ist  auf  zwei 
Arten  definiert,  und  es  existiert  kein  Gesichtspunkt  allgemeiner 
Natur,  der  einer  dieser  Definitionen  den  Vorzug  gäbe.  Geht  man 
die  Definitionen  der  bisher  untersuchten  Transzendenten  durch,  so 
findet  man  Integrale,  Reihen  und  andere  Grenzprozesse,  transzen- 
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dente  Gleichungen  und  Kümbinationen  solcher  Hiilfsmittel  darunter. 
"Werfe  ich  die  Frage  auf:  „Wie  müßte  das  Kriterium  der  Trans- 
zendenz einer  gegebenen  Irrationalität  aussehen?",  so  entsteht  sofort 
die  zweite  Frage:  AVie  müßte  denn  eine  „gegebene"  Irrationalität 
selbst  aussehen?  Sucht  man  die  Frage  irgend  wie  zu  spezialisieren, 
z.  ß.  durch  Beschränkung  auf  unendliche  Reihen  und  unter  diesen 
etwa  auf  Kettenbrüche,  so  sieht  man  sofort  wieder,  daß  im  Falle 
der  Unendlichkeit  dieses  Bruches  —  und  der  kommt  allein  in 
Betracht,  —  ein  Bildungsgesetz  bekannt  sein  muß.  Wie  aber  sieht 
ein  Bildungsgesetz  aus? 

§  94.  Analoge  Schwierigkeiten  müssen  bei  jeder  nicht-abzähl- 
baren Menge  auftreten.  Nächst  dem  Kontinuum  am  bekanntesten 
und  in  ihrer  Struktur  in  mancher  Hinsicht  einfacher  ist  die  zweite 
Cantorsche  Zahlklasse.  Sie  zeigt  besser  als  das  Kontinuum, 
welchen  Einfluß  die  Nichtabzählbarkeit  auf  die  mathematische 
Behandlung  hat. 

Durch  die  drei  Operationen  cc-\- ß,  cc.ß,  «i*  und  das  neue  Zeichen 
G)  können  wir  eine  abzählbare  Menge  von  Zahlen  der  zweiten 
Klasse  systematisch  bezeichnen  und  damit  den  Anfang  der  Reihe 
hinschreiben,  aber  auch  nur  den  Anfang.    Er  sieht  so  aus : 

ca,  oJ  +  1,         cJ  +  2,     ...         a  +  x,     ... 

03.2,     09.2  +  1,     Gj.2  +  2,     ...     (o.2-\-x,     ... 
(0.3,     03. 3  +  1,     o).3  +  2,     ...     oj.3  +  ;£,     ... 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

(o.n,     03 .  ii  +  1 ,     oj . »  +  2 ,     ...     (o.n-\-x,     ... 
a>\  (ö^  +  l,        Gj'  +  2,     ...        (o'  +  x,     ... 
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«'  +  OJ  ,     0)*  +  OJ  +  1 ,      ...      u.    s.   f. 

co^  -\-  a  .n,     ... 

co\2,  m'.2  +  1,     ...     u.  s.  f. 

Wii'  ,i;;olangen  zu  aj%  co*,  ...  g)'" ,  weiter  zu  gj'"  etc.,  und  sind 
damit  imstande,  alle  Zahlen  unterhalb  der  ersten  Epsilonzahl 
zu  liozi'ichnen.  Diese  selbst  aber  genügt  den  drei  Gleichungen 
(0  +  a  -—  co.s  =  03^ ,  läßt  sich  also  nicht  durch  unsere  drei  Opera- 
tionen auf  03  zurückführen.  Fügen  wir  jetzt  s  als  neues  Zeichen 
zu  den  bisher  benutzten  Zeichen  0,  1,  ...  9,  co  hinzu,  so  gestattet 
dieses  neue  Zeichensystem  die  Bezeichnung  bis  zur  zweiten  «-Zahl. 
Bezeichnen  wir  die  Epsilonzahlen  durchweg  mit  £« ,  worin  «  der 
Ordnungstypus  der  Menge  aller  vorangehenden  Epsilonzahlen  ist, 
so  gelangen  wir  damit  bis  zu  der  ersten  Epsilonzahl,  die  ihrem 
«Mgenen  Index  gleich  ist  und  für  die  eine  Bezeichnung  noch  nicht 
eingeführt  ist.  Wir  sehen  also,  daß  die  Bezeichnung  der  zweiten 
Zahlklasse  dauernd  zur  Einführung  neuer  Zeichen  zwingt.  Interessant 
ist  dabei  nun  die  Tatsache ,  daß  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
neuen  Zeichen  erforderlich  ist,  um  bis  zu  einem  vorgeschriebenen 
Tjrpus  zu  gelangen.  Es  ist  also  jede  Zahl  der  zweiten  Klasse 
einer  endlichen  Bezeichnung  fähig,  die  ganze  Zahlklasse  selbst 
dagegen  nicht.  Das  kann  nicht  ernstlich  befremden,  wenn  man 
sich  erinnert,  daß  die  zweite  Zahlklasse  ein  Haupttj^pus ,  d.  h. 
allen  ihren  Resten  ähnlich  ist.  Bis  zu  welcher  Zahl  wir  auch 
vordringen,  stets  ist  der  Rest  noch  von  derselben  Struktur ;  hinter 
jeder  noch  so  weit  vorgetriebenen  Bezeichnung  liegt  wieder  die- 
selbe Menge  unbezeiohneter  Zahlen,  wie  hinter  «  selbst.  Analoge 
Verhältnisse  treten  bei  der  Menge  der  endlichen  Zahlen  auf.  Auch 
dort   liegen    hinter   jeder  Zahl   ebensoviele  wie   hinter   der  Eins. 
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Und  beispielsweise  gibt  es  zu  jeder  ganzen  Zahl  a  eine  Basis  x 
eines  Zahlsystems ,  in  dem  a  eine  vorgeschriebene  Anzahl  von 
Stellen  hat.  Trotzdem  also  jede  Zahl  etwa  sechsstellig  ge- 
schrieben werden  kann,  gibt  es  kein  Bezeichnungs Schema  um 
alle  ganzen  Zahlen  sechsstellig  zu  schreiben.  Analog  ist  das  Ver- 
halten der  zweiten  Zahlklasse,  die  selbst  nicht  endlich  bezeichnet 
werden  kann,  wiewohl  jeder  Abschnitt  einer  endlichen  Bezeichnung 
fähig  ist. 

§  95.  Die  vorstehenden  Erörterungen  zeigen  einen  Unterschied 
im  G-ebrauch  der  Worte  „alle"  und  „jeder",  hinter  dem  man, 
vielleicht  mit  Recht,  vielleicht  auch  nicht,  einen  logischen  Unter- 
schied gesucht  hat,  ohne  ihn  bisher  fixieren  zu  können.  Wenn 
wir  die  bisherigen  Betrachtungen  daraufhin  durchsehen,  so  scheint 
der  Unterschied  gar  nicht  in  den  Worten  „alle"  und  „jeder", 
sondern  in  dem  Doppelsinn  des  Wortes  „ein"  zu  liegen,  dessen 
Sinn  zwischen  „je  ein"  und  „ein  und  dasselbe"  wechselt,  wie  in 
folgenden  Beispielen: 

Es  gibt  für  jede  Zahl  der  zweiten  Klasse  eine  endliche 
Darstellung,  aber  nicht  eine  endliche  Darstellung  aller  Zahlen 
der  zweiten  Klasse. 

Es  giebt  für  jede  Transzendente  e  i  n  Kriterium  ihrer  Trans- 
zendenz ,  aber  nicht  für  alle  Transzendenten  e  i  n  Kriterium. 
(Dieser  Satz  ist  durchaus  problematisch.) 

Da  der  Unterschied  hier  wohl  klar  zu  Tage  liegt ,  könnte 
der  Gegenstand  verlassen  werden.  In  jüngster  Zeit  ist  aber  dem 
Paradoxon  der  endlichen  Darstellung  eine  Formulierung  gegeben 
worden ,  die  auf  der  soeben  beschriebenen  Verwechslung  beruht ; 
und  da  diese  Formulierung  das  Paradoxon  durch  Festlegung  im 
Druck    für    absehbare   Zeit    dem   Schicksal    entrissen   hat,    trotz 
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seiner  Beliebtheit  als  mathematische  Stammtischunterhaltung  eines 
Tafifcs  in  Vergessenheit  zu  geraten,  so  sei  es  gestattet,  an  dieser 
IS  teile  darauf  einzugehen. 

a)  Da  es  nicht  für  alle  Zahlen  des  Kontinuums  eine  endliche 
Darstellung  geben  kann,  so  gibt  es  Zahlen,  die  nicht  endlich  dar- 
stellbar sind. 

b)  Es  sei  31  die  Menge  aller  endlich  darstellbaren  Zahlen 
dos  Kontinuums.  Sie  ist  abzählbar,  definiert  also  nach  dem  Dia- 
gonalverfahren eine  nicht  in  ihr  enthaltene  Zahl  u. 

e)  u  ist  nicht  darstellbar ,  weil  nicht  in  31  enthalten.  Wir 
haben  aber  seine  Definition  soeben  mit  einer  endlichen  Anzahl 
von  Worten  ausgesprochen,  also  ist  u  doch  endlich  darstellbar. 

Daß  a)  falsch  ist,  war  soeben  gezeigt.  Es  gibt  keine  end- 
liche Darstellung  für  alle  Zahlen  des  Kontinuums  zugleich,  trotz- 
dem kann  jede  einzelne  endlich  darstellbar  sein,  wie  wir  deut- 
licher an  der  zweiten  Zahlklasse  sahen,  auf  die  das  Paradoxon 
ebensogut  paßt.  Infolgedessen  ist  auch  der  Schluß  b)  falsch,  der 
nur  a)  umkehrt. 

Im  übrigen  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  daß  die  Dis- 
junktion zwischen  endlich  darstellbaren  und  endlich  nicht  dar- 
stellbaren Zahlen  unentscheidbar  ist,  da  es  natürlich  unmöglich 
ist,  Zahlen  der  zweiten  Art  anzugeben  :  jede  Definition  ist  eine 
CO  ipso  endliche  Darstellung.  Man  kijnnte  also,  wenn  das 
Paradoxon  wirklich  ernsthaft  wäre,  seine  Lösung  getrost  derje- 
nigen höheren  Intelligenz  überlassen,  die  einer  Kenntnis  endlich 
nicht  darstellbarer  Zahlen  fähig  ist. 

Beachtet  man  noch,  daß  eine  endliche  Darstellung  eine  Zu- 
ordnung eines  Dings  zu  einer  Zeichenkombination  ist,  so  erkennt 
man.  daß  überhaupt  jedes  Ding  endlich  darstellbar  ist;  wenigstens 
ist  nicht  einzusehen,  warum  ich  ihm  nicht  eine  bis  jetzt   sinnlose 
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Kombination  soll  zuordnen  können.  Endliche  Darstellbarkeit  hat 
also  nur,  auf  abzählbare  Mengen  angewandt,  einen  vernünftigen 
Sinn,  nicht  aber,  wenn  von  einzelnen  Dingen  die  Rede  ist.  — 

XXIV. 

Ultrafinite  Paradoxieen. 

§  96.  Wir  kommen  nun  zu  einem  ernsthaften  Mangel,  der  den 
mengentheoretischen  Betrachtungen  in  ihrer  allgemeinen  Durch- 
führung anhaftet.  Er  besteht  in  der  Ungeklärtheit  des  BegriiFs 
der  Menge  selbst.  Wir  kennen  unendliche  Mengen,  auf  die  unsere 
Betrachtungen  widerspruchsfrei  anwendbar  sind,  aber  wir  haben 
bisher  keine  Kenntnis  derjenigen  Eigenschaften,  die  der  Definition 
einer  Menge  zu  eigen  sein  müssen,  damit  diese  Widerspruchs- 
losigkeit  gewährleistet  ist.  Daß  solche  vorhanden  sein  müssen, 
können  wir  durch  die  Existenz  paradoxer  Mengen  zeigen.  Da 
der  Ausgangspunkt  der  Mengenlehre  ein  rein  logischer  zu  sein 
scheint ,  nehmen  auch  die  Paradoxieen ,  auf  die  wir  stoßen ,  zum 
Teil  einen  rein  logischen  Charakter  an,  wie  das  Paradoxon  von 
Russell.  Diese  sind  aber  wieder  ungefährlich,  da  sich  die  in 
ihnen  auftretenden  Begriffe  als  unscharf  nachweisen  lassen.  Eine 
ernste  Schwierigkeit  liegt  dagegen  in  dem  Paradoxon  einer  an- 
scheinend mathematisch  definierten  Menge ,  die  wir  an  zweiter 
Stelle  betrachten  wollen. 

Von  den  paradoxen  Mengen ,  die  wir  hier  untersuchen ,  läßt 
sich  leicht  zeigen ,  daß  sie  von  größerer  Mächtigkeit  als  jedes 
Alef  sind.  Wie  nun  unendliche  Mengen  bei  der  Anwendung  des 
endlichen  Anzahlbegriffs  Paradoxieen  ergeben,  so  scheint  wiederum 
bei  Mächtigkeiten,  die  über  jedes  Alef  hinausgehen,   die  Anwen- 
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(lun;^  (Kt  transfiniton  Mächtiojkeitslehre  zu  versagen.  Ob  der 
(irund  dafür  in  gewissen  unentdeckten  Axiomen  des  Transfiniten 
oder  aber  in  der  Definition  der  paradoxen  Mengen  selbst  steckt. 
die  dann  gar  nicht  existieren  würden,  das  ist  noch  unentschieden. 
Wir  wollen  diese  Art  Mengen  und  die  ihnen  eigenen  Wider- 
sprüche als  ultrafinit  bezeichnen,  hiermit  das  Wort  trans- 
finit  auf  Mengen  beschränkend,  auf  die  die  Lehre  vom  Trans- 
finiten anwendbar  ist.  Der  Vorschlag,  das  Wort  „Menge"  selbst 
liir  widerspruchsfreie  Biengen  zu  reservieren,  ist  noch  nicht  zu  all- 
gemeiner Anerkennung  durchgedrungen.  Auch  kann  ich  mich  ihm 
hier  darum  nicht  anschließen,  weil  die  paradoxen  Begriffe,  von 
denen  ich  berichten  werde,  allgemein  unter  den  Namen:  „Menge 
aller  Mengen",  „Menge  aller  Ordnungszahlen"  bekannt  sind. 

§  97.  Bei  der  Wohlordnung  lernten  wir  die  Operation  -f- 1 
kennen,  die  im  Anhängen  eines  Elementes  besteht.  Darin  liegt 
die  stillschweigende  Annahme,  daß  man  zu  jeder  Menge  noch  ein 
Element  hinzufügen  kann.  Betrachtet  man  aber  die  „Menge 
aller  Dinge",  so  sieht  man,  daß  diese  Annahme  eine  Beschrän- 
kung des  Mengenbegriffs  enthält.  Ferner  war  in  Kap.  VIII  be- 
wiesen, daß  die  Menge  M  aller  Teilmengen  von  M  höhere  Mäch- 
tigkeit hat,  als  M  selbst.  Dieser  Satz  kann  für  die  Menge  aller 
Dinge  nicht  gut  zutreffen,  da  es  offenbar  keine  Menge  von  hö- 
herer Mächtigkeit  geben  kann.  Betrachten  wir  den  in  §  24  ge- 
führten Beweis  näher ,  so  sehen  wir ,  daß  wir  ihn  an  unserem 
Beispiel  wesentlich  vereinfachen  können.  Nennen  wir  zunächst 
die  Menge  aller  Dinge  2).  Jede  Teilmenge  von  ®  ist  eine  Menge, 
also  ein  Ding  (nämlich  ein  Gegenstand  des  Denkens),  also  in  ® 
als  Element  enthalten.  Wir  l)rauchen  darum  nicht  erst  anzu- 
nehmen,  daß  eine  besondere  Zuordnung  zwischen  den  Dingen  und 


§  97.  —     629     — 

den  Teilmengen  von  2)  hergestellt  werde:  wir  ordnen  jede  Teil- 
menge sich  selbst  zu,  d.  h.  wir  wählen  die  Identität  als  Zu- 
ordnung. 

Der  Beweis  des  §  24  betrachtet  nun  die  Teilmenge  Y  aller 
Dinge  von  2) ,  die  in  den  ihnen  zugeordneten  Teilmengen  nicht 
enthalten  sind.  Ist  daher  N  eine  Teilmenge  von  ^,  so  haben 
wir  zu  fragen:  Ist  X  in  sich  selbst  enthalten?  Wenn  ja,  so 
rechnen  wir  es  zu  einer  Menge  X,  wenn  nein,  zu  Y.  Y  ist  also 
die  Menge  aller  Mengen  die  sich  nicht  selbst  enthalten.  Solche 
Mengen  gibt  es.  Z.  B.  jedes  Element  von  ®  ist  eine  ganze  Zahl, 
®  selbst  aber  nicht.     ®  enthält  sich  daher  nicht.  — 

Der  Schluß  des  §  24  nimmt  jetzt  folgende  Gestalt  an : 

1)  Y  enthalte  sich  selbst,  d.  h.  es  befinde  sich  unter  den 
Mengen  ,  die  wir  zu  Y  rechnen.  Wir  rechnen  aber  zu  Y  dieje- 
nigen Mengen  die  sich  nicht  selbst  enthalten. 

2)  Y  enthalte  sich  nicht  selbst,  so  ist  es  eine  der  Mengen, 
die  wir  zu  Y  rechnen,  daraus  aber  folgt:   Y  enthält  sich  selbst. 

Dies  ist  das  Russeische  Paradoxon^  von  der  Menge  der  Men- 


'  Russell,  TLe  Principles  of  Matliematics.  Russell  hat  dort  das  Paradoxon 
auf  die  verschiedensten  logischen  Formen  gebracht,  von  denen  die  folgende 
hier  wiedergegeben  sei  (§  78.  1.  c.) : 

Jedes  Prädikat  a  (im  logischen  Sinne)  läßt  sich  entweder  von  sich  selbst 
aussagen  und  möge  dann  der  Kürze  halber  als  „prädikabel"  bezeichnet 
werden,  oder  es  läßt  sich  nicht  von  sich  selbst  aussagen,  dann  möge  es  „im- 
prädikabel"  heißen.  Das  Prädikat  „denkbar"  ist  prädikabel,  denn  es  ist  selbst 
denkbar.  Das  Prädikat  „tugendhaft"  ist  „imprädikabel",  denn  es  ist  selbst 
nicht  tugendhaft. 

Die  Disjunktion  zwischen  prädikabel  (ij)  und  imprädikabel  (i)  ist  voll- 
ständig: Jedes  Prädikat  a  ist  entweder  p,  d.  h.  a  ist  a,  oder  es  ist  i,  d.  h.  a 
ist  non-a.  Demnach  ist  auch  das  Prädikat  i  =  imprädikabel  entweder  i  oder 
2).     Ist   es   aber  prädikabel  (j;),  so  heißt  das:    „i  ist  i",    im  Widerspruch   mit   „i 
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«'on.  di«'  sich  nicht  selbst  enthalten.  Es  ist  nicht  speziell  ma- 
thematisch, daher  auch  dem  Laien  verständlich,  aber  zugleich  un- 
gefährlich für  den  Mathematiker,  der  ja  mit  der  Menge  aller  Dinge 
nichts  zn  tun  hat. 

Die  Liisungsversuche  des  Russeischen  Paradoxons^  sind  durchweg 
Prohlemverschiebungen,  wie  der  folgende:  „Eine  Menge  ist  von 
jedem  einzelnen  ihrer  Elemente  verschieden  ^  Die  Menge  aller 
Mengen,  die  sich  nicht  selbst  enthalten,  ist  daher  die  Menge  aller 
I\Iengen  ii])erhaupt.  Diese  aber  existiert  nicht,  da  sie  ja,  als  Menge, 
eines  ihrer  Elemente  sein  müßte."  Hier  wird  aus  der  Paradoxie 
auf  die  Nichtexistenz  der  Menge  geschlossen.  Die  formale  Verein- 
fachung des  Paradoxons  nimmt  diesem  Schluß  weder  die  Banalität, 
noch  den  Charakter  des  Zirkels,  der  durch  den  Anspruch  hinzu- 
kommt, das  Paradoxon  zu  erklären. 

§  98.  Da  die  „Menge  aller  Dinge"  auch  mathematisch  nicht- 
detinierbare  Objekte  enthält,  braucht  ihre  Paradoxie  den  Mathe- 
matiker nicht  sonderlich  zu  beunruhigen.  Leider  gibt  es  aber 
auch    rein  -  mathematisch    definierte   Mengen ,    die    in    sich   wider- 


ist p".  und  ist  es  imprädikabel,  (i  ist  i),  so  ist  es  damit  von  sich  selbst  aus- 
gesagt, also  prädikabel  {p). 

In  dieser  rein  logischen  Form  ist  das  Paradoxon  von  Unendliclikcitsfragen 
frei,  wenigstens  formal.  Man  möge  danach  den  Wert  der  Behauptung  beurteilen, 
die  Mathematik  verdanke  ihre  Sicherheit  lediglich  der  Logik. 

'  Die  kurz  vor  Beendigung  des  Drucks  erschienene  Arbeit  Poincarcs 
(Re\-ue  de  M»'ta])hysifiue  et  de  Morale  XIV,  3)  konnte  leider  nicht  mehr  berück- 
sichtigt werden,  llire  Bedeutung  geht  über  das  hier  besprochene  Problem  weit 
hinaus. 

■'  Auch  dann,  wenn  sie  nur  ein  Element  enthält.  Die  Menge  ©  aller  ganzen 
Zahlen  z.  B.  enthält  unendlich  viele  Dinge,  die  aus  dem  einen  Ding  63  licstehende 
Menge   lW|    aber  nur  dieses  eine  Ding.     }6J|   ist  also  von  ÖJ  verschieden. 
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spruchsvoll  sind ,  und  ich  halte  es  für  gewiß ,  daß  diese  Wider- 
sprüche denselben  Ursprung  haben ,  wie  das  Paradoxon  von  2). 
Als  Typus  solcher  paradoxen  Mengen  kann  die  Menge  Trailer 
Ordnungszahlen  bezeichnet  werden.  Daß  sie  paradox  ist, 
ergibt  unser  Satz  XXXIII,  nach  dem  W  eine  nicht  in  ihr  ent- 
haltene Ordnungszahl  definieren  müßte,  die  andererseits  in  W 
als  der  Menge  aller  Ordnungszahlen  enthalten  wäre. 

In  der  Tat :  Nach  Satz  XXXII  ist  W  wohlgeordnet.  Der 
Ordnungstypus  |  von  W  wäre  daher  ein  Element  von  T^;  der 
Abschnitt  dieses  Elementes  hätte  nach  Satz  XXX  den  Ordnungs- 
typus  I,    d.  h.    W  wäre   einem  seiner  Abschnitte  ähnlich,    gegen 

Satz  xxni. 

Die  erste  Veröffentlichung  über  diese  Paradoxie  stammt  von 
Herrn  Burali-Forti.  Nach  einer  Mitteilung  von  Herrn  Bern- 
stein ist  sie  aber  Georg  Cantor  schon  früher  bekannt  ge- 
wesen. Ich  halte  sie  für  auch  heute  noch  völlig  ungelöst  und 
werde  keinen  Versuch  machen,  sie  zu  beheben.  Dagegen  ist  es 
notwendig,   die    einzelnen  Lösungsversuche    kurz    zu   besprechen. 

Erster  Versuch:  Jeder  Abschnitt  von  IFist  wohl- 
geordnet,   IT  selbst  nicht. 

Wir  haben  bereits  gezeigt,  daß  W  wohlgeordnet  ist.  Außer- 
dem würde  aus  der  Wohlordnung  jedes  Abschnittes  von  W  ohne 
weiteres  die  Wohlordnung  von   W  folgen. 

Zw^eiter  Versuch:  W  ist  wohlgeordnet,  hat  aber 
keinen  Ordnungstypus.  Dieser  Aussage  vermag  ich  keinen 
Sinn  abzugewinnen.  Die  Aussage,  daß  eine  wohlgeordnete  Menge 
M  einen  Ordnungstypus  ft  besitzt,  behauptet,  daß  eine  Menge  M" 
existiert ,  der  M  ähnlich  ist.  Da  nun  auf  alle  Fälle  M  zu  sich 
selbst  ähnlich  ist,  definiert  jede  wohlgeordnete  Menge  einen  Ord- 
nungstypus. 

Abhandlangen  der  Friesischen  Schule.    I.  £d.  4u 
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Dritter  Vorsuch:  Es  ist  nicht  möglich,  ein  Element 
m  hinter  die  Menge  W  zu  ordnen,  d.  h.  die  Vereini- 
«'•ungs menge  {W+rn)  so  zu  ordnen,  daß  m  auf  alle 
Elemente  von  IT  folgt.  Auch  den  Sinn  dieser  Behauptung 
vi-rmag  ich  nicht  zu  verstehen.  Sind  a,  h  zwei  verschiedene 
Elomento  der  Vereinigungsmonge  (ir+m),  so  sind  entweder 
heide  in  W  oder  eines  von  ihnen  ist  mit  m  identisch,  das  andere  % 
in  \V.  Das  Zeichen  a^=^h  möge  im  ersten  Fall  den  bekannten 
Sinn  haben,  im  zweiten  Fall  möge  es  die  Behauptung  aussprechen, 
daß  h  dasjenige  der  beiden  Elemente  sei,  welches  mit  m  identisch 
ist.  Durch  diese  Festsetzung  ist  faktisch  ni  hinter  alle  Ele- 
mente von  W  geordnet;  ein  Beweis,  daß  solches  unmöglich  sei, 
kann  also  nur  davon  ausgehen,  daß  die  Bildung  der  Vereinigungs 
menge  {W+7n)  bereits  ohne  jede  Ordnungsfestsetzung  unmöglich 
i.st.    Dies  ist  in  der  Tat  der 

Vierte  Versuch :  Es  ist  nicht  möglich,  die  Vereini- 
gungsmenge (W+w?)  zu  bilden.  Diese  Behauptung  ist  direkt 
falsch,  wenn  nicht  etwa  W  mit  der  Menge  ^  identisch  ist ,  die 
duch  alle  Dinge ,  nicht  nur  Ordnungszahlen  enthält.  Aus  der 
Tatsache  allein,  daß  m  hinter  IF  geordnet  werden  und  dadurch 
zu  einem  Widerspruch  Anlaß  geben  könnte,  läßt  sich  auf  die 
Nichtexistenz  von  (W-\-m)  nur  durch  folgenden  Zirkel  schließen: 

^{W+m)  enthält  einen  "Widerspruch.  Er  rührt  davon  her, 
daß  diese  Menge  nicht  gebildet  werden  darf.  Sie  darf  aber  darum 
nicht  gebildet  werden,  weil  sie  einen  Widerspruch  enthält." 

Übrigens  wird  durch  das  Verbot  der  Bildung  von  (W+m) 
nichts  gewonnen.    Ordnet  man  nämlich  ^  das  erste  Element  0  von 


4 
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'  Durch  die  Vorschrift:  a  «-  /J  bedeute,  daß  a  von  ß  verschieden  ist,  und 
zwar ,  wenn  beide  von  0  verscliieden  sind ,  daß  a  ^aß  ist ,  dagegen ,  wenn  eine 
der  beiden  Zahlen  die  0  ist,  daß  ß  diese  Zahl  bezeichnet. 
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W  hinter  den  mit  1  beginnenden  komplementären  Rest  W  von 
W,  so  erhält  man ,  da  W  zu  W  ähnlich  ist ,  eine  wohlgeordnete 
Menge  von  höherem  Typus  als  W.  Endlich  bedeuten  die  beiden 
letzten  Versuche  nichts  anderes  als  eine  Anfechtung  des  ersten 
Erzeugungsprinzips,  das  im  Anhängen  eines  Elementes  besteht. 
Damit  wird  die  Bildung  von  W  selbst  fraglich,  und  sofern  die 
besprochenen  Versuche  das  Ziel  verfolgen,  die  Widerspruchslosig- 
keit  von  W  zu  retten,  gleichen  sie  daher  dem  Verfahren  des 
Mannes ,  der  den  Ast  absägt  auf  dem  er  sitzt ,  oder  jenes  Ehe- 
paares ,  das  aus  seinem  brennenden  Hause  Stiefelknecht  und 
Mausefallen  rettet,  das  Kind  aber  vergißt. 

Die  Menge  W  selbst  ist  übrigens  gegen  alle  Ehrenrettungen 
im  höchsten  Grrade  undankbar.  So  bemühen  sich  im  60sten 
Bande  der  mathematischen  Annalen  gleichzeitig  Bernstein  und 
Jourdain  um  ihre  Widerspruchslosigkeit ,  wobei  der  erste  auf 
Grund  der  Eigenschaften  von  W  beweist,  daß  es  Mengen  gibt, 
die  nicht  wohlgeordnet  werden  können,  während  dem  zweiten  der 
Beweis  des  Gegenteils  gelingt. 

§  99.  Das  Paradoxon  der  Menge  W  erinnert  an  diejenigen 
Antinomieen,  die  nach  Kant  entstehen,  wenn  wir  die  Natur  als 
ein  abgeschlossenes  Ganze  betrachten.  Nach  Fries  entspringt 
ferner  die  Unendlichkeit  des  Raumes ,  der  Zeit  und  der  Zahlen- 
reihe daraus ,  daß  sie  als  formale  Bedingungen  der  Erfahrung 
deren  unvollendbaren  Charakter  widerspiegeln  müssen.  Wie  weit 
diese  Argumentation  durch  die  mengentheoretischen  Entdeckungen 
beeinflußt  werden  mag ,  —  ob  dies  der  Fall  ist ,  muß  hier  außer 
Betracht  bleiben,  —  sie  ist  jedenfalls  auf  die  Mengen  ®  und  W 
mit  aller  Schärfe  anwendbar.  Die  Menge  aller  Dinge  ist  kein 
abgeschlossenes  Ganze,    weil   unsere  Erkenntnis  jederzeit  unabge- 
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schlössen  ist,  und  die  Menge  W  ist  als  formales  „Gerippe"  des 
unvullendbaren  Prozesses  der  Bildung  wohlgeordneter  Mengen 
selbst  uuvuUendbar.  Nicht  das  Operieren  mit  den  Begriffen  W 
und  1>  ist  die  Quelle  der  Widersprüche,  vielmehr  sind  diese  Be- 
grÜFe  selbst  unhaltbar.  Hiermit  soll  eine  Lösung  des  Paradoxons 
nicht  gegeben  sein,  wir  werden  vielmehr  die  Schwierigkeit  sofort 
an  einer  anderen  Stelle  auftreten  sehen.  Aber  sie  erscheint  dort 
nicht  mehr  unbehebbar. 

Es  fehlt  uns  bis  heute  völlig  an  einer  tiefgehenden  Kritik 
des  Mengenbegriffs.  Die  Leichtigkeit,  mit  der  sich  mit  Zahlen- 
und  Punktmengen  einwandfrei  operieren  läßt,  hat  zu  einem  unbe- 
rechtigten Vertrauen  auf  die  Zulässigkeit  des  Zusammenfassens 
unendlich  vieler  Dinge  zu  einer  Menge  geführt.  Wenn  wir  daher 
die  Menge  aller  Ordnungszahlen  als  widerspruchsvollen  Begriff' 
erkennen ,  sind  wir  aufs  hi)chste  befremdet ,  da  im  Begriff  der 
trausfiniten  Ordnungszahl  ein  Widerspruch  nicht  zu  entdecken  ist.  j 
Die  Operation  des  Zusammenfassens  galt  vor  Entdeckung  der 
Mengenlehre  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Individuen  als  zu- 
lässig. Unendliche  Mengen  hielt  man  für  schlechtweg  paradox. 
Diese  einfache  Scheidung  ist  heute  hinfällig  geworden,  aber  para- 
doxe Mengen  existieren  noch  immer.  Wenn  wir  daher  konsta- 
tieren, daß  die  Zusanmienfassuug  aller  Ordnungszahlen  zu  einer 
Menge  unzulässig  ist,  so  sind  wir  nicht  in  der  Lage,  diese  Unzu- 
lässigkeit aus  den  Begriffen  „Menge"  und  „Ordnungszahl"  zu  be- 
weisen .  wir  müssen  uns  lediglich  mit  dem  Faktum  des  Wider- 
spruchs begnügen. 

Nimmt  man  den  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen  vierten 
Vorschlag  an,  so  entsteht  ein  analoges  Problem  für  die  mengen- 
theoretischen Operationen,  insbesondere  das  Verbinden  zweier 
Mengen.     Es  ist  leicht  einzusehen,   daß  hierdurch  die   ganzen  Er- 
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gebnisse  der  Mengenlehre  mit  einem  großen  Fragezeichen  ver- 
sehen werden.  Denn  wenn  die  elementarsten  Voraussetzungen 
unbekannte  Grenzen  ihrer  Zulässigkeit  haben .  gilt  das  Grleiche 
von  allen  darauf  gestützten  Folgerungen.  Ganz  anders,  wenn  das 
Fragezeichen  an  den  Begriff  der  Menge  gesetzt  wird.  Dann 
wissen  wir  zwar  nicht,  was  alles  in  den  Bereich  der  Mengen- 
theorie fällt;  wir  wissen  aber  von  einzelnen  Mengen,  z,  B.  den 
beiden  ersten  Zahlklassen,  daß  sie  dazu  gehören,  und  für  diese 
bleiben  daher  alle  unsere  Folgerungen  in  Kraft.  In  der  Tat  kann 
das  Paradoxon  von  W  an  den  Ergebnissen  der  ersten  %^er  Teile 
unseres  Referates  nicht  rütteln,  insbesondere  nicht  an  den  allge- 
meinen Sätzen  über  Ordnungszahlen,  die  im  Bereich  der  zweiten 
Zahlklasse  sicher  richtig  sind  und  ebenso  für  jede  weitere,  die  als 
widerspruchsfreie  Menge  gelten  darf. 

Die  Menge  aller  Ordnungszahlen  ist  nur  ein  typisches  Bei- 
spiel paradoxer  Mengen.  Aus  jeder  zu  ihr  ähnlichen  Menge  muß 
ein  analoger  Widerspruch  entspringen.  Dies  ist  in  der  Tat  der 
Fall  für  die  Mengen  aller  Hauptzahlen,  aller  s-Zahlen,  ebenso  für 
die  Menge  aller  Aleh.  Und  nicht  nur  der  Ordnungstypus  dieser 
Mengen,  sondern  auch  ihre  Mächtigkeit  besitzt  die  widerspruchs- 
volle Eigenschaft,  letzte  ihrer  Art  zu  sein :  Die  Mächtigkeit  von  W 
wäre  größer  als  jedes  Alef,  obwohl  sie  selbst  ein  Alef  sein  müßte. 
Diese  Tatsache  mag  die  Bezeichnung  „ultrafinit"  rechtfertigen. 

XXV. 

Auswahlprinzipien. 

§  100.  Ist  eine  Menge  gegeben,  so  kann  man  aus  ihr  ein  Ding 
auswählen,  aus  der  übrigbleibenden  Teilmenge  ein  zweites,  sodann 
wieder  ein  drittes ;  eine  endliche  Menge  läßt  sich  auf  diesem  Wege 
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erschöpfen  und  wird  dadurch  zugleich  wohlgeordnet.  An  einer 
unendlichen  Menge  kann  das  Verfahren  bis  zu  jeder  endlichen 
Zahl  fortgesetzt  werden. 

So  einleuchtend    diese  Tatsache   ist,    so  enthält  sie  doch  ein 
Postulat ,    das   noch   nicht   einmal    leicht    zu   formulieren  ist.     Im 
allgemeinen  wird  dieses  Postulat  der  Auswahl  eines  Dinges  dahin 
verstanden,    daß    man    ein  Ding  der  Menge  angeben  kann. 
Und  man  pflegt  es  auch  in  speziellen  Beispielen  als  erfüllt   nach- 
zuweisen.   So  beruht  der  C  a  n  t  o  r  sehe  Beweis  der  Existenz  trans- 
zendenter Zahlen    zunächst   auf  der   Abzählbarkeit   der  abgebrai- 
schen  und  der  Nichtabzählbarkeit  aller  reellen  Zahlen.     Sieht  man 
ihn  genauer  an,  so  werden  tatsächlich  transzendente  Zahlen  durch 
eben   diesen  Beweis    der   Nichtabzählbarkeit    vermittelst    des  Dia- 
gonalverfahrens angegeben.     Aber  es   kann  nicht    behauptet   wer- 
den,  daß    der  Existenznachweis    jeder  Menge    stets    ein  Element 
anzugeben  gestatten  müsse ,    wenn   es  auch  anscheinend  bisher  in 
fast  allen  Fällen   zutrifft.     Hierbei    stößt    man   offenbar   auf   die 
Frage,  welcher  Unterschied  zwischen  Existenz  und  logischer  Mög- 
lichkeit besteht.     Wir  werden  sehen,    daß  unter  Anerkennung  ge- 
wisser unendlicher  Auswahlen   bewiesen    werden    kann ,    daß   jede 
Menge,    z.  B.    auch   das  Kontinuum,    wohlgeordnet    werden   kann. 
Wenn  eine  Menge  wohlgeordnet  werden  kann,    so   ist  ihre  Mäch- 
tigkeit ein  Alef ,    k^  .     Die  Menge  31  aller  ihrer  Wohlordnungen 
besitzt  alsdann  die  Mächtigkeit  i^a+i  •     Es  läßt  sich  also  etwas  über 
M  aussagen  ohne  daß  man  eines  ihrer  Elemente  kennt.     Faktisch 
ist  bis  heute  keine  Wohlordnung  des  Kontinuums   bekannt.     Darf 
man    trotzdem    ihre  Existenz    oder    aber   nur   ihre  logische  Mög- 
lichkeit annehmen?     Diese  Frage  kann  ich  nicht  entscheiden.     Ich 
bin   aber   der  Ansicht,    daß   man  den  Unterschied  zwischen  einer 
Menge ,    von  der  ein  Element  angebbar  ist ,   und  einer  als  logisch 
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möglich  erkannten  Menge  dadurch  nicht  beseitigt,  daß  man  beide 
als  existierend  bezeichnet. 

Auf  die  logische  IMöglichkeit  der  Wohlordnung  des  Konti- 
nuums  stützt  sich  ein  Satz  aus  der  allgemeinen  Funktionentheorie, 
an  dem  uns  hier  nur  der  Beweis  interessiert.  Es  muß  nämlich 
bei  diesem  Beweis  vorausgesetzt  werden ,  daß  eine  bestimmte 
"Wohlordnung  des  Kontinuums  vorliegt.  In  dieser  Voraussetzung 
steckt  offenbar  eine  erweiterte  Fassung  unseres  Auswahlpostulates, 
die  etwa  in  folgender  Weise  ausgesprochen  werden  karni :  Ist 
eine  Menge  M  logisch  widerspruchslos  definiert, 
so  enthält  die  Annahme,  daß  eines  ihrer  Elemente 
gegeben  sei,  keinen  logischen  Widerspruch. 

In  dieser  Fassung  ist  das  Postulat  noch  nicht  tri^aal.  Bei- 
spielsweise die  Menge  der  endlich  nicht  darstellbaren  Zahlen  ge- 
nügt ihm  nicht.  Dies  war  auch  einer  der  Gründe,  mit  denen  das 
Paradoxon  der  endlichen  Darstellung  abgetan  werden  konnte. 
Ein  gleiches  gilt  von  der  problematischen  Menge  derjenigen  Irra- 
tionalzahlen ,  über  deren  Transzendenz  oder  Nichttranszendenz 
eine  Entscheidung  unmöglich  ist.  Unsere  ganze  Betrachtung  dieser 
Menge  hatte  den  Nachweis  dieser  Tatsache  zum  Zweck. 

Ob  und  wie  weit  die  letzte  Fassung  des  Postulates  der  ein- 
maligen Auswahl  brauchbar  und  zulässig  ist,  muß  ich  dahingestellt 
sein  lassen.  Es  kam  mir  nur  darauf  an,  Beispiele  für  die  ver- 
schiedenen Fassungen  anzuführen. 

§  101.  Aus  der  Möglichkeit,  ein  Element  auszuwählen,  folgt, 
wie  wir  sahen,  die  Möglichkeit  jeder  endlichen  Auswahl  und  zu- 
gleich die  Wohlordnung  der  ausgewählten  endlichen  Menge.  Die 
Wohlordnung  ist  nun  für  endliche  Mengen  etwas  Gleichgültiges, 
da   sie,    wenn   nicht  gegeben,   jederzeit  hergestellt  werden  kann. 
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Alior  iuicli  die  Idee  einer  Auswahl  hat  mit  der  AVohlordnung 
nichts  /AI  thun.  Wenn  ich  drei  Elemente  a,  b,  c  auswähle,  so 
kann  es  mir  unter  Umständen  ganz  gleichgültig  sein,  in  welcher 
Reihenfolge  dies  geschieht.  Beurteile  ich  die  Auswahl  in  diesem 
Sinne,  so  werde  ich  alle  Auswahlen  als  gleichwertig  betrachten, 
die  dieselbe  Teilmenge  liefern,  so  daß  Teilmengen  und  Auswahlen 
korrespondierende  Begriffe  werden.  Das  Auswählen  selbst  ist 
nur  ein  Verfahren,  das  ich  zur  Herstellung  einer  Teilmenge  ver- 
wende. Bei  endlichen  Mengen  ist  dieses  Verfahren  zweifellos 
hinreichend  zur  Erzeugung  der  Menge  aller  Teilmengen,  die  ja 
selbst  endlich  ist ;  und  wenn  ich  bei  der  Auswahl  einer  Teilmenge 
von  der  Reihenfolge  absehe,  so  ist  diese  Auswahl  nichts  anderes, 
als  eine  einmalige  Auswahl  eines  Elementes  aus  der 
Menge  aller  Teilmengen. 

Die  konsequente  Ausdehnung  des  Auswahlprinzips  auf  un- 
endliche Mengen  führt  daher  zu  dem  Postulat  der  Exi- 
stenz der  Menge  aller  Teilmengen.  Da  seine  Zuläs- 
sigkeit  angefochten  worden  ist,  ist  es  jedenfalls  praktisch  erfor- 
derlich, dieses  Postulat  aufzustellen. 

Betrachten  wir  insbesondere  die  Menge  der  ganzen  Zahlen, 
&.  Jeder  Teilmenge  ist  eindeutig  eine  Zahl  des  Kontinuums  zu- 
geordnet, und  die  Umkehrung  gilt  auch,  von  einem  unwesentlichen 
Ausnahmefall  abgesehen.  (Vgl.  §  53).  Wenn  also  die  Existenz 
des  Kontinuums ,  in  welchem  Sinne  sie  auch  gemeint  sei ,  zuge- 
geben oder  angefochten  wird,  so  gilt  das  gleiche  von  der  Menge 
aller  Teilmengen  von  ®.  Da  allgemein  das  erste  zutriff't,  haben 
wir  hier  einen  Fall,  in  dem  unser  Postulat  erfüllt  ist. 

Die  jMcnge  aller  Teilmengen  des  Kontinuums  wird  schon  mit 
mehr  Berechtigung  angegriff'en,  da  man  von  ihr  nicht  viel  weiß. 
Von  ihrer  Existenz  kann  man  nur  reden ,    wenn  man  den  Begriff 
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dieser  Existenz  schärfer  faßt.  Man  übersieht  leicht,  daß  die 
ganze  Frage  in  engem  Zusammenhange  mit  dem  Kontinuum- 
problem  steht. 

§  102.  Da  die  Menge  aller  Teilmengen  von  M  nichts  anderes 
ist,  als  die  Belegungsmenge  2",  so  ist  das  Postulat  ihrer  Existenz 
in  einem  allgemeineren  Postulat  enthalten,  welches  die  Existenz 
der  Belegungsmenge  .Y"  zweier  existierenden  Mengen  M  und  y 
verlangt.  Eine  wichtige  Anwendung  dieses  Postulates  ist  nicht 
bekannt,  wenn  von  @®  abgesehen  wird,  einer  Menge,  die  sich 
wieder  als  das  Kontinuum  interpretieren  läßt.  (Vgl.  §  52).  Doch 
steckt  das  Postulat  implizite  im  allgemeinen  FunktionsbegrifF,  da 
die  Menge  aller  Funktionen  die  Belegungsmenge  des  Kontinuums 
mit  sich  selbst  ist. 

Die  Belegungsmenge  ist  ein  spezieller  Fall  der  Verbindungs- 
menge einer  unendlichen  Jlenge  M  von  Biengen  N.  Diese  war  so 
definiert :  keine  zwei  der  Mengen  N  sollen  ein  Element  gemeinsam 
haben.  Element  der  Verbindungsmenge  heißt  eine  Menge  M'  von 
folgender  Eigenschaft :  Sie  ist  zu  M  aequivalent ,  und  ist  n  das 
Element  von  1/',  welches  dem  Element  N  von  M  entpricht ,  so 
ist  n  ein  Element  von  iV.  Wenn  alle  Mengen  N  zu  ein  und  der- 
selben Menge  P  aequivalent  sind  ,  geht  die  Verbindungsmenge  in 
die  Belegungsmenge  F"  über.  Postulieren  wir  die  Existenz  der 
Verbindungsmenge  unendlich  vieler  Mengen ,  so  ist  darin  wieder 
die  Existenz  der  Belegungsmenge  enthalten.  Gribt  es  eine  Menge 
P  von  der  Eigenschaft,  daß  jede  der  Mengen  N  einem  Teil  von  P 
aequivalent  ist,  —  und  eine  solche  ist  die  Vereinigung  aller 
Mengen  iV,  —  so  folgt  umgekehrt  die  Existenz  der  Verbindungs- 
menge aus  der  der  Belegungsmenge.  Wir  haben  es  also  hier 
nicht  mit  einem  wesentlich  neuen  Postulat  zu  thun. 
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Alle  (lii>so  Postulate  können  als  Auswahlprinzipien  bezeichnet 
werden,  insofern  ilire  Gültigkeit,  d.  h.  die  Existenz  der  postu- 
lierten Mengen,  an  endliehen  Mengen  durch  willkürliche  Auswalil 
bewiesen  werden  kann.  Man  l)ezeichnet  jedoch  mit  dem  Namen 
des  Auswahlprinzipes  schlechthin  ein  Postulat ,  welches  in 
dein  zuletzt  genannten  enthalten  ist  und  anscheinend  weniger 
fordert.  Dieses  Auswahlprinzip  xat'  it,oxriv  verlangt,  d  a'ß  min- 
destens ein  Element  der  Verbindungsmenge  exi- 
stieren soll.  Das  heißt,  ausführlich  dargestellt:  Ist  eine 
l^Ienge  M  gegeben,  deren  Elemente  iV  selbst  Mengen  sind,  so  gibt 
es  eine  Menge  M',  die  aus  jeder  Menge  N  ein  und  nur  ein  Ele- 
ment enthält.  —  Man  kann  sich  hierin  leicht  von  der  Voraus- 
setzung frei  machen,  daß  die  Mengen  N  kein  Element  gemeinsam 
liabon  sollen,  und  erhält  dann  diejenige  Formulierung,  der  das 
Prinzip  den  Namen  des  „Auswahlprinzips"  verdankt:  „In  einer 
^lenge  M  von  Mengen  N  ist  es  möglich,  aus  jeder 
Menge  N  ein  Element  auszuwählen."  Dieses  Postulat 
ist  nicht  nur  für  endliche  Mengen  nachweislich  erfüllt,  sondern 
auch  für  jede  Menge  M  von  wohlgeordneten  Mengen  N.  In  diesem 
Fall  kann  eine  Auswahl  durch  die  Festsetzung  getroffen  werden, 
daß  M'  aus  den  ersten  Elementen  der  Mensen  N  bestehen  soll. 


*o^ 


§  103.  Hiermit  haben  wir  die  wichtigsten  Auswahlprinzipien 
genannt,  die  eine  Wohlordnung  oder  sonst  irgend  eine  Ordnung 
nicht  postulieren.  Diese  Bemerkung  ist  wichtig ,  weil  solche 
Prinzipien,  die  mit  der  Auswahl  zugleich  die  Wohlordnung  der 
ausgewählten  Elemente  verlangen,  wesentlich  enger  sind,  als  die 
hier  genannten.  Wir  gelangten  zu  den  bisher  betrachteten  Prin- 
zipien, indem  wir  zwei  Auswahlen  nur  dann  als  verschieden  an- 
sahen ,    wenn    die    ausgewählten    Teilmengen    verschieden    waren. 
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Unter  diesem  Gesichtspunkt  erscheint  auch  eine  Auswahl  von 
mehreren  Elementen  nur  als  eine  einzige  Auswahl.  Gehen  wir 
jetzt  dazu  über,  eine  zunächst  endliche  Auswahl  in  eine  endliche 
Reihe  geordneter  Auswahlen  zu  zerlegen,  und  betrachten  wir 
zwei  Auswahlen  derselben  Teilmenge  als  verschieden ,  wenn  die 
Elemente  dieser  Teilmenge  in  verschiedenen  Reihenfolgen  ausge- 
wählt werden,  so  gelangen  wir  zu  Postulaten,  die  nicht  nur  die 
Existenz ,  sondern  auch  die  Wohlordnung  gewisser  Teilmengen 
fordern.  Sie  sind  zweifellos  für  eine  endliche  Teilmenge  zulässig. 
Ist  nun  die  Menge,  aus  der  ausgewählt  M^ird,  unendlich,  so  ist  es 
prinzipiell  möglich,  jede  endliche  Teilmenge  aus  ihr  auszuwählen. 
Doch  ist  es  klar,  daß  dieser  Prozeß  nicht  als  vollendbar  gedacht 
werden  kann,  es  sei  denn,  daß  man  ein  neues  Postulat  hinzufügt. 
Dieses  wird  nur  dahin  formuliert  werden  können,  daß  eine  Vor- 
schrift existiert,  welche  jöder  ganzen  Zahl  n  ein  Element  (p{n) 
von  M  eindeutig  zuordnet,  derart,  daß  (p{n)  von  cp{ni)  verschieden 
ist,  wenn  n  von  m  verschieden  ist.  Es  liegt  gegen  dieses  Postulat, 
nach  welchem  man  aus  einer  unendlichen  Menge 
stets  eine  Teilmenge  vom  wohlgeordneten  Typus  o 
soll  auswählen  können,  kein  anderes  Bedenken  vor,  als  das 
seiner  Unfruchtbarkeit.  Es  nimmt  nämlich  den  Satz  vorweg,  dessen 
Beweis  ein  wichtiges  Problem  der  Mengenlehre  bildet:  daß  jede 
unendliche  Menge  transfinit,  d.  h.  einer  Teilmenge  äquivalent  ist. 
(Vgl.  §  14)  Zu  einer  Zeit,  als  man  den  Auswahlpostulaten  nicht 
mit  so  scharfer  Kritik  gegenüberstand,  wie  heute,  galt  die  Plau- 
sibelmachung  unseres  Postulates  als  Beweis  des  genannten  Satzes. 
]\Ian  schloß  aus  der  Möglichkeit,  jede  endliche  Menge  aus  31  aus- 
wählen zu  können,  auf  die  Möglichkeit,  a  auszuwählen,  übersah 
aber  dabei,  daß  dieser  Prozeß,  sofern  die  Willkür  dabei  im  Spiele 
ist,  kein  Ende  nimmt.    In  der  Tat,  soll  der  Beweis  des  Satzes  XI 
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in  §  15  einsetzen  können,  so  muß  von  jedem  Element  in  M 
feststehen,  ob  es  zu  der  ausgewählten  Menge  vom  Typus  a  gehört 
oder  nicht.  Diese  Auswahl  muß  daher  vollendet  sein,  und  das 
ist  niemals  der  Fall,  wenn  ich  Element  nach  Element  willkürlich 
herausgreife*. 

i<  1U4.  ]\lan  kann  nun  das  Postulat  der  Auswahl  des  Typus 
03  in  der  AVeise  verallgemeinern,  daß  man  fordert:  Jede  Aus- 
wahl, die  möglich  ist,  soll  nach  dem  Typus  o  iteriert 
werden  können.  Wenn  ich  also  ein  Element  auswählen  kann, 
kann  ich  auch  ro  Elemente  auswählen;  kann  ich  a  Elemente  aus- 
wählen, so  kann  ich  auch  oj-mal  eo  Elemente  auswählen,  d.  h.  eine 
]\Ienge  vom  Typus  a\  Analog  kann  ich  den  Typus  «%  a* ,  ...  und 
nach  meinem  Prinzip  auch  w"'  auswählen.  Dies  kann  ich  fortsetzen, 
und  zwar  ohne  zu  einem  Ende  zu  gelangen,  es  sei  denn  die  Menge 
werde  erschöpft.  In  diesem  Fall  ist  die  ausgewählte  Menge  mit 
der  gegebenen  identisch,  aber  sie  ist  jetzt  wohlgeordnet.  Gelange 
ich  zu  keinem  Ende,  so  kommt  der  Pferdefuß  zum  Vorschein: 
Dann  wird  jeder  Ordnungszahl  ein  Element  von  M  zugeordnet, 
und  es  besitzt  danach  31  eine  zu   W  ähnliche  Teilmenge. 

Es  ist  schon  paradox,  auf  diese  Weise  dem  Verfahren,  das  zu 
keinem  Ende  gelangt,  schließlich  doch  ein  Ende  beizubringen.  Aber 
diese  Paradoxie  ist  im  Begriff  der  Menge  W  begründet,  und  es 
ist  von  vornherein  klar ,  daß  mit  der  Möglichkeit  einer  zu  W 
äquivalenten  Teilmenge  in  31  dem  Widersinn  Tür  und  Tor  geöffnet 
wird.     Der   harmloseste  Fall   ist    noch   der,    daß   diese  Teilmenge 


'  Auch  die  unendlich  vielen  Ziffern  eines  Dezimalbruches  können  successive 
dürr  h  ^ViIIkiir  fesfecset/t  werden,  z.  B.  nach  dem  Vorschlap  eines  verstorbenen, 
angesehenen  Mathematikers  durch  Auswürfeln.  Aber  eine  Aussage  über  die  da- 
durch definierte  Zahl,  die  nur  für  diese  Zahl  gälte,  wäre  erst  möglich  nach 
Vollendung  des  Prozesses,  und  dieser  ist  unvollendbar.  — 
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mit  31  identisch,  also  31  nach  dem  Typus  W  wohlgeordnet  ist. 
Dann  partizipiert  31  an  allen  Paradoxieen  von  W,  bringt  aber 
wenigstens  keine  neuen  hinzu.  Nimmt  man  aber  gar  an,  es  bestehe 
31  aus  einer  zu  W  äquivalenten  Teilmenge  Jf,  und  einer  komple- 
mentären Menge  J7,,  so  steht  man  vor  folgender  Alternative: 
Entweder  die  Menge  31^  kann  nun  nicht  mehr  wohlgeordnet  werden 
(denn  sonst  käme  man  über  W  hinaus),  oder  M.,  kann  doch  noch 
wohlgeordnet,  aber  nicht  mehr  so  an  31^  angehängt  werden,  daß 
das  ganze  wohlgeordnet  ist.  Die  Paradoxie  des  zweiten  Falls  war 
schon  bei  der  Paradoxie  von  W  selbst  besprochen.  Im  ersten  Fall 
dagegen  wird  das  Postulat,  von  dem  wir  ausgingen,  selbst  umge- 
stoßen, da  es  eine  Menge  31^  gibt,  auf  die  das  Auswahlprinzip 
nicht  mehr  anwendbar  ist. 

Aber  zwischen  diesen  Alternativen  bietet  sich  noch  ein  Ausweg, 
wenn  er  auch  schon  zur  reinen  Selbstironie  führt.  Man  kann 
nämlich  W  jeden  anderen  Typus  voransetzen,  ohne  daß  sich  W 
erhöht.  Denn  zu  jedem  Typus  a  gibt  es  einen  nächsthöheren 
Haupttypus  a a ;  dieser  ist  Abschnitt  in  W,  und  da  a  +  ara  =  aca 
ist,  folgt  unsere  Behauptung. 

Nehmen  wir  also  an,  auch  31^  lasse  sich  successive  wohlordnen, 
hängen  aber  die  dabei  entstehenden  ausgewählten  Mengen  nicht 
mehr  an  W  an,  da  uns  dies  im  Interesse  der  Existenz  von  W 
verboten  ist,  setzen  sie  vielmehr  vor  ilf,  voran.  Wie  weit  dies 
Verfahren  iteriert  werden  kann,  will  ich  lieber  nicht  erörtern. 
Sollte  es  dafür  eine  Grenze  geben,  so  können  wir  noch  andere 
Wege  einschlagen,  z.  B.  indem  wir  hinter  jedes  Element  von  W, 
mit  Ausnahme  eines  etwa  vorhandenen  endlichen  Restes,  eine  end- 
liche Zahl  von  Elementen  einfügen,  wodurch  sich  bekanntlich  der 
Typus  auch  nicht  erhöht. 
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§  105.  Ks  hat  keinorloi  Wert,  diese  Gcdaukeureihe  weiter 
nnszuspinnoii.  Das  Vernünftigste  ist  noch,  den  paradoxen  Fall  als 
unniit-^lich  auszuschließen  und  zu  konstatieren,  daß  jede  Menge 
wohlgeordnet  werden  kann.  Sehen  wir  uns  aber  den  Beweis  dieser 
Behauptung  an,  so  erkennen  wir,  daß  er  einem  Zirkel  bedenklich 
ähnlich  ist.  Unser  Postulat  fordert  nämlich  erstens  die  Existenz 
einer  Menge  von  Dingen,  die  „Auswahlen"  genannt  werden,  und 
diese  Menge  ist  so  definiert,  daß  sie  wohlgeordnet  ist.  Zweitens 
verlangt  unser  Postulat,  daß  jede  einzelne  Auswahl  ein  Element 
aus  N  herausnimmt,  d.  h.  daß  jedem  Ding  der  Menge  der  Aus- 
wahlen ein  Ding  von  M  zugeordnet  werden  kann.  Dies  alles 
läuft  auf  die  Forderung  hinaus,  daß  eine  wohlge- 
ordnete Menge  existiert,  der  die  Elemente  von  31  um- 
kehrbar eindeutig  zugeordnet  werden  können;  dadurch 
wird  aber  31  wohlgeordnet,  d.  h.  um  die  Möglichkeit  der  Wohl- 
orduung  von  31  zu  beweisen,  haben  wir  ein  spezielles  Verfahren  zur 
Herstellung  dieser  Wohlordnung  postuliert. 

Bedenkt  man  noch,  daß  auch  bei  diesem  erweiterten  Postulat 
iler  wiederholten  Auswahl  in  einem  gegebenen  Einzelfall  ein  Gesetz 
existieren  muß,  welches  die  Reihenfolge  der  auszuwählenden  Ele- 
mente vorschreibt,  so  erkennt  man,  daß  hier  der  gleiche  Zirkel 
vorliegt,  durch  den  man  aus  dem  Postulat  der  wiederholten  ein- 
maligen willkürlichen  Auswahl  beweist,  daß  jede  unendliche  Menge 
eine  abzähl1)are  Teilmenge  enthält. 

In  jüngster  Zeit  ist  man  gegen  die  Verwendung  der  Auswahl- 
prinzi})ien  recht  mißtrauisch  geworden  und  betrachtet  alle  mit 
ihrer  Hülfe  geführten  Beweise  mit  kritischem  Blick.  Die  zuerst 
betrachteten  Auswahlpostulate,  die,  vom  Begriff  der  Ordnung  un- 
abhängig, die  Existenz  gewisser  Mengen,  z.  B.  der  Menge  aller 
Teilmengen,    der   Menge   aller    Belegungen    oder    der   Menge    der 
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„ausgezeichneten"  Elemente  fordern,  sind  alle  für  spezielle  Fälle 
unentbehrlich;  z.  B.  beruht  der  Beweis,  daß  es  keine  höchste 
Mächtigkeit  gibt,  auf  dem  Teilmengenpostulat  oder  auf  dem  all- 
gemeineren der  Existenz  der  Belegungsmenge.  Der  Beweis  dagegen, 
daß  eine  Menge  von  komplementären  Teilmengen  in  M  nicht  höhere 
Mächtigkeit  als  31  besitzt  \  wird  dadurch  geführt,  daß  man  sich 
aus  jeder  Teilmenge  ein  Element  ausgewählt  denkt.  Daß  insbe- 
sondere  die  Existenz  des  Kontinuums  mit  der  aller  Teilmeno-en 
von  ®  zusammenhängt,  war  bereits  betont. 

Von  den  Postulaten  der  wiederholten  einfachen  Auswahl  ist 
dagegen  bis  jetzt  keine  brauchbare  Anwendung  gemacht  worden, 
und  man  darf  sie  daher  mit  Eecht  ablehnen.  — 


XXVI. 

Erzeugungsprinzipien. 

§  106.  Man  denkt  sich  die  natürlichen  Zahlen  zumeist  als 
Erzeugnisse  des  Zählprozesses,  der  in  der  Vermehrung  um  die 
Zahl  Eins  besteht.  Da  dieser  Prozeß  unvollendbar  ist,  könnte 
konsequenterweise  die  Menge  der  ganzen  Zahlen  nicht  als  abge- 
schlossenes Ganze  betrachtet  werden,  wenn  nicht  die  Mengenlehre 
diesen  Abschluß  forderte.  Die  Entdeckung,  daß  es  höhere  Mächtig- 
keiten  des  Unendlichen  gibt,  als  die  des  Zählprözesses,  hat  in 
erster  Linie  bahnbrechend  gewirkt,  sodann  aber  auch  die  Entdeckung 
der  allgemeinen  wohlgeordneten  Mengen  mit  der  in  ihnen  ent- 
haltenen Fortsetzung  des  Zählprozesses  durch  das  Limes  verfahren. 

Von  den  verschiedenen  Erweiterungen  der  Menge  ®  erfolgt 
die  Einführung  der  rationalen  Zahlen  durch  eine  einheitliche,  rein 


'  Von  diesem  Satz  ist  in  diesem   Referat  kein   Gebrauch   gemacht  worden. 
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fornialo  Definition,  ebenso  die  der  Ji rationalzahlen.  Von  einem 
Erzcupjungspi'iuzip  im  Sinne  des  Zählprozcsses  kann  hier  nicht 
die  Rede  sein.  Dagegen  läßt  sich  die  Erweiterung  der  Zahlenreihe 
in  die  höheren  Zahlklassen  hinein  durch  Erzeugungsprinzipien 
darsteUen  und  historisch  ging  diese  Methode,  soweit  die  zweite 
Zahl k lasse  in  Betracht  kommt,  der  allgemeinen  Theorie  der  wohl- 
geordneten Giengen  voran.  Den  Namen  „Erzeugungsprinzipien" 
halte  ich  in  einer  Hinsicht  nicht  für  glücklich ,  insofern  diese 
Prinzipien  nicht  ausreichen,  die  Eigenschaften  der  erzeugten  Gebiete 
vollständig  zu  beweisen.  Er  ist  aber  eingebürgert  und  es  läßt 
sich  auch  manches  zu  seinen  Gunsten  sagen. 

Jede  Limeszahl  der  zweiten  Klasse  ist  Limes  der  Menge  aller 
vorangehenden,  also  einer  abzählbaren  Menge.  In  §  45  ist  gezeigt 
worden,  daß  sie  auch  Limes  einer  Menge  vom  Typus  a  ist.  Eine 
Zahl,  die  kein  Limes  ist,  besteht  aus  einer  Limeszahl  und  einem 
endlichen  Rest,  der  durch  das  wiederholte  Hinzufügen  eines  Ele- 
mentes, d.  h.  durch  den  Zahlprozeß  entsteht.  Zur  successiven 
Definition  der  zweiten  Zahlklasse  genügt  es  also,  folgende  beiden 
Operationen  zu  postulieren: 

Erstes  Erzeugungsprinzip:  Hinzufügen  eines  Elementes 
zu  einer  bereits  erzeugten  Zahl. 

Zweites  Erzeugungsprinzip:  Bildung  des  Limes  über 
eine  Reihe  vom  Typus  oj  bereits  erzeugter  Zahlen. 

Das  zweite  Prinzip  ist  notwendig  und  hinreichend  für  die 
zweite  Zahlklasse.  Daß  es  auch  nur  für  diese  hinreicht,  folgt  aus 
dem  Satz  XL  4 ,  dessen  allgemeiner  Beweis  so  große  Schwierig- 
keiten ber(>itetc.  Aus  ihm  geht  hervor,  daß  die  Anfangszahl  ß, 
der  dritten  Klus.se  nicht  Limes  einer  Reihe  vom  Typus  co  sein 
kann.  Denn  alle  Zahlen  dieser  Reihe  müßten  niederer  als  Sl^ ,  also 
von  der  Mächtigkeit  k„  sein.    Die  Reihe  selbst  ist  auch  von  dieser 
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Mächtigkeit,  somit  auch  der  Limes  selbst,  während  il^  von  der 
Mächtigkeit  Kj  ist.  Will  man  daher  zu  den  Zahlen  der  dritten 
Klasse  gelangen,  so  braucht  man  als  drittes  Erzeugungsprinzip 
den  Limes  über  eine  Reihe  vom  Typus  -ßj ,  und  von  diesem  Prinzip 
läßt  sich  auf  dem  gleichen  Wege  zeigen,  daß  es  zu  allen  Zahlen 
der  dritten  Klasse,  nicht  aber  darüber  hinaus  führt.  Man  erhält 
durch  diese  Betrachtung  die  abzählbare  Reihe  von  Erzeugungprin- 
zipien der  vierten,  fünften,  . . .  «ten  Zahlklasse.  Auf  diese  sämt- 
lichen Zahlklassen  folgt  zunächst  die  „co-te  Klasse"  der  Zahlen 
von  der  Mächtigkeit  «„,.  Diese  macht  eine  Ausnahme,  wie  alle 
Zahlklassen,  deren  Mächtigkeit  einen  Limes  zum  Index  hat.  Die 
Anfangszahl  Sl^  des  K^  ist  der  Limes  einer  abzählbaren  Reihe 
Slg  =  a,  ß, ,  Sl^,  Sl^,  ... ,  bedarf  also  nur  des  ersten  Erzeugungs- 
prinzips. Ist  ferner  a  irgend  eine  Limeszahl  der  taten  Klasse,  so 
ist  sie  auch  Limes  einer  Reihe,  deren  Tj^pus  eine  der  Anfangs- 
zahlen a,  Sl^,  ß, ,  . . .  bis  ß„  ist.  (§  45).  Man  erkennt  aber  leicht, 
daß  mit  il^  selbst  auch  jede  Reihe  vom  Typus  Sl^  einen  Kern 
vom  Typus  a  besitzt.  Ein  Erzeugungsprinzip,  welches  die  Exi- 
stenz des  Limes  einer  Reihe  vom  Typus  Sl^  forderte,  ist  also 
nicht  erforderlich.  Dafür  ist  aber  in  der  Existenz  der  unendlichen 
Reihe  der  vorangehenden  Erzeugungsprinzipien  ein  neues  Postulat 
enthalten.  Da  diese  Tatsache  nur  der  Vollständigkeit  halber 
erwähnt  ist,  sei  auch  noch  bemerkt,  daß  unter  den  Limesmäehtig- 
keiten  die  ^Zahlen  eine  Sonderstellung  einnehmen.  —  Für  die 
Mächtigkeit  x^,  muß  wieder  ein  neues  Erzeugungsprinzip  postu- 
liert werden.  Die  Reihe  der  Erzeugungsprinzipien  ist  ähnlich  zu 
der  der  Mächtigkeiten,  also  vom  Typus  W.  Man  pflegt  daher 
vielfach  an  Stelle  der  Existenz  aller  Ordnungszahlen  die  aller 
Erzeugungsprinzipien  anzufechten. 


Abhandlungen  der  Friesischen  Schnle.    I.  Bd. 


44 


—     648     —  §  107. 

i<  107.  Es  war  behauptet,  daß  die  Erzeugungsprinzipien  nicht 
/um  vollständigen  Beweis  aller  Eigenschaften  der  erzeugten  Gebilde 
ausreichen.  Wir  wollen,  um  das  zu  zeigen,  die  übliche  Herleitung 
(Um-  ganzen  Zahlen  aus  dem  ersten  Prinzip  betrachten.  Das  erste 
l'rinzip  geht  von  folgenden  Axiomen  aus: 

1.  Es  gibt  eine  Operation  gj  und  ein  Ding,  genannt  „die  Eins", 
1,  auf  welches  die  Operation  (p  anwendbar  ist. 

2.  Ist  9?  auf  ü  anwendbar,  so  existiert  auch  (p{(p{a)). 
Hiernach   definieren  wir  die  Zw^ei  als  9p(1),   die  Drei  als  (p{2) 

etc.,  wobei  es  zunächst  belanglos  ist,  nach  welchem  Verfahren  wir 
die  Namen  der  erzeugten  Elemente  bilden.  Daß  wir  durch  die 
Operation  (p  dauernd  neue  Elemente  erhalten,  ist  ein  besonderes 
Axiom,  dessen  wir  aber  zunächst  nicht  bedürfen. 

Nunmehr  definieren  w'ir  die  Operationen  +  1,  +  2,  . . .  etc.  durch 
folgende  Festsetzungen:  a  +  1  bedeutet  (p{a),  a  +  2  bedeutet  (p{a-\-l), 
a  +  d  bedeutet  q){a  +  2),  ...  allgemein  ist  «  +  (w  +  1)  =  (p{a  +  n). 
Diese  Definition  ist  eine  typische  Definition  durch  Induktion.  Die 
Operation  +1   ist   die  gegebene;  jede   weitere  ist  definiert  durch 

(1)  a  +  {n  +  l)  =  (a  +  n)  +  l. 

Wir  schließen  daran  sofort  die  Definitionen  des  Produktes 
und  der  Potenz: 

(2)    a.l  =  a,  (3)    «.(«  +  !)  =  a.w  +  o 

(4)    a'  =  a,  (5)    a""^'  =  a.a. 

Um  nun  die  bekannten  Gesetze  des  Addierens,  Multiplizierens 
und  Potenzieren?  zu  beweisen,  bedienen  wir  uns  des  Schlusses 
von  ??  auf  w  +  1. 

A.     Associatives  Gesetz  der  Addition: 

(6)  a  +  {h  +  c)  =  {a  +  h)  +  c. 
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Das  Gesetz  gilt  für  c  =  1  nach  (1).    Gilt  es  für  c  =  n,  d.  h. 
ist  a  +  (b  +  n)  =  (a  +  &)  +  w,  so  folgt: 

{a  +  b)  +  {n+l)  =  [{a  +  b)  +n]  +1  nach  (1) 

=    [a  -f-  (6  +  n)]  +  1  nach  Voraussetzung 

=     a  +  [{b  +  n)  +1]  nach  (1) 

=     a  +  [b  +{n  +1)\  nach  (1), 
d.  h.  es  gilt  auch  für  c  =  n  +  1. 

B.  Distributives  Gesetz  der  Addition  und  Mul- 
tiplikation: 

(7)  a{b  +  c)  =  ab-\-ac. 

Das  Gesetz  gilt  für  c  =  1  nach  (3)  und  (2).     Es   sei  ferner 
giltig  für  c  =  w,  so  folgt: 

a[b  +  {n  +  l)]  =  a [{b  +  n)  +  1]  nach  (1) 
=  a{b  +  n)  +  a  nach  (3) 
=:  {ab  +  an)-{-a  nach  Voraussetzung 
=  ab  +  {an  +  a)  nach  (6) 
=  ab  +  a{n  +  1)  nach  (3), 
d.  h.  es  gilt  auch  für  c  =  n  +  \. 

C.  Associatives  Gesetz  der  Multiplikation: 

(8)  a.{b.c)  =  {a.b).c. 

Es  gilt  für  c  =  1  nach  (2).     Es  gelte  für  c  =  n,   so   folgt: 
a.[b.{n  +  l)]  =  a[bn   +  b]  nach  (3) 
=  a{bn)  +ab  nach  (7) 
=  {ab)n  +ab  nach  Voraussetzung 
=  {ab){n  +  l)   nach  (3), 

d.  h.  es  gut  auch  für  c  =  n  +  1. 

44* 
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Dio  folgcndon  Gesetze   des  Potenzierens   führen   keine   beson- 
deren Namen,  entsprechen  aber  dem  distributiven  und  associativen 

Gesetz : 

(9)  0"+'  =  a\a\ 

Das  Gesetz  gilt  für  r  =  1  nach  (5)  und  (4).    Gilt  es  für  c  =  11, 
so  folgt: 

^6+(M.)  ^  „(6-H.)+i  ^  „*+«  ^  jjach  (1)  und  (5) 

=  (a*  .a")  .a  =  0!'  (a" .  a)  nach  Voraussetzung  und  (8) 

=  a^.a""*"'  nach  (5). 

(10)  .  {a'y  =  a". 

Das   Gesetz   gilt   für   c  =  1    nach   (4)   und  (2).     Gilt   es    für 
c  =  w,  so  folgt: 

(a*)"^'  =  (a7'.(a'')  =  a''" .a^  nach  (5)  und  Voraussetzung 
=  rt""-^  =  a*'"-'"  nach  (9)  und  (3). 

§  108.    Die   Gesetze  (6)   bis   (10)   gelten   auch    für   transfinite 
Zahlen;  nicht  so  die  jetzt  folgenden: 

Kommutatives  Gesetz  der  Addition: 

(11)  Hilfssatz.  a  +  1  =  1+a. 

Er  gilt  für  n  =  \.     Gilt  er  für  a  =  v,  so  folgt: 
(»  +  1)  +  1  =  (1  +  w)  +  1  =  1  +  (w  +  1)  nach  Voraussetzung  und  (1). 

(12)  a  +  h  =  h  +  a. 

Die    Formel   gilt   nach  (11)  für  &  =  1.     Gilt    sie  für  b  =  n, 
so  folgt: 

a-f(n  +  l)  =  (a +  )?)  +  !  =  (w  +  a)  +  l  nach  (1)  und  Voraussetzung 
=  1  +  (»  +  o)  =  (1+  w)  +  a  nach  (11)  und  (6) 
=  (n  +  l)  +  a  nach  (11). 
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(13)  Zweites    distributives   Gesetz:  (a  +  h)c  =  ac  +  hc. 
Es  gilt  für  c  =  1  nach  (2).    Gilt  es  für  c  =  n,  so  folgt: 

(a  +  h) (n  +  1)  =     (a  +  h)n  +   (a  +  b)  nach  (3) 

=  (an  +  bn)  +    {a  +  b)  nach  Voraussetzung 
=  {an  +  a)    -\-(bn  +  b)  nach  (12)  und  (6) 
=  a{n  +  l)    +&(w  +  l)  nach  (3). 

Kommutati ves  Gesetz  der  Multiplikation: 

(14)  Hilfssatz.  a.l  =  l.a. 

Er  gilt  für  a  =  1.     Gilt  er  für  a  =  w,  so  folgt: 

(w  +  l).l  =  w+1  =  l.n  +  1  =  l.(w  +  l)  nach  (2),  (3). 

(15)  a.b  =  b.a. 

Die  Formel  gilt  für  b  =  l  nach  (14).  Sie  gelte  für  b  —  n, 
so  folgt: 

a.{n  +  1)  ==  a.n  +  a  =  n.a  +  l.a  (3,  Voraussetzung,  14) 
=  (n  +  l)a  nach  (13). 

Zum  Schlüsse  beweisen  wir  noch  die  Formel: 

(16)  {aby  =  a\b\ 

Sie  gilt  für  c  =  1  nach  (4).  Sie  gelte  ferner  für  c  =  n, 
so  wird: 

(a&)"+*  =  {aby  .{ab)  =  (a".&").(a5)  nach  (5)  und  Voraussetzung 
=  {a\a).{b\b)  nach  (15)  und  (8) 

=  a"-'\&"-'*  nach  (5). 

Die  Beweise  der  Formeln  (12,  13,  15,  16)  gehen  alle  auf  den 
speziellen  Fall  (11)  des  kommutativen  Gesetzes  der  Addition  zurück 
und  sind  daher  in  keiner  Weise  für  transfinite  Zahlen  zu  verall- 
gemeinern, da  bei  diesen  (11)  nicht  gilt.  Dagegen  gilt  (14)  noch 
allgemein. 
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^5  \0\K  Die  Übertragung  der  Beweise  des  §  107  auf  trans- 
finite  Zahlen  bedarf  zunächst  einer  Erweiterung  der  Definitionen 
dos  Addierens,  Multiplizierens  und  Potenziercns.  Diese  wieder 
stutzt  sich  auf  die  höheren  Erzeugungsprinzipien,  die  in  der  Ein- 
führung des  Limesbegriifes  enthalten  sind.    Wir  definieren  alsdann: 

(17)  a  +  limb  =  lim(a+&) 

(18)  a.limh  =  lim  (a.b) 

(19)  a"'"^  =  lim(a^) 

Diese  Formeln  wurden  im  §  80  bewiesen;  hier  dienen  sie  als 
Definitionen.  Die  dritte  hat  Georg  Cantor  als  Definition  der 
Potenz  beibehalten,  während  er  die  beiden  ersten  durch  die  Bildung 
der  Vereinigungs-  und  Verbindungsmenge  und  ihre  Wohlordnung 
ersetzte.  In  den  Ausführungen  der  §§  67  und  79  haben  wir 
gesehen,  daß  auch  die  induktorische  Definition  der  Potenz  ver- 
mieden werden  kann. 

T^m  nun  zu  zeigen,  daß  die  Gesetze  (6)  bis  (10)  auch  für  Limes- 
zahlon  gelten,  wenden  wir  den  charakteristischen  Schluß  vom 
Abschnitt  auf  den  Limes  an.  Eine  Limeszahl  c  =  lim  A  ist  Limes 
aller  vorangehenden  Zahlen  A.  Für  diese  sei  das  associative  Gesetz 
a  +  {b  +  X)  =  (a  +  6)  -j-  A  bewiesen.     Dann  folgt : 

a  +  (6  4-  c)  =  a  +  (6  +  lim  A)  =  a  +  lim  (i  +  A)  =  lim  [a  +  (b  +  A)] 

nach  (17).     Nach  Voraussetzung  wird  weiter: 

a  +  {b  +  c)  =  lim[(a  +  &)  +  Al  =  (a  +  ^>)  +  limA  =  {a  +  b)  +  c. 

Analog  wird: 

a{b  +  c)  =  «(&  +  lim  A)  =  alim  (6  +  A)  =  lim  [a{b  +  A)] 

=  limfaft  +  aA]  =  ab  +  l{m(aX)  =  a&  +  alimA 
=  ab  +  ac  nach  (17,  18)  und  Voraussetzung. 
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a{bc)  =  a\hl[mX]  =  a.]lm(hX)  =  lim  [a(bX)]  =  lim  [(«/;) AJ 
=  (ah)  lim  l  =  {ah)c  nach  (18)  und  Voraussetzung, 
a^  +  c  =  a&  +  limi  ^  «lim(fe  +  ^)^  lima*+^  =  lim(a^a^) 

=  a^lima^=  a^.a^^"^^    =  a^.«^  (17— 19  und  Voraussetzung). 
{af'f  =  (oP)^^^   =    lim(aV  =  lima^^  =  a'™'^^  =  a^^™^  =  a^'' 

(18,  19  und  Voraussetzung) 
1 .  c  =  1 .  lim  A  =  lim  (1 .  A)  =  lim  (A)  =  c  =  c .  1  (nach  (2)). 

Die  Undurchführbarkeit  der  kommutativen  Gesetze  folgt  nun 
daraus,  daß  (lim  A)  +  a  nicht  gleich  lim  (A  +  a)  ist,  eine  Tatsache, 
die  schon  früher  ausführlich  erörtert  wurde  und  sich  unmittelbar 
aus  der  Forderung  ergibt,  daß  die  Operation  +  1  stets  zu  einem 
neuen  Element  führen  soll. 

§  110.  Die  Durchsichtigkeit  und  Schönheit  der  ausgeführten 
Beweismethode  darf  uns  nicht  darüber  täuschen,  daß  ihre  Be- 
gründung lückenhaft  ist.  Erst  durch  eine  einwandfreie  Grund- 
legung können  wir  verstehen,  worin  das  zwingende  der  ganzen 
Schlußkette  liegt.  Daß  sie  zwingend  ist,  liegt  wenigstens  für  die 
endlichen  Zahlen  auf  der  Hand.  Wir  erkennen  nämlich,  daß  der 
Beweis  eines  der  angeführten  Gesetze  in  jedem  Spezialfall 
durch  eine  endliche  Anzahl  von  Schlüssen  geführt  wird.  Es  kann 
uns  also  niemand  ein  Beispiel  angeben,  welches  unseren  Gesetzen 
widerspräche;  wir  sind  vielmehr  bei  jedem  derartigen  Beispiel  in 
der  Lage,  den  Rechenfehler,  der  ihm  zu  Grunde  liegen  muß, 
systematisch  aufzudecken. 

Der   Beweis,   daß  2  mal  2  gleich    vier   ist,   würde   sich   nach 
unserer  Methode  folgendermaßen  gestalten: 
2  ist  definiert  als  1  -f- 1. 
2.2  ist  definiert  als  2.1  +  2 
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2.1  ist  nach  Definition  j^leich  2. 

2.2  ist  demnach  definiert  als  2  +  2. 

2  +  2  ist  seinerseits  definiert  als  (2  +  l)  +  l. 

2  +  1  heißt  3,  3  +  1  heißt  4. 
Es  liegt  von  dieser  Betrachtung  aus  der  Schluß  nahe,  daß  die 
ganze  Algebra  aus  analytischen  Sätzen  bestehe.  Sie  enthält  aber 
nicht  nur  die  speziellen  Sätze  3  +  4  =  4  +  3,  2  +  7  =  7 +  2  u.  s.  f., 
sondern  den  allgemeinen  Satz  a  +  />  =  b  +  a.  Jeder  Spezialfall 
dieses  allgemeinen  Satzes  ist  durch  eine  endliche  Anzahl  von 
Sclüüssen  beweisbar,  aber  die  Zahl  der  Schlüsse  ist  umso  größer, 
je  grüßer  die  Zahlen  a  und  b  sind:  Die  Kette  derjenigen 
Schlüsse,  die  zum  Beweis  des  allgemeinen  Satzes 
erforderlich    sind,    ist    unendlich. 

Die  Bedenken,  die  man  an  diese  Tatsache  angeknüpft  hat, 
sind  nuch  nicht  alt.  Heute  noch  sind  viele  Mathematiker  der 
Ansicht,  daß  eine  unendliche  Schlußkette  überhaupt  zu  keinen 
prinzipiellen  Bedenken  Anlaß  gäbe.  Nachdem  sich  aber  die  Ana- 
lysis  des  Unendlichen  auf  den  Standpunkt  gestellt  hat,  daß  eine 
unendliche  Reihe  von  Additionen  kein  Resultat  hat,  weil  sie  zu 
keinem  Ende  kommt,  wird  man  konsequenterweise  diesen  Stand- 
punkt auf  jede  unendliche  Folge  irgend  welcher  Gedankenopera- 
tiunen  ausdehnen  müssen.  Faktisch  sind  wir  ja  auch  weit  entfernt, 
etwa  alle  Schlüsse  des  Beweises  für  den  Satz  7.13  =  13.7,  ob- 
wohl ihre  Zahl  endlich  ist,  wirklich  durchzudenken,  geschweige 
denn,  daß  die  sämtlichen  Syllogismen  eines  unendlichen  Beweises 
irgendwie  ausführbar  wären.  Das  wesentliche  an  der  Durchführ- 
barkeit solcher  Schlußketten  ist  vielmehr  ihr  gesetzmäßiger 
B  a  u.  Diesen  aufzudecken  und  in  ihm  die  logische  Ergänzung  der 
anfechtbaren  Schlußreihe  nachzuweisen  ist  eine  Aufgabe,  auf  die 
uns  die  Kritik  der  Erzeugungsprinzipien  hinweist. 
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Hier  liegt  nun  zunächst  ein  Zirkel  sehr  nahe,  der  einen  bereits 
angedeuteten  Gedanken  weiter  führt.  "Wir  können  nämlich  sagen: 
Der  Schluß  von  n  auf  n  +  1  beweist  zunächst  in  der  Tat  gar  nicht, 
daß  beispielsweise  a.h  =  b .a  ist,  er  beweist  nur,  daß  wir  jeden 
Spezialfall  dieses  Satzes,  etwa  7.13  =  17,3,  durch 
eine  endliche  Schlußkette  beweisen  können.  Aber 
erstens  kann  auch  die  Endlichkeit  aller  dieser  unendlich  vielen 
Ketten  wiederum  nur  durch  eine  unendliche  Schlußkette  be- 
wiesen werden,  und  zweitens  setzt  der  Beweis  dieser  Endlichkeit 
den  Begriif  der  endlichen  Anzahl  voraus,  der  doch  durch  unser 
Erzeugungsprinzip  erst  gebildet  werden  soll. 

§  111.  Herr  Poincare  hat  in  seinem  Werke  „La  science 
etl'hypothese"  den  Induktionsschluß  eingehend  erörtert  und  vertritt 
dabei  die  Anschauung,  daß  dieser  Schluß  logisch  unbegründbar, 
also  ein  synthetisches  Urteil  a  priori  sei.  Er  begründet  diese 
Anschauung  unter  anderem  mit  folgenden  Worten: 

„Pourquoi  donc  ce  jugement  s'impose-t-il  ä  nous  avec  une  irr^- 
sistible  evidence?  C'est  qu'il  n'est  que  l'affirmation  de  la  puis- 
sance  de  l'esprit  qui  se  sait  capable  de  concevoir  la  repetition 
indefinie  d'un  meme  acte  des  que  cet  acte  est  une  fois  possible. 
L'esprit  a  de  cette  puissance  une  Intuition  directe  et  l'experience 
ne  peut  etre  pour  lui  qu'une  occasion  de  s'en  servir  et  par  la  d'en 
prendre  conscience. " 

Diese  Worte  scheinen  mir  einer  Deutung  fähig,  die  über  die 
beabsichtigte  psychologische  Begründung  der  Induktion  in  unzu- 
lässiger Weise  hinausgeht.  Denn  wir  können  uns  keineswegs  von 
jedem  Schritt  die  unendliche  Wiederholung  noch  auch  jede  Art 
der  Unendlichkeit  dieser  Wiederholung  vorstellen.  Es  klingt  zwar 
sehr  plausibel,  daß  wir  durch  »  Schlüsse  beweisen,  daß  a.h  =  b.a 
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für  alle  Z:ihl(>n  h  ~  1  1)ls  A  =  n  gilt,  und  daß  demnach  durch 
unondlich  viele  Schlüsse  folgt,  daß  das  Gesetz  alle  Zahlen  von 
1  bis  Unendlich  umfaßt.  Aber  mit  der  gleichen  Begründung  ohne 
jede  nähere  Bezeichnung  des  besonderen  Unendlichen  könnte  man 
ebensogut  behaupten,  das  kommutative  Gesetz  umfasse  auch  die 
transfiniten  Zahlen. 

Nehmen  wir  als  zu  wiederholenden  Schritt  die  Operation  +  1 
selbst,  so  erzeugt  sie  nach  «-maliger  Wiederholung,  von  1  +  1 
ausgehend,  die  Zahl  n  +  1,  durch  unendliche  Wiederholung  aber 
keine  Zahl.  Und  betrachten  wir  etwa  die  Wiederholung  der  Ope- 
ration, die  von  einer  wohlgeordneten  Bienge  das  erste  Element 
wegnimmt  und  hinten  ansetzt,  so  erzeugt  ihre  unendliche  Wieder- 
holung an  einer  endlichen  Menge  keine  eindeutig  definierte  An- 
ordnung, und  an  der  Menge  ©  aller  ganzen  Zahlen  ergäbe  sich 
ein  eigenartiges  Dilemma :  Es  wäre  nach  unendlicher  Wiederholung 
jedes  Element  von  ®  transportiert,  @  wäre  von  seiner  ersten 
Stellung  völlig  verschwunden  und  stände  jetzt  „hinter  sich  selbst" 
verschoben;  die  unendliche  Wiederholung  würde  also  ®  selbst  er- 
geben. Andererseits  erhöht  jede  e  n  d  1  i  c  h  e  Anwendung  des  Trans- 
portes den  Ordnungstypus  der  Menge.  Wir  erhielten  successive 
aas  dem  Typus  o  =  1,  2,  3,  . ..  den  Typus  a  +  l  in  2,  3,  4  .. . ,  1, 
cj  +  2  in  3,  4,  5,  ...  1,  2  u.  s.  f.  Die  unendliche  Wiederholung 
würde  also  eine  Menge  von  niedererem  Typus  liefern,  als  jede  end- 
liche Wiederhulung.  Dieses  paradoxe  Ergebnis  zeigt,  daß  die  un- 
endliche Wiederholung,  soweit  ihr  Resultat  in  Betracht  kommt, 
einer  besonderen  Definition  bedarf  und  durchaus  nichts  schlechthin 
Vorstellbares  ist. 

Das,  was  wir  uns  vorstellen  können,  ist  die  Menge  aller 
endlichen  Wiederholungen  eines  Schrittes.  Mit  dieser  Formu- 
lierung  fallen    wir    aber    auf   die    endliche  Zahl    als    Grundbegriff 
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zurück  und  können  sie  daher  nicht  durch  Wiederholung  einer 
Operation  erzeugen.  Einem  ähnlichen  Zirkel  fallen  die  höheren 
Erzeugungsprinzipien  anheim ;  der  Limes  über  eine  Menge  vom 
Typus  o  kann  diesen  Typus  selbst  nicht  erst  erzeugen,  sondern 
setzt  ihn  voraus ;  er  ist  der  Operationsbercich  des  ersten  Prinzips. 
Ebenso  ist  der  Limes  über  einen  Typus  Sl^  von  der  Erzeugung 
dieses  Typus  als  Operationsbereich  des  ersten  und  zweiten  Prinzips 
abhängig.  Und  auch  in  der  Erzeugung  des  Typus  Sl^ ,  der  an- 
scheinend keines  neuen  Prinzips  bedarf,  steckt  doch  wieder  die 
Annahme,  daß  das  Aufsteigen  von  einer  Mächtigkeit  zur  nächst- 
folgenden analog  dem  ersten  Prinzip  nach  dem  Typus  o  iteriert 
werden  kann.  — 

§  112.  Man  könnte  versuchen,  den  Operationsbereich  des 
Aufstieges  +  1  dadurch  zu  kennzeichnen,  daß  man  nicht  nur  die 
Wiederholbarkeit  der  Operation  fordert,  („Ist  9  auf  a  anwendbar, 
so  auch  auf  <p{(()^)  sondern  noch  hinzusetzt,  daß  auch  jedes  Ele- 
ment mit  Ausnahme  des  ersten  aus  einem  anderen  durch  die 
Operation  gebildet  werde.  Doch  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  diese 
Annahmen  nicht  genügen. 

Wir  betrachten  die  komplexen  ganzen  Zahlen,  d.  h.  Zahlen 
der  Form  a  +  bi,  worin  a,  b  ganze  positive  oder  negative  Zahlen 
sind  und  i^  =r  —  1  ist.  Wir  ordnen  sie  nach  folgender  Vor- 
schrift: Es  gelte  a-\-bi  für  „später"  als  c  +  rli,  wenn  im  alge- 
braischen Sinn  entweder  b  >~  d  oder  b  =  d,  a:^  c  ist.  (Danach 
ist  z.B.  3  4-  4  ^■  >-  4  +  3  «■  ==-  2  +  3  i . )  Bei  dieser  Festsetzung  dürfen 
Ungleichungen  addiert  werden. 

Nun  ist  offenbar 
(1)  i^l. 
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Es  sei  ferner 
(2)  pi^p 

worin  p  irgend  eine  Zahl  unseres  Bereiches  ist.  Diese  Un- 
gleichung (2)  gilt  nach  (1)  gewiß  für  p  =  1,  und  ist  (2)  richtig, 
so  folgt  durch  Addition    von  (1)  und  (2): 

{p  +  l)i^p  +  l. 

"Wäre  in  unserem  Bereich  der  Schluß  von  n  auf  n+l  zu- 
lässig, so  müßte  (2)  für  jede  Zahl  ^?  gelten,  die  nach  der  Eins 
kommt.     Für  3  +  5  i  >^  1   ist  aber 

(3  +  50^  =  -5  +  3i^3  +  5?. 

Der  Grrund  der  Unzulässigkeit  des  Induktionsbeweises  ist 
klar :  zwischen  1  und  3  +  5  i  liegen  unendlich  viele  Zahlen.  Es 
muß  also  ausdrücklich  festgesetzt  werden,  daß  jede  Zahl  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  Wiederholungen  der  Operation  +1 
aus  der  Eins  entsteht.  Es  genügt  nicht,  daß  jede  aus  der  voran- 
gehenden durch  diese  Operation  erzeugt  wird. 

Unser  Beispiel  verweist  uns  aber  zugleich  auf  einen  Weg, 
den  wir  im  nächsten  Kapitel  betreten  werden :  die  hier  be- 
trachtete Menge  l)esitzt  Reste  ohne  erstes  und  Abschnitte  ohne 
letztes  Element.  Wenn  wir  solche  Teilmengen  ausschliessen,  ge- 
langen wir  in  der  Tat  zu  einer  Formulierung  des  Operations- 
bereiches des  Schlusses  von  n  auf  u+  1 ,  die  den  Begriff  der  end- 
lichen Zahl  nicht  voraussetzt.  Aber  auch  hierbei  geben  wir  den 
Begriff  des  Erzeugungsprinzips  auf ,  indem  wir  von  der  fer- 
tigen   Menge  sprechen. 

§  113.  Die  P^rgebnisse  unserer  Betrachtungen  können  wir  in 
zwei  Thesen  zusammenfassen : 


§  113.  —    659    — 

A)  Der  Begriff  der  Wiederholung  setzt  den  endlichen  An- 
zahlbegrifF  in  irgend  einer  Form  voraus. 

B)  Demnach  enthält  der  Versuch ,  die  Eeihe  der  ganzen 
Zahlen  durch  successive  Wiederholung  ein  und  derselben  Ope- 
ration zu  „erzeugen",  eine  petitio  principii,  die  eine  logische  Be- 
gründung der  mathematischen  Induktion  auf  diesem  Wege  unmöglich 
macht. 

Beide  Thesen  sind  in  zahlreichen  Einzelfällen  so  allgemein 
anerkannt,  daß  man  sie  mit  Recht  für  trivial  erklären  kann.  Die 
konvergenten  Prozesse  der  Analysis  mit  ihren  unendlichen  Wie- 
derholungen von  Additionen,  Multiplikationen,  Divisionen  oder 
Integrationen  bilden  ein  schlagendes  Beispiel  für  die  erste  These. 
In  meinem  ersten  Referate  behauptete  ich  bereits :  eine  unend- 
liche Reihe  von  Additionen  fördert  kein  Resultat  zu  Tage,  weil 
sie  kein  Ende  hat.  Die  Resultate  solcher  Prozesse  werden  viel- 
mehr mittelst  des  analytischen  Limesbegriffes  gesondert  definiert. 
Auf  der  Inhaltlosigkeit  des  Begriffs  einer  unendlichen  Wieder- 
holung beruht  auch  die  Unfruchtbarkeit  aller  Versuche,  die  In- 
finitesimalrechnung auf  einer  Theorie  unendlich  kleiner  Größen 
aufzubauen.  Daß  eine  solche  Theorie  überflüssig  ist,  war  das 
Ergebnis  der  Untersuchungen  meines  ersten  Referates.  Daß  sie 
unfruchtbar  ist,  haben  alle  Versuche  einschließlich  des  jüngsten 
von  Herrn  Geißler  unternommenen  schlagend  bewiesen.  Den 
Grund  dieser  Unfruchtbarkeit  haben  Cantor,  Peano  und  an- 
dere aufgedeckt:  Zum  Beweise  beispielsweise  des  Taylor  sehen 
Satzes  oder  zur  Definition  eines  bestimmten  Integrals  bedarf  man, 
um  von  unendlich  kleinen  zu  endlichen  Größen  zu  gelangen,  einer 
nnendlich  wiederholten  Addition.  Die  Definition  dieser  Wieder- 
holung stößt  auf  Schwierigkeiten,  die,  wahrscheinlich  unüber- 
windlich,  sicher   bis  heute  nicht  überwunden  sind.    Und  eine  Be- 
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griindung  der  Infinitesimalrechnung,  die  auf  das  Integral  und  den 
Taylor  sehen  Lehrsatz  verzichten  muß,  versperrt  sich  von  vorn- 
herein die  Möglichkeit  produktiver  Betätigung. 

Ihigegen  bietet  die  Lehre  von  den  wohlgeordneten  Mengen 
eine  der  glücklichsten  Definitionen  der  unendlichen  Wiederholung 
vermittelst  ihres  mengentheoretischen  Limes,  der  bei  analogen 
formalen  Eigenschaften,  die  er  mit  dem  analytischen  Grrenzbegriff 
gemeinsam  hat,  im  Gegensatz  zu  diesem  über  den  Ordnungstypus 
CO  hinauszugehen  gestattet.  Daß  aber  diese  unendliche  Wieder- 
holung, beispielsweise  der  Multiplikation  durch  w""^,  einer  beson- 
deren Definition  bedarf  und  nichts  von  Hause  aus  gegebenes  ist, 
wie  a%  tritt  gerade  in  dieser  Theorie  mit  besonderer  Deutlichkeit 
zu  Tage,  während  es  für  unendliche  Summen,  Produkte,  Ketten- 
biiiche  etc.  in  der  Analysis  erst  das  Ergebnis  langer  und  mühe- 
voller kritischer  Arbeit  war. 

Unsere  zweite  These  dürfte  auch  heute  noch  auf  vielfachen 
Widerspruch  stoßen.  Und  doch  ist  es  klar,  daß  es  keinen  Satz 
geben  kann ,  der  für  alle  ganzen  Zahlen  gilt ,  wenn  nicht  alle 
diese  ganzen  Zahlen  als  existierend  angesehen  werden.  Und  es 
kann  nicht  im  Ernst  behauptet  werden,  daß  die  Zahl  Zehn  erst 
zu  existieren  begonnen  habe,  als  man  zum  erstenmale  alle  Finger 
der  ])eiden  Hände  zu  zählen  gelernt  habe,  noch  wird  man  einen 
Menschen  finden  können ,  der  schon  bis  zu  einer  Billion  gezählt 
hat.  Welchen  andern  Sinn  aber  soll  es  haben,  wenn  man  das 
Zählprinzip  als  ein  Erzeugung.sprinzip  bezeichnet?  Es  ist  eine 
unter  vielen  Methoden  und  unter  diesen  logisch  die  erste,  uns 
eine  bestimmte  Zahl  vor  das  Bewußtsein  zu  stellen ;  die  Zahl 
wird  aber  dadurch  nicht  erzeugt.  Das  Zählprinzip  ist  ein  Ord- 
nungsprinzip. Es  ordnet  jeder  Zahl  a  eine  unmittelbar  folgende 
a  -f  1  zu.  Und  in  dieser  Form  werden  wir  es  in  den  Kapiteln 
XXVÜ  und  XXIX  wieder  antreffen. 
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Sechster  Teil. 


Prinzipielle  Fragen.     Zweite  Reihe. 

xxvn. 

Die  Wohlordnung  der  Menge  (5. 

§  114.  Wir  haben  gesehen,  daß  die  Erzeugungsprinzipien, 
durch  die  wir  die  Zahlenreihe  definieren,  zur  Begründung  ihrer 
Eigenschafteu  unzureichend  sind  ;  wir  werden  auch  im  weiteren 
Verlauf  bemerken  können ,  daß  der  Induktionsschluß  stets  der 
Definition  durch  Induktion  logisch  voran  geht.  Mit  einer  Defi- 
nition durch  Induktion,  wie  sie  in  dem  Erzeugungsprinzip  steckt, 
können  wir  daher  nicht  beginnen  ,  ohne  bei  der  Anwendung  des 
Induktionsbeweises  zu  bemerken ,  daß  wir  am  falschen  Ende  an- 
gefangen haben. 

Nach  dem  gegenwärtigen  Stand  der  mathematischen  Wissen- 
schaft bleibt  uns  danach  nur  ein  zweites  Verfahren,  um  zu  einer 
dogmatischen  Theorie  der  Menge  ©  zu  gelangen,  d.  h.  zu  einer 
Theorie,  die  alle  Sätze  aus  einem  einfachen  System  von  Grund- 
sätzen logisch  ableitet.  Wir  müssen  auf  eine  Definition  der  Zahl 
verzichten ,  die  Zahl  als  Grundbegriff  betrachten  und  eine  hin- 
reichende und  notwendige  Zahl  evidenter  Sätze  über  den  Zahl- 
begriff als  Axiome  aufstellen.  Dieses  Verfahren,  nach  dem  die 
griechischen  Mathematiker  die  Geometrie  und  Mechanik  syste- 
matisch bearbeitet  haben,  nennt  man  das  axiomatische. 

Zu  jeder  Axiomatik  gehört  als  stillschweigendes  Postulat  die 
für  den  formalistischen  Aufbau  gleichgültige  und  daher  vielfach 
übersehene  Annahme ,   daß   es  Dinge  der  beschriebenen  Art  wirk- 
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licli  gibt.  I\lan  kann  iintiT  Umstünden  den  Nachweis  dieser  Exi- 
stenz erbringen ,  indem  man  sich  auf  die  Existenz  irgend  eines 
anderen  Systems  von  Dingen  stützt.  Es  gibt  Zahlengebilde, 
welche  alle  diejenigen  formalen  Eigenschaften  besitzen,  die  wir 
in  der  Geometrie  an  Punkten,  Geraden,  Ebenen,  Strecken,  Win- 
keln etc.  voraussetzen.  Und  wir  werden  weiter  sehen ,  daß  die 
Existenz  von  Mengen ,  welche  alle  formalen  Eigenschaften  der 
]\Ienge  ®  besitzen,  beweisbar  ist,  wenn  die  Existenz  transfiniter 
1^1  engen  überhaupt  zugegeben  wird.  Für  diese  Existenz  ist  aber 
ein  logischer  Beweis,  der  allen  Bedenken  standhielte,  bisher  nicht 
erbracht  worden.  Und  man  wird  vorläufig  am  besten  den  Stand- 
punkt einnehmen ,  daß  umgekehrt  die  Existenz  der  transfiniten 
Menge  @  eine  Grundtatsache  unserer  Erkenntnis  ist,  aus  der  wir 
schließen,  daß  der  BegriflP  einer  transfiniten,  d.  h,  einem  ihrer 
Teile  äquivalenten  Menge  keinen  Widerspruch  enthält. 

Einer  der  interessantesten  Versuche,  die  Existenz  transfiniter 
Mengen   zu  beweisen,  ist  der  von  Dedekind  unternommene.     Es 


'o^ 


sei  a  irgend  ein  Gegenstand  des  Denkens,  so  kann  ich  das  Urteil 
füllen:  a  ist  ein  Gegenstand  meines  Denkens.  Dieses  Urteil  <p{<() 
ist  selbst  ein  Gegenstand  des  Denkens.  Die  Zuordnung  <p  zwi- 
schen a  und  (p{n)  ist  umkehrbar  eindeutig  und  bildet  die  Menge 
aller  Gedankendinge  auf  einen  echten  Teil  ihrer  selbst  ab,  da 
nicht  jeder  Gegenstand  des  Denkens  die  Form  eines  Urteils,  daher 
a  fortiori  nicht  die  Form  des  speziellen  Urteils  cp{a)  hat.  Dem- 
nach ist  die  Menge  aller  Gedankendinge  transfinit. 

Angesichts  der  Paradoxieen,  die  der  Menge  aller  Dinge  an- 
baften,  kann  dieser  Beweis  heute  nicht  mehr  aufrechterhalten 
werden.  Es  wird  ihm  aber  auch  entgegengehalten,  daß  er  gar 
nicht  rein  logisch,  sondern  auf  die  durch  innere  Erfahrung  ge- 
wonnene Erkenntnis   der  Organisation    unseres   Verstandes ,   also 
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auf  Psychologie  gestützt  ist.  Es  wäre  in  der  Tat  ein  ebenso 
schlüssiges  Verfahren,  die  Menge  ®  selbst  als  Beweismittel  anzu- 
führen ,  oder ,  wie  wir  die  Analj'sis  zum  Beweis  der  logischen 
Möglichkeit  nichteuklidischer  Geometrieen  heranziehen,  die  Menge 
aller  Punkte  eines  Halbstrahls  als  transfinite  Menge  aufzuzeigen. 
Ein  Irrtum  aber  wäre  es,  das  Fehlen  des  rein  logischen  Cha- 
rakters als  Grund  gegen  die  Zulässigkeit  des  Beweises  anzuführen. 
Aus  reiner  Logik  Mathematik  zu  machen,  ist  bis  heute  nicht  ge- 
lungen. Daß  es  gelingen  muß,  ist  eine  unbewiesene  Annahme,  in 
den  Augen  des  Kantianers  sogar  eine  falsche.  Es  ist  daher  nicht 
nur  ein  zulässiger,  sondern  auch  zum  mindesten  ein  durch  den  Stand 
unserer  Kenntnisse  erzwungener  Standpunkt,  wenn  wir  sagen: 
„Aus  der  Existenz  transfiniter  Mengen  können  wir  die  von  ®  be- 
weisen. Daß  es  aber  transfinite  Mengen  gibt,  beweisen  gerade 
diejenigen  Erkenntnisse  selbst,  um  deren  Darstellung  und  logische 
Formulierung  wir  uns  bemühen". 

Der  mathematische  Logizismus  mag  bestrebt  sein,  über  diesen 
Standpunkt  hinauszukommen;  daß  wir  es  heute  nicht  können,  er- 
fahren wir  immer  von  neuem,  und  den  Philosophen  setzt  das  nicht 
in  Erstaunen. 

§  115.  Einen  axiomatischen  Standpunkt  haben  wir  bereits 
dem  allgemeinen  Begriff  der  wohlgeordneten  Menge  gegenüber 
eingenommen,  indem  wir  alle  ihre  Eigenschaften  aus  dem  einen 
Satz  ableiteten,  daß  jede  Teilmenge  ein  erstes  Element  besitzt. 
Den  früher  gekennzeichneten  „naiven"  Standpunkt  der  Theorie 
des  Endlichen  gegenüber  brachten  wir  immerhin  durch  die  Be- 
hauptung zum  Ausdruck,  daß  alle  Abschnitte  des  Typus  o  end- 
lich seien.  Dies  kann  zwar  auch  aus  der  Definition  von  co  als 
Typus  der  Reihe   1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  .  .  .   der  endlichen  Zahlen  geschlossen 
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werden,  dann  ist  aber  wieder  die  Wohlordnung  dieser  Reihe  vom 
naiven   Standpunkt    aus    angenommen.  —    Wir   stellen  jetzt  fol- 
gende Eigenschaften   der  Menge  @  aller  ganzen  Zahlen   resp.  des 
Typus  CO  zusammen  und  benutzen  sie  als  Axiomsystem  : 
((i).     [1)  Die  Menge  ®  ist  geordnet. 

(2)  Sie  besitzt  ein  erstes  Element,  1. 

(3)  Jeder  Rest  von  ®  besitzt  ein  erstes  Element. 

(4)  Die  Menge  ®  besitzt  kein  letztes  Element. 

(5)  Jeder  Abschnitt  von  @  besitzt  ein  letztes  Element. 
Der  erste  Satz  dient  den  andern  als  Grundvoraussetzung  und 

tritt  daher  in  unseren  Entwicklungen  nicht  selbständig  auf.  Von 
den  Axiomen  (2)  bis  (5)  enthalten  die  beiden  ersten  die  Wohlordnung. 

Es  sei  nämlich  T  eine  beliebige  Teilmenge  und  B{T)  folgender- 
maßen definiert:  Wenn  x  ein  Element  in  B{I)  ist,  so  gibt  es  in 
T  ein  Element  y-<x.  Die  Menge  R{T),  analog  der  früher  be- 
nutzten A(2')  gebildet,  ist  ein  Rest  oder  mit  ®  identisch,  da  wir 
hier  &  als  uneigentlichen  Rest  von  allen  seinen  Resten  unter- 
scheiden wollen.  Ii{T)  besitzt  daher  ein  erstes  Element,  von  dem 
man  sofort  zeigt,  daß  es  erstes  in  T  ist.  Also  enthält  jede  Teil- 
menge von  ®  ein  erstes  Element,  ®  ist  somit  wohlgeordnet. 

Ist  ^  eine  von  ®  verschiedene  Menge,  die  dem  System  (G) 
genügt,  so  ist  daher  auch  §  wohlgeordnet,  und  da  es  nach  (4)  kein 
letztes  Element  besitzen  soll,  keinem  Abschnitt  von  ®  ähnlich. 
Ebensowenig  kann  ®  einem  Abschnitt  von  §  ähnlich  sein,  es  ist 
daher  ^  zu  @  selbst  ähnlich,  d.  h.  das  System  (G)  definiert  den 
Typus  von  @  vollständig. 

§  116.  Wir  kommen  nun  zur  Begründung  des  Induktions- 
schlusses und  der  Definition  durch  Induktion.  Der 
Induktionssrhluß  ist  in  §  33  bereits  allgomoin  auf  die  Woblorduung 
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gestützt  worden.  Doch  brauchen  wir  hier  das  allgemeine  Schluß- 
schema nicht  vollständig,  da  nach  Axiom  (5)  jedes  Element  mit 
Ausnahme  des  ersten  ein  unmittelbar  vorangehendes  besitzt. 

Es  sei  S  eine  Menge,  von  der  wir  folgendes  wissen: 

Erstens:  sie  enthält  das  Element  1. 

Zweitens:  enthält  sie  ein  Element  x  von  ®,  so  enthält  sie 
auch  das  unmittelbar  folgende. 

So  zeigen  wir,  daß  Ä  alle  Elemente  von  ®  enthält.  Wenn 
es  nämlich  in  @  Elemente  gäbe,  die  nicht  zu  S  gehören,  so  gäbe 
es  ein  erstes,  y,  unter  ihnen.  Dieses  ist  nach  der  ersten  Annahme 
über  S  von  1  verschieden,  besitzt  darum  ein  unmittelbar  voran- 
gehendes, oc.  Da  y  das  erste  nicht  in  S  enthaltene  Element  sein 
soll,  ist  X  noch  Element  von  S,  dann  aber  nach  der  zweiten  Vor- 
aussetzung auch  y  gegen  seine  Definition.  Es  gibt  also  in  ®  über- 
haupt keine  Elemente,  die  nicht  zu  S  gehören. 

Die  Definition  durch  Induktion  besteht  in  folgendem:  Es  sei 
uns  eine  Menge  M  gegeben  und  in  dieser  eine  Zuordnung  &, 
welche  jedem  Element  7n  von  il/ein  Element  @(m)  von  3i  eindeutig, 
aber  nicht  notwendigerweise  umkehrbar  eindeutig  zuordnet.  Dann 
existiert  eine  Zuordnung  z^,  welche  jedem  Element  a  von  ®  ein 
Element  t(j{a)  von  M  eindeutig  aber  wiederum  nicht  notwendig 
umkehrbar  eindeutig  zuordnet.  Und  zwar  ist  ip  eindeutig  bestimmt 
durch  folgende  zwei  Festsetzungen: 

Erstens:  Es  ist  darüber  verfügt,  und  zwar  nach  Willkür, 
welches  Element  m  von  M  dem  Element  1  von  ® 
zugeordnet  sei:  ip{l)  =  m. 

Zweitens:  Wenn   ^(a)  =  r   ist,    so    soll    dem    auf  a  in  ® 

folgenden    Element  a'  das   Element   ®{r)  in  M 

zugeordnet  sein:  ^(a')  =  0^(o). 

Der  Inhalt  dieser  Sätze  ist  vom  naiven  Standpunkt  aus  bekannt, 

45* 
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Man  bilde  aus  m  die  Reihe 

&[m)  =  m^,     ®M  =  *"8)     ®{^h)  =  *"<  etc. 
I^ic  Indices  bringen  bereits  die  Zuordnung  if  zum  Ausdruck.   Das 
gleiche  tut  die  Exponentenschreibart: 

»»,  0(m),    &\ni),    0^(w),  •  • .  etc. 

Um  unsere  Behauptung  streng  zu  beweisen,  verwenden  wir 
den  Induktionsschluß.  Die  Menge  derjenigen  Elemente  von  ®,  für 
die  xl>  definiert  ist,  enthält  1  und  mit  a  auch  a',  also  enthält  sie 
alle  Elemente  von  ®.  Ebenso  ergibt  sich  die  Eindeutigkeit  der 
Zuordnung.  Und  daß  es  nur  eine  Zuordnung  gibt,  die  die  beiden 
Forderungen  erfüllt,  liegt  in  diesen  Forderungen  selbst.  Es  wäre 
für  eine  andere  Zuordnung  i^(l)  =  y(l),  und  aus  ip{a)  =  y(a)  folgt 
i^<[a')  =  y{a'),  also  ist  allgemein  ^(a)  =  y(a). 

Die  DIenge  ®  selbst  besitzt  eine  Zuordnung  cp,  die  jeden 
Element  das  unmittelbar  folgende  zuordnet.  Wir  können  daher 
eine  Zuordnung  jp  durch  die  Festsetzung 

definieren.  Was  das  ist,  erkennen  wir  sofort,  wenn  wir  für  cp 
und  ip  die  Zeichen  +1,  a  +  einführen.  Dann  lauten  unsere  Grlei- 
chungen  a  +  l  =  a  +  l,  a  +  (&  +  l)  =  (a  +  &)  +  l  und  ergeben  unsere 
frühere  Definition  der  Addition,  auf  der  sich  dann  analog  die  der 
I\Iultiplikation  und  Potenzierung  aufbauen.  Auf  diese  Art  sind 
daher  die  Entwicklungen  des  Kapitels  XXVI  in  einfacher  Weise 
auf  eine  sichere  Grundlage  zurückgeführt. 

§  117.  Die  Zuordnung  (p{a)  =  a+l  ist  nicht  nur  eindeutig, 
sondern  auch  umkehrbar  eindeutig.  Und  da  1  kein  unmittelbar 
vorangehendes  Element  besitzt,  bildet  y  die  Menge  ®  auf  einen  echten 
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Teil  ihrer  selbst,  nämlich  auf  den  Rest  R{2)  ab.  @  ist  also  trans- 
finit.  Wir  haben  bereits  früher,  ohne  vom  naiven  Standpunkt 
auszugehen,  gezeigt,  daß  jede  Menge,  die  eine  transfinite  Teilmenge 
besitzt,  selbst  transfinit  ist.  Jede  Menge,  die  eine  zu  ®  äquiva- 
lente Teilmenge  enthält,  ist  daher  insbesondere  selbst  transfinit, 
d.  h.  sie  ist  auf  einen  echten  Teil  ihrer  selbst  abbildbar. 

Wir  haben  auch  die  Umkehrbarkeit  dieses  Satzes  bewiesen, 
aber  wir  gingen  dabei  vom  naiven  Standpunkt,  nämlich  von  einer 
Definition  durch  Induktion  aus.    Diese  wird  jetzt  nachzuprüfen  sein. 

Es  sei  M  eine  Menge,  ®  eine  Abbildung,  die  eindeutig  ist 
und  jedem  Element  m  von  M  ein  Element  @{m)  von  M  zuordnet. 
Wir  hatten  gezeigt,  daß  eine  Zuordnung  f  existiert,  welche  jedem 
Element  a  von  ®  ein  Element  ip{a)  von  M  zuordnet.  Wir  setzen 
jetzt  weiter  voraus,  ©sei  umkehrbar  eindeutig  und  bilde  Mauf 
einen  echten  Teil  M  seiner  selbst  ab.  Bei  der  Bestimmung  von  xp 
stand  uns  die  Wahl  von  tO-)  frei.  Wir  wählen  für  t^(1)  ein 
Element  von  M,  das  nicht  zu  M'  gehört.  Nunmehr  läßt  sich  zeigen, 
daß  auch  tlj  umkehrbar  eindeutig  ist,  d.  h.  daß  M  eine  zu 
@  äquivalente  Teilmenge  enthält.  Es  ist  die  bereits  früher  be- 
trachtete Menge  m  =  ip{V),  @(m),  &-{m),  &\m)  etc. 

Es  sei  a  ein  Element  in  ®,  ip  (a)  =  r.  Gibt  es  ein  von  a  ver- 
schiedenes Element  b  von  ®,  für  das  ^  (6)  =  i^  («)  wird,  so  rechnen 
wir  a  zu  einer  Teilmenge  T  von  ® ;  andernfalls  zu  der  komple- 
mentären Menge  S.  Diese  Menge  S  enthält  sicher  das  Element  1. 
Denn  sei  a  ein  von  1  verschiedenes  Element,  so  gibt  es  ein  un- 
mittelbar vorangehendes  &,  und  es  ist  ^(a)  =  ®i){b).  Nun  ist 
tp{l)  =  m  nicht  in  M'  enthalten,  d.h.  es  gibt  in  M  kein  Element 
X,  für  das  m  —  ®{x)  wäre.  Aus  i^(l)  =  ^{a)  würde  aber  im 
Widerspruch  damit  m  =  ©{ipib))  folgen.  Also  kann  t^(1)  =  T^(a) 
nur  für  a  =  l  möglich  sein. 
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Es  sei  ferner  <i  ein  beliebiges  Element  in  6',  a'  das  unmittelbar 
folgende.  Ist  \l>{a)  =  j^(^),  so  ist  h  sicher  von  1  verschieden, 
besitzt  also  ein  vorangehendes  Element  c,  &  =  c  +  1.  Es  ist  aber 
^,  Ui')  =  &tl>  (a),  ip{b)  =  &ip  (c).  Da  0  u  m  k  c  h  r  b  a  r  eindeutig  ist, 
folgt  daher  ans  xp{a')  =  tp{b)  sofort  weiter  i^(a)  =  t/;(c),  und 
da  a  zu  .S  geboren  soll,  a  =  c,  d.h.  a'  =  c  +  1  =  h.  D.  h.  aus 
^(a')  =  ^(6)  folgt  a'  =  h:  gehört  a  zu  S,  so  auch  das  unmittelbar 
folgende  Element.  Demnach  enthält  nach  dem  Induktionsschluß 
S  alle  Elemente  von  ®,  d.h.  aus  V(«)  ==  ^(^)  folgt  stets  a  =  h, 
^  ist  umkehrbar  eindeutig  und  M  enthält  eine  zu  %  äquivalente 
Teilmenge,  w.  z.  b.  w.  — 

Unser  Beweis  unterscheidet  sich  von  dem  früher  gegebenen 
nur  durch  die  schärfere  Darstellung. 

^  118.  Wir  kommen  jetzt  zum  Beweise  eines  Satzes,  den  wir 
früher  vom  naiven  Standpunkt  aus  unbewiesen  hingenommen  haben, 
zu  dem  Satz  nämlich,  daß  kein  Abschnitt  von  @  unendlich  ist. 
Wir  beweisen  ihn  in  zwei  Schritten. 

Kein  Abschnitt  von  ®  ist  transfinit. 

Der  Satz  ist  sicher  richtig  für  den  Abschnitt  ^(2).  Dieser 
besteht  nämlich  aus  einem  Element,  der  Eins.  Er  enthält  daher 
gar  keinen  echten  Teil,  kann  daher  auch  keinem  echten  Teil  seiner 
selbt  äquivalent  sein. 

Sodann  beweisen  wir,  daß  der  Satz  richtig  ist  für  A  [m  +  1), 
wenn  er  für  den  Abschnitt  A{m)  richtig  ist.  Zur  Vorbereitung 
beachten  wir,  daß  alle  Reste  von  ®  zu  ®  äquivalent  sind.  Da 
nämlich  ®  geordnet  ist,  ist  auch  jede  Teilmenge  geordnet,  und  da 
die  Ordnung  von  ®  eine  Wohlordnung  ist,  gilt  dies  auch  von  der 
jeder  Teilmenge,  speziell  von  der  jedes  Restes.  Jeder  Rest  von  ® 
criüllt    darum    die    Axiome    1,  2,  3.      Ist   weiter  t  ein   Abschnitt 
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eines  Restes  R,  so  gibt  es  in  R  Elemente,  die  nach  allen  Elementen 
von  T  kommen,  sofern  r  ein  echter  Abschnitt  ist.  Diese  Elemente 
sind  daher  auch  hinter  alle  Elemente  von  A(t)  geordnet,  A(r)  ist 
darum  echter  Abschnitt  von  ®.  Nach  Axiom  5  enthält  somit  A(t) 
und  damit  r  selbst  ein  letztes  Element.  R  genügt  daher  auch 
dem  Axiom  (5),  und  aus  Axiom  (4)  folgt  ja  sofort,  daß  kein  Rest 
von  ®,  also  auch  R  nicht,  ein  letztes  Element  besitzen  kann. 
Jeder  Rest  von  ®  genügt  also  den  Axiomen  von  @,  und  ist  daher 
zu  @  ähnlich,  d.  h.  a  fortiori  äquivalent. 

Es  sei  nun  bewiesen,  daß  der  Abschnitt  A(in)  nicht  transfinit 
ist.  "Wäre  Ä{tn  +  1)  transfinit,  so  enthielte  Ä{m  +  1)  eine  zu  ® 
äquivalente  Teilmenge  t,  nach  §  117.  Enthielte  r  das  Element  m 
nicht,  so  gehörten  alle  Elemente  von  r  zu  Ä(in),  da  ja  Ä{m-{-l) 
aus  Ä{m)  und  m  selbst  besteht.  Das  wäre  aber  gegen  die  Vor- 
aussetzung, da  Ä{))i)  nicht  transfinit  ist. 

Die  Zuordnung,  welche  r  auf  ®  abbildet,  heiße  ^,  und  es  sei 
m  =  f{a).  Betrachten  wir  jetzt  diejenigen  Elemente  von  r,  welche 
dem  Rest  R{a  +  1)  zugeordnet  sind.  Sie  bilden  eine  Teilmenge  t', 
die  tu  nicht  enthält,  also  Teil  von  A{m)  ist.  Sie  ist  zu  R{a  +  1), 
d.  h.  zu  einem  Rest  von  ®,  somit  zu  ®  selbst  äquivalent,  wiederum 
gegen  die  Voraussetzung.  Die  Annahme,  daß  Ä{m  +  1)  transfinit 
sei,  führt  daher  auf  einen  Widerspruch  ^ 

Die  Menge  aller  Elemente  von  ®,  deren  Abschnitte  nicht 
transfinit  sind,  enthält  daher  1  und  mit  m  auch  m  + 1,  d.  h.  sie  ist 
mit  ®  identisch,  w.  z.  b.  w.  — 


1  Ein  anderer  Beweis  findet   sicli   bei   Dedekind   „Was   sind   und   was 
sollen  die  Zahlen?"    §  70,  119. 
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^  1 19.  Der  zweite  Schritt  unseres  Beweises  erledigt  die  Frage, 
die  sich  an  die  Disjunktion  endlich-unendlich  geknüpft  hat  und 
besteht  in  dem  Nachweis,  daß  jede  Menge  entweder  trausfinit 
oder  zu  einem  Abschnitt  von  ®  äquivalent  ist.  Bei  diesem  Ver- 
fahren ist  die  völlige  Umkehrung  des  naiven  Standpunktes  charakte- 
ristisch: Wir  definierten  zuerst  durch  eine  positive  Eigen- 
schaft das  unendliche  in  der  Fassung  des  trans- 
f  i  n  i  t  e  n.  Südann  wiesen  wir  nach,  daß  die  sogenannten  endlichen 
Zahlen  nicht-transfinit  sind.  Zum  Schlüsse  zeigen  wir  jetzt, 
daß  die  endlichen  Zahlen  die  einzigen  nicht-transfiniten 
sind,  woraus  dann  folgt,  daß  die  Begriffe  nicht-endlich  und 
transfinit  sich  decken.  — 

Wir  machen  mit  Dedekind  folgende  Disjunktion :  Eine  Menge 
M  enthält  entweder  zu  jedem  -Abschnitt  von  @  eine  äquivalente 
Teilmenge,  oder  nicht  zu  jedem. 

Wir  betrachten  den  ersten  Fall.  Zu  dem  Abschnitt  yl (a)  gebe 
es  in  M  die  äquivalente  Teilmenge  t,^.  Die  Zuordnung  überträgt 
zugleich  die  Ordnung  von  Ä{a)  auf  t^.  Daher  ist  t„  wohlgeordnet, 
so  zwar,  daß  jeder  Abschnitt  und  t^  selbst  ein  letztes  Element 
besitzt. 

Zwei  Abschnitte  von  @  sind  niemals  äquivalent,  da  einer  ein 
Abschnitt  des  andern  ist,  dieser  also  transfinit  sein  müßte.  Daher 
sind  auch  keine  zwei  der  Teilmengen  t„  äquivalent,  umsoweniger 
identisch :  die  Zuordnung  der  Teilmenge  t„  zu  ihrem  Index  ist  um- 
kehrbar eindeutig.  Die  Menge  t  dieser  Teilmengen  ist  daher  zu  @ 
äquivalent  und  durch  die  Indices  nach  dem  Typus  a  wohlgeordnet. 

AVir  definieren  nun  folgende  Teilmenge  31'  von  31:  Ist  a; 
ein  Element  von  31',  so  gibt  es  eine  Teilmenge  r„, 
welche  :r  enthält.    Es  kann  mehrere  solche  Teilmengen  geben ; 
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auf  Grund   der  Wohlordnung   von  t  ist   eine   darunter  die   erste. 
Ihr  Index  sei  ^  und  werde  mit  (p{x)  bezeichnet. 

Die  Menge  ilf  wird  durch  folgende  Vorschrift  geordnet:  Sind 
X,  y  zwei  Elemente  von  M',  so  ist  entweder  g?  (x)  von  (p  (y)  ver- 
schieden und  alsdann  <p  (x)  >-  cp  (y)  oder  (p{x)^(p  (?/).  Im  ersten  Fall 
sei  x>^y,  im  zweiten  x^cy.  Oder  es  ist  (p(x)  =  (p  (y)  =  §,  so 
gehören  x  und  y  einer  gemeinsamen  Teilmenge  T|  aus  r  an  und 
sind  durch  deren  AVohlordnung  bereits  geordnet. 

Wir  beweisen  weiter,  daß  diese  Ordnung  den  Axiomen  2  bis  5 
genügt,  d.  h.  daß  M'  zu  &  ähnlich  ist.  Daraus  folgt  dann,  daß  31 
eine  zu  ®  äquivalente,  also  transfinite  Teilmenge  enthält,  mithin 
selbst  transfinit  ist. 

Axiom  (2)  und  (3)  beweisen  wir  zusammen  aus  der  allgemeinen 
Definition  der  Wohlordnung.  Eine  Teilmenge  M"  von  31'  definiert 
eine  Teilmenge  &'  von  ®.  Gibt  es  nämlich  in  M"  ein  Element  x, 
für  das  (p{x)  =  a  ist,  so  rechnet  a  zu  &'.  Unter  den  Elementen 
von  ®'  gibt  es  ein  erstes;  es  heiße  a.  In  r„  wieder  gibt  es  Ele- 
mente, die  nach  ilf"  gehören,  und  unter  diesen  ein  erstes;  es 
heiße  x.  Man  zeigt  sofort,  daß  x  erstes  Element  in  31"  ist.  Also 
enthält  jede  Teilmenge  von  31'  ein  erstes  Element,  ist  somit  selbst 
wohlgeordnet. 

Zum  Beweise  von  Axiom  (5)  betrachten  wir  einen  Abschnitt 
N  von  31'.  Er  ist  auf  Grund  der  soeben  bewiesenen  Wohlordnung 
von  einem  Element  x  in  31'  erzeugt.  Für  jedes  Element  y  in  N 
ist  daher  fp{y)^(p{x).  Es  gibt  aber  unter  den  Indices  (p{y) 
eiiren  höchsten,  der  höchstens  gleich  (p  {x)  ist.  Er  heiße  |.  In  der 
Teilmenge  r^  gibt  es  wieder  ein  letztes  Element  s,  für  das  qp  (^)  =  | 
und,  falls  |  =  (p{x),  auch  ^^cx  ist.  Dieses  Element  ist  letztes 
in  N. 
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Um  endlich  die  Gültigkeit  des  Axioms  (4)  für  die  Menge  M' 
nachzuweisen,  nehmen  wir  an,  es  gebe  in  M'  ein  letztes  Element. 
Es  würde  daraus  folgen,  daß  M'  einem  Abschnitt  A{c)  von  ® 
ähnlich  wäre.  Nun  ist  die  Teilmenge  t^+j  äquivalent  yl(c+l), 
andererseits  Teil  von  M\  woraus  folgen  würde,  daß  A{c-\-V)  einem 
Teil  von  A  [r).  also  einem  Teil  seiner  selbst  äquivalent  wäre.  Dies 
ist  nnm(»glich.  somit  enthält  Ji' kein  letztes  Element;  es  ist  daher 
zu  0  äquivalent,  w.  z.  h.  w.  — 

Der  Grundgedanke  unseres  Beweises  ist  ein  ganz  einfacher. 
Man  setze  die  Teilmengen  x^,  r, ,  r, ,  .  .  .  hintereinander  und 
streiche  aus  der  so  entstandenen  Reihe  jedes  Element,  das  mehrfach 
vorkommt,  an  allen  Stellen  weg  mit  Ausnahme  derjenigen,  an  der 
es  zuerst  auftritt.  Die  übrigbleibende  Reihe  ist  unsere  Menge  ilf 
und  hat  offenbar  den  Typus  oj.  Diese  einfache  Darstellung  ent- 
spricht aber  den  hier  gestellten  Anforderungen  an  Strenge  nicht; 
daher  mußte  das  Hintereinandersetzen  und  Wegstreichen  durch 
die  schärfere  Definition  und  einen  ausführlichen  Beweis  der  Ordnung 
von  M'  nach  dem  Typus  a  ersetzt  werden. 

§  120.  Sehr  viel  einfacher  erledigt  sich  der  zweite  Eall  un- 
serer Disjunktion:  Es  gebe  in  il/ nicht  zu  jedem  Abschnitt  von  ® 
eine  äquivalente  Teilmenge.  Dann  gibt  es  unter  denjenigen  Ab- 
schnitten in  ®,  die  keine  äquivalenten  Teile  in  M  besitzen,  einen 
ersten.  A  (c),  zu  c  ein  unmittelbar  vorangehendes  Element  &,  und 
zu  A{h)  einen  äquivalenten  Teil  M'  in  M.  Wäre  M'  ein  echter 
Teil  in  3/,  so  gäbe  es  ein  nicht  zu  M'  gehöriges  Element  x  in  M. 
Dieses  ordne  man  dem  Element  6  zu,  so  ist  durch  A  (b)  rv  NT  und 
h  rsj  X  dem  Abschnitt  A{c)  =  A{h)-\-h  in  il/ eine  äquivalente  Teil- 
menge (3i'  +  x)  zugeordnet,  gegen  die  Voraussetzung.  Demnach 
ist    3/'   kein    echter    Teil    von    M,    vielmehr    JST  =  M   und 
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MrsjA{b),   d.h.    Jf  ist   einem    Abschnitt   von  (3  äquivalent   und 
endlich. 

Hiermit  ist  die  in  §  14  aufgeworfene  Frage  beantwortet, 
deren  Erledigung  vom  naiven  Standpunkt  aus  schlechterdings  aus- 
geschlossen war.  Wir  müssen  dabei  hervorheben,  daß  unser  Beweis 
kein  Kriterium  enthält,  nach  dem  von  einer  gegebenen  Menge 
entschieden  werden  kann,  ob  sie  endlich  oder  unendlich  ist.  Wenn 
uns  durch  einen  Grenzprozeß  eine  Zahl  definiert  wird,  so  können 
wir  fragen,  ob  sie  rational  oder  irrational  ist.  Im  ersten  Fall 
ist  die  Bienge  der  Nenner  ihrer  Kettenbruchentwicklung  oder  der 
von  null  verschiedenen  Ziffern  ihrer  Dezimalbruchentwicklung 
endlich,  im  zweiten  Fall  unendlich.  Wir  haben  hier  ein  Problem 
vor  uns,  bei  dem  die  Frage  nach  der  Endlichkeit  oder  Unendlich- 
keit einer  Menge  aufgeworfen  wird  und  in  manchen  Fällen  bis 
heute  noch  unentschieden  ist.  Auch  das  Problem  des  großen 
Fe r matschen  Satzes  gibt  zu  einer  solchen  Frage  Anlaß:  Ist 
die  Menge  aller  Zahlen  m,  für  die  die  Gleichung  a:;"*  +  ?/"'  =  ^"'  in 
ganzen  Zahlen  lösbar  ist,  unendlich  oder,  wie  vermutet  wird, 
endlich?  Eine  andere  bekannte  zahlentheoretische  Frage  betrifi't 
die  Menge  aller  Zahlen  x,  für  die  2-''  + 1  eine  Primzahl  ist.  Auch 
von  dieser  Menge  ist  unentschieden,  ob  sie  endlich  oder  unend- 
lich ist.  — 

§  121.  Im  Anschlüsse  an  die  Axiomatik  der  ersten  Zahlklasse 
mag  noch  gezeigt  werden,  daß  auch  die  zweite  Zahlklasse,  d.  h. 
der  Typus  ü, ,  axiomatisch  behandelt  werden  kann.  Wir  stellen 
zu  diesem  Zweck  wieder  die  drei  ersten  Axiome  der  Wohlordnung 
auf,  an  Stelle  des  vierten  und  fünften  aber  treten  folgende  analoge 
Bildungen,  in  denen  die  Menge  mit  §  bezeichnet  wird: 
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(4*)  Die    I\Iengc  ^  besitzt   keinen    Kern,    dessen    Abschnitte 

sämtlich  ein  letztes  Element  haben. 
(5*)  .kuler   Abschnitt    von   §    besitzt    einen    Kern,    von    der 

Eigi-nschaft,   daß  jeder  Abschnitt    desselben   ein  letztes 

Element  hat. 
Diese  Axiome  sagen  aus,  daß  jeder  Abschnitt  einen  Kern  vom 
Typus  0)  oder  einen  endlichen  Kern  hat,  die  Menge  selbst  nicht. 
Daraus  folgt  wieder  wie  im  §  115,  daß  jede  Menge,  die  dem 
gleichen  Axiomsystem  genügt,  zu  §  ähnlich  ist,  daß  also  der 
()r(lnHngsty])us  .<i,  wirklich  eindeutig  definiert  ist.  Eine  Anwendung 
dieses  Axiomsystems  ist  mir  nicht  bekannt;  aber  es  gibt  auch 
bisher  keine  für  die  zweite  Zahlenklasse  allein  charakteristischen 
Sätze,  ausgenommen  die  Abzählbarkeit  ihrer  Abschnitte.  Diese 
folgert  man  leicht  aus  (4*)  und  dem  Satz,  daß  eine  abzählbare 
Menge  abzälübarer  Mengen  selbst  abzählbar  ist.  — 


xxvni. 

Ordnende  Teilmengensysteme. 

§  122.  Bei  der  Begründung  der  Ordnung  transfiniter  Zahlen 
war  es  unser  Bestreben,  diese  Ordnung  auf  die  Teilung  und  Ver- 
gleichung  zurückzuführen.  Man  kann  mit  Recht  verlangen,  daß 
dieses  Bestreben  auch  auf  die  Ordnung  einer  geordneten  Menge 
selbst  angewandt  werde.  Das  ist  auch  leicht  durchführbar,  doch 
wird  dadurch  ein  wenig  übersichtlicher  Ausgangspunkt  gewonnen, 
und  es  würde  sich  nicht  verlohnen,  diesen  Schritt  rückwärts  aus- 
zuführen, wenn  wir  nicht  bei  zwei  wichtigen  Untersuchungen  diese 
Einführung  der  Ordnung  vermittelst  einer  besonderen  Teilung 
anträfen. 
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Eine  geordnete  Menge  besitzt  zwei  besondere  Arten  von  Teil- 
mengen :  die  Abschnitte  und  die  Reste.  Ein  Abschnitt  ist  dadurch 
charakterisiert,  daß  er  mit  jedem  Element  auch  alle  vorangehenden 
enthält;  einEest  enthält  alle  Elemente,  die  aut  eines  seiner  Elemente 
folgen.  Die  Menge  selbst  kann  sowohl  zu  den  Abschnitten  wie 
zu  den  Resten  gerechnet  werden.  Bei  den  wohlgeordneten  Mengen 
vermieden  wir  das  erstere  und  ließen  das  zweite  zu.  Im  folgenden 
treffen  wir  keinerlei  Festsetzung,  nennen  aber  alle  von  M  ver- 
schiedenen Abschnitte  und  Reste  „echte"  Abschnitte  und  Reste, 
die  Menge  selbst,  wenn  wir  sie  dazu  rechnen,  „unecht".  — 

Die  Namen  „Abschnitt''  und  „Rest"  richten  sich  nach  der 
Bezeichnung  der  Ordnung,  und  diese  liegt  in  unserer  Willkür, 
da  wir  sie  umkehren  können,  ohne  den  Formalismus  irgendwie  zu 
ändern.  Wir  können  das  Zeichen  -<  durch  irgend  ein  anderes, 
auch  durch  >-  ersetzen,  sofern  wir  nur  gleichzeitig  das  Zeichen  =^ 
gegen  ein  anderes,  etwa  -<,  austauschen.  Es  schlösse  auch  er- 
sichtlich keinen  Widerspruch  ein,  wenn  wir  von  zwei  Zahlen  die 
größere  als  die  „frühere"  bezeichnen  wollten;  es  entspräche  nur 
nicht  dem  Sprachgebrauch.  Beachten  wir  diesen  Dualismus,  so  ist 
von  vornherein  klar,  daß  jedem  Satz  über  Abschnitte  einer  über 
Reste  entsprechen  muß,  wie  es  bereits  die  Definition  erkennen  läßt. 
Die  Menge  A  aller  Abschnitte  einer  geordneten  Menge  M 
besitzt  folgende  Eigenschaft: 

(A)  Sind  A,  A'  zwei  zu  A  gehörige  Mengen,  so  gibt 
es  nicht  gleichzeitig  in  A  ein  nicht  zu  A' 
und  in  A'  ein  nicht  zu  A  gehöriges  Element. 
Das  heißt:  entweder  ist  A  mit  ^'identisch 
oder  A'  echter  Teil  von  A  oder  A  echter  Teil 
von  A'. 
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Hin  analoges  Verhalten  zeigt  eine  Schaar  konzentrischer  Kreise; 
von  zweien  derselben  ist  stets  einer  ganz  in  dem  andern  gelegen. 
( »liwohl  der  Vergleich  nicht  in  allen  Punkten  zutrifft,  wollen  wir 
doch  ein  System  A  von  Mengen,  welches  der  Forderung  (A)  genügt, 
(in  konzentrisches  System  nennen,  um  einen  kurzen  Ausdruck 
zu  besitzen.  Es  ist  klar,  daß  ein  konzentrisches  System  geordnet 
ist.  Bezeichnen  wir  mit  Ä'^=:A  den  Fall,  daß  A'  echter  Teil 
von  A  ist,  so  schließen  sich  die  drei  Fälle  A'  -=^A,  A'  =  A, 
A  -<  A'  logisch  aus  und  einer  findet  notwendigerweise  statt.  Diese 
Ordnung  stützt  sich  genau  wie  in  früheren  Erörterungen  auf  die 
Disjunktion  VIII,  und  zwar  ist  hierbei  die  Vergleichung  durch 
den  speziellen  Fall  der  Identität  ersetzt. 

Die  Menge  aller  Reste  einer  geordneten  Menge  ist  ebenfalls 
konzentrisch.  Aber  es  ist  klar,  daß  diese  Eigenschaft  für  sich 
:ill»'in  weder  die  Menge  aller  Abschnitte  noch  die  aller  Reste  aus- 
zeichnet. Z.  B.  bildet  eine  Menge  M  mit  einer  ihrer  eigentlichen 
Teilmengen  zusammen  bereits  ein  konzentrisches  System,  ebenso 
ist  jedes  Teilsystem  eines  konzentrischen  selbst  konzentrisch. 

§  123.  Wenn  x,  y  zwei  Elemente  von  M  sind  und  x^=^y  ist, 
so  ist  X  in  A  [y)  enthalten,  y  dagegen  nicht.  Diese  Eigenschaft 
des  Systems  A  ist  unabhängig  von  der  zuerst  beschriebenen.  Wir 
formulieren  sie  folgendermaßen: 

(B)Sind    x^  y    zwei    Elemente,     welche     sich    in 
I\I engen  des   Systems  A  vorfinden,    so    findet 
sich    eines   von   beiden   in   einer  Menge  A  des 
Systems    vor,    die    das    andere  nicht   enthält. 
Dieser  Bedingung  genügt  unter  anderem  die  Menge  aller  Teil- 
mengen von  il/,  die  nicht  konzentrisch  ist. 
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Wenn  an  einem  System  A  die  beiden  Eigenschaften  (A),  (B) 
sich  vorfinden,  so  wollen  wir  es  ein  ordnendes  System  nennen, 
weil  alle  zu  seinen  Mengen  gehörigen  Elemente  geordnet  sind. 
Es  sei  nämlich  x  von  ij  verschieden,  x  m  A^  y  aber  nicht  in  A. 
Dafür  schreiben  wir  kurz :  x~<y.  Wäre  gleichzeitig  x  >-  y,  so 
müßte  es  eine  Menge  geben,  die  y  enthält  und  x  nicht  enthält. 
Das  ist  aber  gerade  durch  (A)  ausgeschlossen.  Demnach  besteht 
eine  und  nur  eine  der  drei  Beziehungen  x^<y,  x  =^  y,  a;  >-  ?/. 
Ist  insbesondere  x-^y,  y  ^<.s,  so  gibt  es  eine  Menge  A,  die  x 
enthält,  y  nicht,  eine  Menge  B,  die  y  enthält,  z  nicht.  B  enthält 
x,  da  sonst  auch  y  ^^x  wäre.  Demnach  ist  x^=c.s.  Es  ist  darum 
in  der  Tat  |die  Menge  aller  Elemente,  die  Mengen  des  Systems 
angehören,  geordnet. 

Auch  hiermit  sind  nicht  alle  charakteristischen  Eigenschaften 
der  Menge  aller  Abschnitte  von  M  erschöpft.  So  bilden  z.B. 
die  Abschnitte  des  Kontinuums,  welche  zu  rationalen  Zahlen  ge- 
hören, ein  ordnendes  System,  aber  nicht  das  System  aller  Ab- 
schnitte des  Kontinuums.  Wenn  man  ferner  aus  der  Menge  aller 
Abschnitte  einer  wohlgeordneten  Menge  alle  diejenigen  wegläßt, 
welche  zu  Limeselementen  gehören,  bilden  die  übrigbleibenden 
immer  noch  ein  ordnendes  System. 

Wir  haben  die  Beziehung,  ,^x  in  A^  y  nicht  in  J."  mit  dem 
Zeichen  x-<y  dargestellt.  Hierdurch  werden  die  Mengen  des 
Systems  A  zu  Abschnitten  von  M  in  der  definierten  Ordnung. 
Hätten  wir  das  Zeichen  x^=^y  gewählt,  so  wäre  A  ein  ordnendes 
System  von  Resten  der  Menge  M  geworden.  In  diesem  Fall 
empfiehlt  es  sich,  schon  die  Beziehung:  „^  ist  Teil  von  Jj"  mit 
A>-B  7,Vi  bezeichnen  oder  überhaupt  ein  anderes  Zeichen  für  sie 
zu  verwendend 


1  Dedekind   schweift   das   Zeichen  -<  so    stark,   daß    es   die  Form  einer  3 
annimmt,    A  i  JB  heißt :  A  ist  Teil  von  £.   (Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen  ?) 
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j<  121.  Das  Kritorium  (B)  ist  so  furmulicrt,  daß  von  der 
iMi'n«^o  J/.  in  der  jede  Menge  des  Systems  A  enthalten  ist,  nicht 
f'osprocbon  wird.  Diese  Einschränkung  bedingt  eine  gewisse  Vor- 
sicht. Es  kann  ein  System  von  Teilmengen  in  M  ordnend  sein, 
ohne  M  selbst  zu  ordnen.  Z.  B.  ein  ordnendes  System  gerader 
Zahlen  ordnet  nur  diese,  nicht  die  Bienge  &  aller  Zahlen,  Wenn 
die  Menge  ^[  von  dem  System  A  geordnet  werden  soll,  so  muß 
jedes  Element  von  M  in  einer  Menge  des  Systems  vorkommen. 
Und  .soll  A  aus  lauter  Teilmengen  von  M  bestehen,  so  muß  auch 
umgekehrt  jedes  Element  einer  Menge  Ä  des  Systems  in  M  vor- 
kommen. Durch  diese  Bedingungen  ist  71/  völlig  definiert :  Es 
enthält  alle  Elemente  der  Mengen  Ä  von  A  und  nur  diese,  es  ist 
die  Vereinigungsmenge  des  Systems  A.  Den  Begriff  der 
Vereinigungsmenge  lernten  wir  bereits  beim  mengentheoretischen 
Kalkül  kennen,  aber  nur  in  spezieller  Anwendung  auf  Systeme 
teilfremder  Mengen. 

Wenn  die  Vereinigungsmenge  eines  ordnenden  Systems  A  ein 
erstes  Element  enthält,  so  ist  dies  allen  Mengen  des  Systems 
gemeinsam.  Und  existiert  ein  Element  x,  welches  allen  Mengen  des 
Systems  gemeinsam  ist,  so  ist  es  das  einzige  dieser  Art  und  erstes 
der  Vereinigungsmenge.  Denn  ist  y  ein  anderes  Element,  so  muß 
es  ja  eine  Menge  im  System  geben,  die  y  nicht  enthält,  da  eine 
Menge,  die  y  enthält  und  x  nicht  enthielte,  ausgeschlossen  ist. 

Enthält  M  ein  letztes  Element,  so  ist  dies  in  keiner  Menge 
des  Systems  enthalten,  die  echter  Teil  von  M  ist.  Daraus  folgt, 
daß  M  selbst  Menge  des  Systems  sein  muß.  Ist  umgekehrt  ein 
Element  vorhanden,  das  nur  in  einer  Menge  des  Systems  vorkommt, 
so  ist  diese  Menge  die  Vereinigungsmenge  des  Systems  und  das 
Element  letztes  derselben. 
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Wenn  A  irgend  ein  Abschnitt  von  31  ist,  (der  nicht  zum 
ordnenden  System  A  zu  gehören  braucht),  so  bildet  die  Menge 
aller  zu  A  gehörigen  Teilmengen  von  A  ein  ordnendes  System  ^ 
Denn  wenn  x~<y  zwei  Elemente  von  A  sind  und  B  eine  Menge 
des  Systems  A,  welche  x  enthält  und  y  nicht,  so  ist  B  echter 
Teil  von  A,  da  A  nicht  Teil  von  B  sein  kann  {y  in  J.,  nicht  in  B). 

Wenn  der  komplementäre  Rest  von  A  ein  erstes,  also  A  ein 
unmittelbar  folgendes  Element  besitzt,  so  ist  dieses  allen  Ab- 
schnitten von  iHf,  insbesondere  allen  zu  A  gehörigen,  gemeinsam, 
welche  A  als  echten  Teil  enthalten.  Es  sei  umgekehrt  N  die 
Menge  aller  zu  A  gehörigen  Abschnitte  von  M.  die  A  als  echten 
Teil  enthalten,  wobei  A  nicht  selbst  zu  A  zu  gehören  braucht; 
alle  zu  N  gehörigen  Abschnitte  haben  sämtliche  Elemente  von  A 
gemeinsam.  Haben  sie  noch  ein  nicht  zu  ^  gehöriges  Element 
X  gemeinsam,  so  ist  dieses  das  einzige  seiner  Art  und  unmittelbar 
auf  A  folgendes  Element. 

Es  gebe  nämlich  ein  zweites,  y,  von  gleicher  Art,  und  es  sei 
x-<y]  B  sei  eine  zu  A  gehörige  Teilmenge,  die  x  enthält  und 
y  nicht.  Dann  kann  B  nicht  zu  N  gehören,  da  es  y  nicht  enthält. 
A  ist  aber  echter  Teil  von  B,  weil  x  m  B  und  nicht  in  A  ent- 
halten ist ;  das  ist  unmöglich.  Daher  ist  x  einziges  Element  seiner 
Art.  Es  gibt  darum  kein  Element  unter  x,  das  nicht  in  A  wäre, 
da  es  sonst  allen  Abschnitten  B  >-  A  gemeinsam  wäre,  d.  h.  x  ist 
unmittelbar  folgendes  Element  zu  A,  A  =  A{x). 

Besonders  einfach  liegt  der  Fall,  wenn  es  in  N  einen  ersten 
Abschnitt  A'  gibt.    Jedes  seiner  Elemente  ist  allen  folgenden  Ab- 


'  Die  Vereiniguugsmenge  dieses  Systems  wird  im  allgemeinen  mit  A  über- 
einstimmen, kann  aber  auch  ein  Element  weniger  enthalten,  als  A ;  dieses  ist 
dann  letztes  in  A,  und  A  gehört  nicht  zum  System  A- 

Abhandlungen  der  Fries'schen  Schale.    I.  Bd.  4o 
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sclinitten  "•onioinsam,  und  er  enthält,  da  A  echter  Teil  von  A'  sein 
soll,  ein  nicht  in  A  vorhandenes  Element  x  und  nur  eines.  Gibt 
es  also  7.U  A  in  A  einen  unmittelbar  folgenden  Abschnitt,  so  ist 
dieser  überhaupt  der  nächste  Abschnitt  A  +  x  nach  A  and  x  das 
auf  A  unmittelbar  folgende  Element. 

§  125.  Wenn  71/  wohlgeordnet  ist,  so  ist  sowohl  A  als  Menge 
von  Abschnitten  von  ilf  wohlgeordnet,  wie  auch  jeder  einzelne,  zu 
A  gehörige  Abschnitt  von  M.  Diese  einfache  Tatsache  läßt  sich 
auf  zwei  Arten  umkehren : 

LXXllT.     Ist  ein  ordnendes  System  wohlgeordnet,  so 
ist   auch     seine    Vereinigung s menge     wohl- 
geordnet. 
Ist  A  wohlgeordnet,    so  gibt    es    eine    erste  Menge,    die   zu  A 
gehört,    und    ist  a  ein    Element    in   ihr,    so    ist    es    allen    andern 
I\Iengen   des  Sj'stems   gemeinsam,    daher   einziges    seiner  Art   und 
erstes  in   .1/. 

Ist  ferner  .1  ein  Abschnitt  von  M,  der  nicht  zu  dem  System 
zu  gehören  braucht,  N  die  ]\Ienge  aller  zu  A  gehörigen  Abschnitte 
B^=^A.  so  enthält  N  ein  erstes  Element,  A',  auf  Grund  der  Wohl- 
ordnung von  A.  Daraus  folgt,  wie  wir  im  vorhergehenden  Para- 
graphen sahen,  daß  A  ein  unmittelbar  folgendes  Element  besitzt. 
Da  M  ein  erstes  und  jeder  Abschnitt  von  M  ein  unmittelbar 
folgendes  Element  besitzt,  ist  31  wohlgeordnet,  w.  z.  b.  w.  Zugleich 
sieht  man.  daß  die  einzigen  Abschnitte  von  M,  die  nicht  zu  A  zu 
gehören  brauchen,  diejenigen  sind,  die  keinen  unmittelbar  vorher- 
gehenden Abschnitt,  d.  h.  kein  letztes  Element  besitzen. 
LXXI\.  Besteht  ein  ordnendes  System  A  aus  lauter 
wohlgeordneten  Mengen,  derart,  daß  jede 
31  enge  Abschnitt  jeder  andern  ist,  von  der 
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sie  ein  echter  Teil  ist,  so  ist  die  Vereini- 
gungsmenge von  A  wohlgeordnet. 

Es  sei  B  eine  Menge  des  Systems,  so  gibt  es  unter  den  Mengen 
A~<.B,  weil  sie  alle  Abschnitte  der  wohlgeordneten  Menge  B  sind, 
eine  erste.     Diese  ist  erste  von  A  überhaupt. 

Sei  ferner  N  ein  Rest  von  A  und  B  eine  zu  N  gehörige  Menge 
von  A,  Unter  den  zu  N  gehörigen  Abschnitten  von  B  ist  einer 
der  erste  und  damit  erste  Menge  in  N  überhaupt. 

Es  besitzt  also  A  selbst  und  jeder  seiner  Reste  ein  erstes 
Element,  danach  ist  A  und  nach  dem  vorangehenden  Satze  auch 
seine  Vereinigungsmenge  wohlgeordnet. 

§  126.  Wir  haben  bisher  nicht  vorausgesetzt,  daß  die  Menge 
A  auch  alle  Abschnitte  ihrer  Vereinigungsmenge  enthalte.  Wir 
haben  uns  im  Gegenteil  überzeugt,  daß  ein  ordnendes  System  nicht 
notwendig  aus  allen  Abschnitten  der  von  ihm  erzeugten  Ordnung 
zu  bestehen  braucht. 

Wir  wollen  nun  die  Bedingung  dafür  aufsuchen,  daß  ein  ord- 
nendes System  A  vollständig  ist,  d.  h.  daß  es  auch  alle  Ab- 
schnitte seiner  Vereinigungsmenge  enthält.  Zu  diesem  Zweck 
denken  wir  uns  einen  von  A  verschiedenen  Abschnitt  M  des  Systems ; 
seine  Vereinigungsmenge  heiße  M^ .  Ist  also  x  ein  Element  von 
ü/i,  so  gibt  es  in  M  eine  Menge  A  des  Systems,  die  x  enthält. 
Ist  y  ~<x,  so  ist  auch  tj  in  A  enthalten,  demnach  ist  y  in  M^ ,  d.  h. 
-Mj  enthält  mit  jedem  seiner  Elemente  auch  alle  vorangehenden, 
es  ist  ein  Abschnitt  der  Vereinigungsmenge  31  von  A.  Wenn  also 
A  ein  vollständiges  System  ist,  so  muß  es  die  Vereinigungsmenge 
jedes  seiner  Abschnitte  enthalten. 

Nunmehr  betrachten  wir  den  zu  M  komplementären  Rest  N 
und  „seinen   größten   gemeinsamen   Teil",   das   ist  die 

46* 
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Menge  X  aller  Elemente,  die  allen  zn  N  gehörigen  Mengen  des 
Systems  A  gemeinsam  sind.  Ist  x  ein  Element  in  N,  so  ist  es 
El«'nient  jeder  zu  N  gehörigen  Menge;  das  gleiche  gilt  a  fortiori 
von  jedem  Element  !/^=:x,  d.h.  N  ist  ein  Abschnitt  der  Vereini- 
gun^smenge  ]\[.  Ist  also  A  vollständig,  so  muß  auch  der  größte 
gemeinsame  Teil  jedes  seiner  Reste  zu  ihm  gehören. 

Die  beiden  Bedingungen  der  Vollständigkeit  sind  hinreichend. 
Es  sei  nämlich  A  ein  unvollständiges  System,  L  ein  Abschnitt  der 
Vereinigungsmenge  31,  der  nicht  zu  A  gehört,  M  die  Menge  aller 
Elemente  A^^^iL  von  A,  N  die  Menge  aller  Elemente  B  >-  L  von  A. 
M  ist  ein  Abschnitt  von  A,  N  der  komplementäre  Rest,  M^  sei 
Vereinigungsmenge  von  M,  N  größter  Teil  von  N,  Dann  gehört 
jedes  Element  von  M^  zu  L,  jedes  Element  von  L  zu  iV,  d.  h.  es 
ist  ^[^  z^  L^  N.  Ist  insbesondere,  was  eintreten  kann,  il/,  =  N, 
so  ist  auch  L  =  M,^  =  N.  Ist  aber  J/j  von  N  verschieden,  so 
sei  X  ein  Element  in  N,  das  nicht  zu  3I^  gehört.  Es  ist  das  ein- 
zige seiner  Art,  denn  gäbe  es  ein  zw^eites,  y^=^x,  und  sei  Ä  ein 
zu  A  gehöriger  Abschnitt,  der  x  enthält,  aber  y  nicht,  so  wäre 
A  =^  M  und  A^=:  N,  also  A  weder  in  M  noch  N,  was  unmöglich 
ist.  Es  ist  also,  falls  iW,  und  N  verschieden  sind,  N  =  37,  +  x, 
daher  L  entweder  mit  M,  oder  mit  -ZV  identisch. 

Wenn  nun  A  sowohl  iW,  als  N  enthielte,  so  müßte  es  auch  not- 
wendig L  enthalten,  gegen  die  Annahme,  Damit  erkennen  wir, 
daß  unsere  beiden  Bedingungen  der  Vollständigkeit  zusammen 
hinreichend  sind.  Ein  einfaches  Beispiel  mag  uns  zeigen,  daß  auch 
jede  von  ihnen  notwendig  ist,  daß  eine  allein  nicht  genügt.  Wir 
nehmen  die  unendliche  Reihe  der  rationalen  Zahlen  a,  =  0,9, 
a,  =  0,09,  fi^  =  0,999  etc.,  ferner  die  nicht  in  ihr  enthaltene 
Zahl  1  und  sodann  wieder  die  Reihe  b,  =  1,1,  K  =  1,01,  b^  =  1,001, 
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etc.,   so  daß    stets  a,,-\-h„  =--  2  ist.     Wenn   wir   diese  Zahlen   der 
Größe  nach  ordnen,  so  entsteht  die  Reihe 

0,9;  0,99;  0,999  ...  1;  ...  1,0001;  1001;  1,01;  1,1. 

Sie   beginnt   mit   dem   Typus   a;   auf   diesen   folgt    ein   isoliertes 
Element,  1,  und  an  dieses  schließt  sich  der  Typus  ö  an. 

Die  Menge  besitzt  folgende  Arten  Abschnitte:  1)  Abschnitte 
erster  Art  im  Typus  co,  A{x\  x  in  der  Reihe  a„;  sie  besitzen  alle 
ein  letztes  und  ein  folgendes  Element.  2)  Abschnitte  zweiter  Art 
im  Typus  ö,  A{x),  x  in  der  Reihe  &„.  Auch  diese  besitzen  ein 
letztes  und  ein  unmittelbar  folgendes  Element.  3)  Abschnitt  A  (1), 
ohne  letztes,  mit  unmittelbar  folgendem  Element.  4)  Abschnitt 
A  (1),  enthält  1  als  letztes  und  kein  unmittelbar  folgendes  Element. 

Die  Abschnitte  erster  und  zweiter  Art  bilden  zusammen  ein 
ordnendes  System  E;  es  ist  aber  nicht  vollständig.  Dies  zeigt  sich 
in  der  Tat  auch  an  unserem  Kriterium.  Die  Abschnitte  erster 
Art  bilden  einen  Abschnitt  M  von  Z',  dessen  Vereinigungsmenge 
A  (1)  dem  System  S  nicht  angehört.  Die  Abschnitte  zweiter  Art 
bilden  einen  Rest  N  von  Z,  dessen  größter  Teil  A(l)  ebensowenig  E 
angehört.  Jeder  andere  Abschnitt  unseres  Systems  dagegen  genügt 
unseren  Anforderungen.  Fügen  wir  daher  A  (1)  dem  System  hinzu, 
so  enthält  das  System  zu  jedem  seiner  Abschnitte  die  Vereinigungs- 
menge, auch  zu  dem  neu  hinzukommenden  M  +  ^  (1),  nicht  aber 
den  größten  Teil  von  N.  Und  fügt  man  A(l)  hinzu,  so  enthält 
das  System  zu  jedem  seiner  Reste,  auch  zu  A(l)  +  N,  den  größten 
Teil,  aber  zu  M  nicht  die  Vereinigungsmenge.  Es  sind  daher  in 
der  Tat  beide  Vorschriften  erforderlich: 

LXXV.  Ein  ordnendes  System  A  ist  dann  und  nur 
dann  vollständig,  wenn  sowohl  die  Ver- 
einigungsmenge jedes  Abschnittes,    wieder 
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rj  r  (")  ß  t  e  gemeinsame  Teil  jedes  Restes  von  A 
(•  i  ti  Element  von  A  ist. 
.I(>(le  Teilmenge  T  von  A  bestimmt  einen  Abschnitt  A(T)  und 
einen  I\est  H(J);  A(T)  enthält  alle  zu  T  gehörigen  Elemente  und 
alle  diesen  vorangehenden;  7?(T)  alle  zu  T  geh")rigen  und  alle 
folcrenden.  I\Ian  überzeugt  sich  nun  leicht,  daß  die  Vereinigungs- 
menge von  A(T)  mit  der  von  T  übereinstimmt.  Ist  nämlich  x  in 
S -^  T  und  T  m  T,  so  ist  a;  in  I' selbst.  Und  ebensp  ist  der  größte 
Teil  von  /•'  (T)  gleich  dem  größten  Teil  von  T  selbst.  Es  kann 
also  unsere  Bedingung  der  Vollständigkeit  in  folgende  allgemeine 
Fassung  gebracht  werden: 

1  iX X \'a.  Ein    ordnendes    System    Aist    dann    und    nur 
dann  vollständig,    wenn   es   sowohl  die  Ver- 
einigungsmenge als  auch  den  größten  Teiler 
jeder  seiner  Teilmengen  enthält. 
Diese    Fassung   hat   allerdings    die    unwesentliche  Folge,    daß 
die  Vereinigungsmenge  des  Systems  selbst  zu  dem  System  gehören 
muß,   da  sowohl  A(T)  wie  R(T)  mit  A  selbst  identisch    sein   kann. 
3Ian  kann  sie  aber  jederzeit  dem  Sj^stem  hinzufügen,  falls  sie  ihm 
noch  nicht  angehören  sollte. 

^  127.  T)er  zuletzt  ausgesprochene  Satz  spricht  nicht  mehr 
von  Ke.sten  und  Abschnitten  des  Systems  und  ist  daher  in  seiner 
Fassung  unabhängig  davon,  ob  wir  A  als  Menge  der  Abschnitte 
oder  der  Roste  von  31  betrachten.  In  Rücksicht  darauf,  daß  wir 
bei  den  vorangehenden  Betrachtungen  stets  die  Auffassung  als 
Ab.schnittmenge  bevorzugt  haben,  im  folgenden  Kapitel  aber  ein 
Reste.system  betrachten  müssen,  ist  es  vielleicht  angezeigt,  die 
Umänderung  der  Definitionen  des  ersten  resp.  unmittelbar  voran- 
gehenden Elementes  kurz  anzugeben: 
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Sei  A  ein  ordnendes  Restesystem  seiner  Vercinigungsmenge  M. 
Ein  Rest  R  besitzt  ein  Element  x  als  erstes,  wenn  dieses  in  keinem 
echten  zu  A  gehörigen  Teil  von  R  enthalten  ist.  Ein  Rest  R 
besitzt  ein  unmittelbar  vorangehendes  Element,  wenn  es  ein  Element 
X  gibt,  das  nicht  in  R,  aber  in  jeder  Menge  des  System  A  ent- 
halten ist,  von  der  R  echter  Teil  ist.  Dieser  letzten  Aussage 
wollen  wir  für  den  Fall,  daß  R  dem  System  A  angehört,  noch 
eine  kürzere  Fassung  geben: 

Ist  R  in  A,  {R-\- x)  in  A,  x  nicht  in  2?,  so  ista^un- 
mittelbar  vorangehendes  Element  zu  R. 

In  der  Tat,  ist  y  von  x  verschieden  und  nicht  in  R,  so  ist 
auch  y  nicht  in  (R  -\-  x)  enthalten,  die  Menge  (R  +  x)  des  Systems 
enthält  also  x,  aber  nicht  y,  wofür  y  ~<x  zu  schreiben  ist,  da  wir 
hier  ein  Restesystem  betrachten. 

Die  Betrachtungen  dieses  Kapitels  leiden  an  einer  gewissen 
Schwerfälligkeit,  nehmen  aber  diejenigen  allgemeinen  Beziehungen 
vorweg,  die  in  den  folgenden  Kapiteln  zur  Anwendung  gelangen. 
Dadurch    werden    diese   eine  größere   Durchsichtigkeit   gewinnen. 

XXIX. 
Dedekinds  Theorie  der  ganzen  Zahlen. 
§  128.  Wir  haben  im  vorangehenden  Kapitel  gesehen,  daß 
Ordnungspostulate  einer  Menge  durch  Toilungspostulate  ersetzt 
werden  können.  Es  ist  dieser  Ersatz  insofern  erstrebenswert, 
als  wir  ja  auch  die  Ordnung  der  transfiniten  Zahlen  auf  Teil- 
postulate  zurückführten.  Andererseits  ist  leicht  zu  sehen,  daß 
unser  Axiomsystem  (Gr)  eine  außerordentlich  schwerfällige  Form 
annehmen  würde,  wenn  wir  es  in  Teilungspostulaten  aussprechen 
wollten.    Eine  wesentliche  Vereinfachung  der  aus  dem  System  (G) 
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cntsj)rin;xeiult'n  Toilunf^spostulate  verdanken  wir  nun  Dedekind, 
der,  unaMiiin^jjig  von  der  ganzen  C  an  t  o  r  sehen  Wohlordnungstheorie, 
die  Axiome  des  Typus  co  auf  Axiome  der  Zuordnung  und  der 
Teihmg  /urüfkgei'iihrt  hat  ^  Den  Bericht  über  diese  Dedekind- 
scho  Theorie  will  ich  in  Form  einer  Analysis  der  Beweisführung 
erbringen,  indem  ich  bei  jeder  der  sehr  abstrakten  BegrifFsbildungen 
/unächst  zeige,  wie  man  zu  ihr  gelangt.  In  der  Darstellung 
Dcdekiuds  findet  sich  dieser  Hinweis  erst  am  Schlüsse,  und  das 
verleiht  ihr  eine  eigenartige  künstlerische  Geschlossenheit  und  eine 
unerreichte  logische  Strenge  der  Beweisführung,  die  aber  dem 
Nichtfachmanne  das  Verständnis  erschwert. 

A\'ir  betrachten  eine  Menge  M  und  eine  eindeutige  Zuordnung 
<jr.  welche  jedem  Element  x  von  31  ein  Element  (p{x)  von  31  zu- 
ordnet. Sie  bildet,  wie  wir  sagen,  31  auf  sich  selbst  ab,  und  wir 
nennen  mit  Dedekind  die  Menge  31  eine  Kette  in  Bezug 
a  u  f  d  i  e  Abbildung  qp,  oder,  wenn  nur  eine  Abbildung  in  Frage 
steht,  schlechthin  eine  Kette.  Die  definierende  Eigenschaft  einer 
Kette  besteht  also  darin,  dalj  (p{x)  zu  ihr  gehört,  sofern  x  eines 
ihrer  Elemente  ist. 

Die  Menge  der  Elemente  ic,  g>(ic),  gp*  (a;),  ...  g)"(a;),  ...  ist  eine 
Kette  und  zudem  ist  sie  ein  Teil  von  31,  wenn  x  in.  31  enthalten 
ist.  Sie  kann  unter  Umständen  ein  echter  Teil  von  31  sein, 
sie  kann  aber  auch  mit  31  identisch  sein.  Wir  bezeichnen  sie 
künftig  mit  K{x).  — 

Ist  31'  irgend  eine  Kette,  die  Teil  von  31  ist  und  x  enthält, 
80  enthält  sie  auch  (p(x),  denmach  q)^{x)  und  danach  wieder  (p^{x) 
etc.,  kurz  sie  enthält  K{x).  Die  Kette  K(x)  ist  also  in  jeder 
Kette  onthalten,    die  x  enthält,   sie  ist  die  kleinste  Kette,    in  der 


'  Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen,  Braunsehweig  1888. 
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X  überhaupt   enthalten   sein   kann.     Diese   Eigenschaft   der  Menge 
K{x)  wollen  wir  nun  umgekehrt  als  ihre  Definition  wählen. 

§  129.  Wir  setzen  also  voraus,  es  gebe  eine  Menge  M  und 
eine  eindeutige,  nicht  notwendig  umkehrbar  -  eindeutige  Abbildung 
(p  von  M  in  sich  selbst.  Ein  Teil  von  M,  der  durch  tp  in  sich 
selbst  abgebildet  wird,  heißt  eine  Kette.  Solcher  Ketten  gibt  es 
mindestens  eine,  die  Menge  M  selbst. 

Es  sei  jetzt  M,  irgend  ein  Teil  von  M  und  x  ein  Element 
in  M.     Wir  machen  folgende  Disjunktion: 

Entweder  es  gibt  eine  Kette  in  M,  die  M^ ,  nicht  aber  x 
enthält,  oder  jede  Kette,  die  M^  enthält,  enthält  auch  x.  Im 
letzteren  Fall  rechnen  wir  x  zu  einer  Menge  K{M^,  die  nach 
ihrer  Definition  Teil  von  M  ist  und  mindestens  alle  Elemente 
von  i¥j  enthält.  Sie  ist  ferner  ein  Teil  jeder  Kette,  welche  M, 
enthält;  sie  ist  vor  allem,  wie  man  sofort  nachweist,  selbst  eine 
Kette.  Denn  wäre  x  in  K{M^  und  (p{x)  nicht  in  K{M^),  so  hieße 
das :  jede  Kette,  die  M^  enthält,  enthält  x,  aber  es  gibt  eine  Kette, 
die  Mj  enthält  und  <p{x)  nicht  enthält.  Dies  aber  ist  unmöglich, 
denn  eine  Kette,  die  M^  enthält,  enthält  x,  also,  als  Kette  auch  (p(x). 

Wir  sind  danach  in  der  Tat  berechtigt,  K{M^)  als  die  kleinste, 
Mj  enthaltende  Kette  zu  bezeichnen. 

Diese  einfache  Definition  setzt  uns  sofort  in  den  Stand,  den 
Induktionsschluß  in  einer  allgemeinen  Form  zu  begründen.  Es 
sei  S  eine  Menge,  von  der  wir  zweierlei  wissen: 

Erstens:  sie  enthält  M^. 

Zweitens:  enthält  sie  das  Element  a;  von  JE'(Mj),  so  enthält 
sie  auch  (p{x). 

So  beweisen  wir,  daß  S  die  Kette  K{M^  enthält.  Der  zweite 
Teil  unserer  Voraussetzung  sagt  aus,  daß  alle  Elemente  von  K{M^), 
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dif  in  .*^  enthalten  sind,  eine  Kette  bilden.  Diese  ist  natürlich 
als  Teil  von  h'{M^)  auch  Kette  in  M.  Der  erste  Teil  der  Voraus- 
sctzunpc  behauptet  weiter,  daß  diese  Kette  M,  enthält.  Daher 
enthält  diese  Kette  auch  A'(M,),  und  da  sie  nur  Elemente  aus 
A'(.W,)  enthält,  ist  sie  mit  K{M^)  identisch,  d.h.  alle  Elemente 
von  Ä"  (:)/,)  gehören  zu  S. 

ij  130.  Lst  A  eine  Menge  von  Ketten,  so  ist  auch  die  Ver- 
einigungsmenge N  aller  zu  A  gehörigen  Ketten  eine  Kette.  Die 
Aussage:  „x  gehört  zu  iV"  steht  nämlich  für  folgende  andere: 
Es  gibt  eine  /,n  A  gehörige  Menge  Ä,  welche  x  enthält.  Da  nun 
A  als  Kette  auch  cp  (x)  enthält,  ist  gj  (x)  in  einer  Menge  des  Systems 
A  entlialten.   d.  h.    95  (x)  gehört   zu  N.    Danach   ist  iV  eine   Kette. 

Aber  auch  der  größte  gemeinsame  Teil  N'  von  A,  sofern  es 
überhaupt  Elemente  gibt,  die  allen  zu  A  gehörigen  Mengen  gemeinsam 
sind,  ist  eine  Kette.  Die  Aussage  „a;  ist  in  JV'"  steht  nämlich  für 
folgende  andere:  Ist  Ä  in  A,  so  ist  x  in  Ä.  Da  Ä  eine  Kette, 
ist  auch  (p(x)  in  A,  d.  h.  mit  x  ist  auch  q)(x)  allen  Ketten  des 
Systems  A  gemeinsam :  K  ist  eine  Kette. 

Unter  dem  Bild  g)(MJ  eines  Teiles  M,  von  M  verstehen  wir 
nach  früheren  Festsetzungen  die  Menge  aller  Elemente  von  M, 
die  den  Elementen  von  Mj  durch  cp  zugeordnet  sind.  Die  Aussage : 
»X  gehi'.rt  zu  q)(M^y,  besagt  also:  „es  ist  x  =  g)(//),  y  in  M^." 
Ist  nun  M,  eine  Kette,  so  ist  auch  g)(M,)  eine  Kette.  Denn  ist 
X  in  <p(M,),  so  ist  x  =  cpii/),  y  in  iVf,;  da  M,  eine  Kette,  ist  auch 
X  in  ;V, ;  daher  ist  cp{x)  Bild  eines  Elementes  a;  in  M, ,  d.  h.  (p{x) 
ist  in  9J(M,),  w.  z.  I).  w. 

Es  sei  nun  a  irgend  ein  Element  von  M,  K{a)  wieder  seine 
kleinste  Kette,   (p{K{a))  ihr    Bild.      Betrachten   wir   diese    Ketten 
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vom  naiven  Standpunkt   aus.     K{a)  enthält   die  Elemente  a,  <p{(i), 
q)^{a),  ...  (p"{a),  ...  und  q)K{a)  die  Bilder  derselben: 

(p{a),  (p{(p{a))  =  qp'(a),  ^(^'(a))  =  (p\a)  etc. 

Wir  sehen,  daß  (p{K{ci))  auch  kleinste  Kette  des  Elementes  9 (a)  ist. 
LXXVI.     Die  Kette  des  Bildes  (p{a)  von  a  ist  auch  Bild 
der  Kette  von  a: 

Es  handelt  sich  nun  um  den  scharfen  Beweis  dieses  Satzes. 
Da  (p{K(a))  das  Element  q){a)  enthält,  enthält  es  auch,  als  Kette, 
die  Kette  von  (p{a),  K{(p{a)).  Es  ist  also  noch  umgekehrt  zu 
zeigen,  daß  K{(p{a))  das  Bild  (p{K(a))  enthält.  Zu  diesem  Zweck 
bilden  wir  die  Vereinigungsmenge  Ä  von  a  und  K{(p{a)).  Ist  a 
in  K{(p{d))  enthalten,  so  auch  K{a)  und  damit  g)(Z(a)).  In  diesem 
FaU  ist  der  Satz  trivial  und  A  =  K{a)  =  K{(p{a))  =  (p{K{a)). 
Es  sei  also  a  nicht  in  K{(p{a))  enthalten.  Auch  dann  ist  A  eine 
Kette.  Denn  ist  x  in  A,  so  ist  entweder  x  ^  a,  also  (p{x)  =  q){a) 
in  K{q){a)),  oder  x  ist  in  K{(p{a))  enthalten,  also  q)ix)  ebenfalls, 
da  K((p{a))  eine  Kette  ist.  Es  ist  somit  das  Bild  jedes  Elementes 
von  A,  d.  h.  das  Bild  (p{A)  in  K{q){a))  und  a  fortiori  in  A  selbst 
enthalten :  A  ist  eine  Kette.  Da  A  das  Element  a  enthält,  ist  K{a) 
Teil    von  A,  somit   (p{K{a))    Teil    von   (p{A)   und   damit  Teil  von 

^{fP  («')):    W.  Z.  b.  W. 

Wir  nennen  die  Kette  K((p{a))  =  (p{K{a))  die  „Bildkette" 
von  a  und  bezeichnen  sie  auch  kurz  mit  K'{a).  Es  ist  leicht  zu 
zeigen,  daß  A  mit  K{a)  identisch  ist.  Es  war  bereits  erkannt, 
daß  K{a)  Teil   von  A  ist.     Es   ist   aber    auch   umgekehrt  a,    cp{a) 


'  Dieser  Satz    gilt   auch,   wenn  a  nicht   einzelnes   Element,   sondern    Teil- 
menge von  M  ist;  doch  bedürfen  wir  dieser  Verallgemeinerung  nicht. 
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und  diimit   I\((p{a))  in  A'(«)  enthalten,   daher  ist  auch  A  Teil  von 

A».  '\.h.  A  =  K{a): 

lAXVII.  Ist  a  nicht  in  seiner  Bildkette  K' (a)  ent- 
halten, SU  hat  man  nurazuÄ''(a)hinzuzu- 
f ü g (Ml ,  um  die  Kette  von  a,  K{ü)  zu  erhalten: 

K{a)  =  a  +  K'(a). 

§  131,  Einige  einfache  Beispiele  sollen  zunächst  zeigen,  welche 
bo.sundcren  Voraussetzungen  wir  noch  über  ®  aufstellen  müssen. 
Es  bestehe  zunächst  M  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Elementen, 
etwa  aus  den  Zahlen  1  bis  5,  und  es  sei 

9(1)  =  2,     9^(2)  =  3,     <p{3)  =  4,     9^(4)  =  5,     cpi6)  =  1. 

In  diesem  Fall  ist  M  eine  Kette,  und  zwar  Kette  jedes  Elementes : 
M  =  A'(l)  =:  K{2)  etc.    Die  Abbildung  95  ist  umkehrbar  eindeutig. 
Das  Bild  <p(M)  ist  mit  M  identisch. 
iSei  zweitens 

9(1)  =  2,     9(2)  =  3,     9(3)  =  4,     9(4)  =  5,     9(6)  =  2. 

Hier  ist  M  =  K{1),  das  Bild  von  M  enthält  das  Element  1  nicht. 
Die  Abbildung  ist  nicht  umkehrbar  eindeutig. 
Sei  drittens 

9(1)  =  2,     9(2)  =  1,     9(3)  =  4,     9(4)  =  5,     9(6)  =  3. 

Die  Menge  ist  nicht  Kette  eines  ihrer  Elemente,  vielmehr  sind 
A^(l),  A'(2)  gleich  dem  Teil  (1,2),  AT (3),  A:(4),  K{b)  gleich  (3,  4,  5). 
Das  Bild  von  M  ist  mit  M  identisch,  9  ist  umkehrbar  eindeutig. 
Wenn  wir  endliche  Mengen  betrachten,  wird  stets  M  seinem 
Bilde  gleich  sein,  sofern  es  sich  um  eine  umkehrbar  eindeutige 
Zuordnung   handelt.      Für    transtinite    Mengen    sind   jedoch    diese 
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beiden  Tatsachen  von  einander  unabhängig.  Insbesondere  wird  ® 
durch  die  umkehrbar  eindeutige  Zuordnung  cp  (n)  =  ■«  + 1  auf  einen 
echten  Teil  seiner  selbst,  nämlich  auf  die  Menge  2,  3,  4  . . .  abge- 
bildet. Außerdem  ist  hierbei  ©  ==;  K{1)  und  damit  haben  wir  die- 
jenigen Tatsachen  bereits  vollständig  zur  Hand,  auf  denen  sich 
das  Dedekind sehe  Axiomensystem  aufbaut.     Es  lautet : 

(D)     1)  Die  Menge  @  besitzt  eine  Abbildunggjauf 
sich  selbst. 

2)  Die  Menge  ©  besitzt  ein   Grundelement  1, 
dessen  kleinste  Kette  sie  ist. 

3)  Das  Bild  von  ®  ist  echter  Teil  von  ®. 

4)  Die  Abbildung  qo  ist  umkehrbar  eindeutig. 
Die  Axiome  (2)  bis  (4)  setzen  (1)  voraus,  sind  aber  unter  sich 

logisch  unabhängig,  wie  die  vorausgeschickten  Beispiele  zeigen. 
Aus  (1,  3,  4)  folgt,  daß  ®  transfinit  ist.  Umgekehrt  folgt  aus  der 
Existenz  einer  transfiniten  Menge  M  die  Existenz  einer  Menge, 
die  den  Axiomen  (1)  bis  (4)  genügt.  Ist  nämlich  M  transfinit,  so 
heißt  das:  Es  existiert  eine  umkehrbar  eindeutige  Abbildung  von 
M  auf  einen  echten  Teil  -M,  seiner  selbst.  Es  gibt  daher  ein 
Element  a  in  M,  das  nicht  zu  M^  gehört,  d.  h.  a  ist  nicht  Bild 
irgend  eines  Elementes  in  M.  Die  kleinste  Kette  K{a)  genügt 
nun  oifenbar  den  Axiomen  (1,  2,  4),  und  daß  sie  auch  (3)  genügt, 
folgt  aus  der  Annahme  über  a,  wonach  a  nicht  in  (p{K{a))  ent- 
halten sein  kann. 

Aus  unserer  allgemeinen  Fassung  des  Induktionsschlusses 
ergibt  sich  jetzt  im  besonderen  die  Zulässigkeit  des  Schlusses  von 
n  auf  n  +  l.  Enthält  eine  Menge  *S'  das  Element  1,  und  gehört 
mit  n  auch  (p{n)  zu  ihr,  so  ist  ®  ein  Teil  von  S.  Denn  die  zweite 
Aussage    der    Voraussetzung    erklärt    die   Menge    aller    Elemente 
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von   &,   ili*'    >''U  ^'  gohüren,    für    eine   Kette,    die    nach    der    ersten 
Aussage  1,  somit  7v(l)  =  ®  selbst  enthält. 

Dieser  Beweis  ist  so  außerordentlich  einfach,  daß  man  wohl 
sagen  kann,  das  Axiom  (2)  sei  gar  nichts  anderes  als  das  Postulat 
der  Zulässigkeit  des  Induktionsbeweises.  Geht  man  aber  auf  un- 
sere früheren  undurchführbaren  Versuche  zur  Begründung  oder 
Formulierung  dieses  Postulates  zurück,  so  wird  man  zugeben 
müssen :  Selbst  wenn  es  sich  hier  nicht  um  einen  Beweis,  sondern 
nur  um  eine  Formulierung  der  Induktion  handelt,  so  ist  doch 
diese  Formulierung  selbst  eine  so  einfache  und  durchsichtige,  daß 
in  ihrer  Entdeckung  ein  direkt  klassischer  Fortschritt  der  Theorie 
der  ganzen  Zahlen  enthalten  ist. 

Die  Dedekind sehe  Begründung  der  Induktion  ist  in  einer 
Hinsicht  analog  zu  der  oben  gegebenen  Begründung  durch  die 
Wahlordnung  von  ®.  Bei  der  letzteren  ist  das  entscheidende 
Postulat  dies,  daß  jeder  Abschnitt  von  ®  ein  letztes  Element 
enthält,  daß  also  ©  selbst  den  niedersten  Typus  ohne  letztes 
Element  darstellt.  In  der  D  edekin  d sehen  Fassung  liegt  das 
Schwergewicht  in  dem  Postulat,  daß  ®  die  kleinste  Kette  ist, 
welche  1  enthält.  Beide  Begründungen  sind  aber  darin  wesentlich 
verschieden,  daß  sie  zu  völlig  abweichenden  Verallgemeinerungen 
führen. 

An  dieser  Stelle  sei  sogleich  hervorgehoben,  daß  das  Axiom 
(3)  eine  engere  Fassung  zuläßt,  wenn  man  es  mit  (2)  vergleicht.  Es 
folgt  nämlich  sofort: 

3*)  Das  Bild  &  von  ©  enthält  jedes  Element  von 
®  mit  Ausnahme  des  Elementes  1.  D.h.  jedes 
Element  von  ©  außer  1  ist  Bild  eines  Ele- 
mentes von  ©. 
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Enthielte  nänilich  ®'  die  Eins,  so  wäre  auch  ^(1)  und  nach 
(2)  ®  selbst  Teil  von  ©',  also  ®  =  ©'  gegen  (3).  ®'  enthält 
daher  1  nicht.  Nun  ist  aber  &'  als  Bild  von  ®  =  K{1)  die  Bild- 
kette -£^'(1)  von  1  und  dieser  haben  wir  nach  LXXVII  nur  das 
Element  1  wieder  hinzuzufügen  um  ^(1)  =  ®  zurückzuerhalten.  — 
Da  die  engere  Fassung  (3*)  einen  beweisbaren  Teil  enthält,  ist  sie 
in  (D)  zunächst  durch  ihren  logisch  unabhängigen  Bestandteil  ersetzt 
worden. 

§  132.  Wir  haben  jetzt  zu  zeigen,  daß  ®  durch  die  Axiome 
(D)  wirklich  charakterisiert  ist.  Wir  wollen  dies  dadurch  tun,  daß 
wir  die  Ordnung  von  ®  definieren  und  von  ihr  zeigen,  daß  sie  dem 
System  (G)  des  Kapitels  XXVII  genügt.  Wir  verlassen  dabei 
allerdings  denjenigen  Weg,  den  Herr  Dedekind  in  seiner  Dar- 
stellung eingeschlagen  hat,  zum  mindesten  in  der  formalen  An- 
ordnung, bleiben  dafür  aber  in  besserem  Zusammenhang  mit  den 
bisherigen  Entwicklungen  dieses  Referates. 

Wenn  wir  die  Ketten  der  Elemente  von  ®, 

^(1),  K{2),  K{3),  ...K{n)... 

aus  unserer  bereits  vorhandenen  Kenntnis  von  ©  heraus  konstru- 
ieren, so  sehen  wir,  daß  sie  nichts  anderes  sind,  als  die  Reste 
von  ® : 

.^(1)  =  R{1)  =  1,  2,  3,  ... 

Jr(2)  =:  R{2)  =  2,  3,  4,  ... 

K{n)  =  R{n)  =  n,  n-\-l,  n  +  2,  ... 

Nach  den  Ausführungen  des  vorigen  Kapitels  können  wir  daher 
sofort  die  Ordnung  von  ®  definieren,  wenn  wir  zeigen  können, 
daß  die  Menge  dieser  Ketten  den  Axiomen  (A,  B)  der  §§  122,  123 
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geniifi:!.  Das  Axiom  (A)  fordert,  auf  unseren  Fall  angewandt,  daß 
unter  zwei  Ketten  K{((),  K{h)  stets  eine  existiert,  die  Teil  der 
audorn  ist.  Es  soll  also  ausgeschlossen  sein,  das  jede  von  beiden 
Eh'niente  enthält,  die  der  andern  nicht  angehören. 

Kiithält  nun  K((i)  Elemente,  die  nicht  zu  K{h)  gehören,  so 
ist  (t  eines  von  diesen,  da  K{h)  mit  a  auch  K{(()  enthalten  müßte. 
Demnach  nimmt  Axiom  (A)  folgende  Fassung  an: 

5)  Ist  a   nicht  in  K{b)   enthalten,  so  ist  h  in 
K{a)   enthalten. 

Es  liegt  nahe,  diesen  Satz  durch  Induktion  zu  beweisen,  da  er 
für  a  =  1  sicher  richtig  ist.  Der  Beweis  folgt  nach  Beendigung 
unserer  Analyse. 

Das  Axiom  (B)  fordert,  daß  zu  zwei  verschiedenen  Ele- 
menten (i.  h  stets  eine  Kette  existiert,  die  eines  enthält,  das  andere 
nicht.  Ist  «  nicht  in  K{j))  enthalten  oder  h  nicht  in  K{a)  ent- 
halten, so  ist  dieser  Bedingung  sicher  genügt.  Es  fragt  sich 
daher,  ob  a  in  K{h)  und  h  in  K{a)  enthalten  sein  kann.  In  diesem 
Fall  enthalten  sich  K{a)  und  K{b)  gegenseitig,  d.  h.  es  ist  K{a)  =  K{b) 
woraus  weiter  folgt,  daß  jede  Kette,  die  a  enthält,  auch  b  enthält 
und  umgekehrt.  Gilt  Axiom  (B),  so  können  in  diesem  Fall  a  und  b 
nicht  verschieden  sein,  wir  müssen  daher  beweisen: 

6)  Aus  K{a)  =  K{b)  folgt  a  =  b. 

Unsere  nächste  Aufgabe  wird  sein,  die  Vollständigkeit  des 
Systems  aller  Ketten  K{a)  zu  erweisen.  Da  nun  nach  §  130  so- 
wohl der  größte  Teiler  wie  die  Vereinigungsmenge  einer  Menge 
von  Ketten  stets  eine  Kette  ist,  spitzt  sich  der  Beweis  der  Voll- 
ständigkeit auf  folgenden  Satz  zu: 

7j  Jede  in    ®   enthaltene   Kette   ist   kleinste 
Kette  eines  Elementes  von  ®. 
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Ist  dann  T  eine  Teilmenge  des  Systems  A  aller  Ketten  K{a), 
so  ist  ihr  größter  Teiler  wie  auch  ihre  Vereinigungsmenge  in  dem 
System  A  enthalten,    dieses   also   nach   Satz   LXXVa   vollständig. 

Fassen  wir  nun  A  als  das  System  der  Reste  von  ®  auf,  so 
ergibt  sich  sofort  die  Wohlordnung  von  ®.  Jeder  Rest  K{a) 
enthält  nämlich  in  a  ein  Element,  das  einem  echten  Teile  von  K(a), 
der  zu  A  gehört,  nicht  angehören  kann.  Denn  wäre  a  in  K(b), 
so  wäre  K(a)  in  K{b),  also  K(h)  gewiß  nicht  echter  Teil  von  K(a). 

Die  spezielle  Wohlordnung  von  ®  ist  nun  dadurch  charakte- 
risiert, daß  jeder  eigentliche  Rest  ein  unmittelbar  vorangehendes 
Element  besitzt.  Ein  eigentlicher  Rest  kann  das  Element  1  nicht 
enthalten,  da  jede  Kette,  die  1  enthält,  mit  ®  identisch  ist.  Nun 
ist  aber  jedes  von  1  verschiedene  Element  in  @'  =  g){®)  enthalten, 
also  Bild  cp(x)  eines  Elementes  von  ©.  Daher  ist  jede  Kette,  die 
echter  Teil  von  ®  ist,  eine  Bildkette,  K{(p{x)).  Ziehen  wir  unsere 
Kenntnis  der  Menge  ®  heran,  so  sehen  wir,  daß  das  unmittelbar 
vorangehende  Element  von  K{q)  (x))  =  {x-{-l,  x-}-2,  x-\-d,  . . .)  das 
Element  x  selbst  ist.     Es  ist  also  zweierlei  zu  zeigen  (§  127) : 

8)  Kein   Element  x   ist   in    seiner    Bildkette 
enthalten, 
und :  {K{cp  (x))  +  x)  ist  eine  Kette.    Letzteres  steht  aber  nach  Satz 
LXXVn  bereits  fest,  und  zwar  ist  {K (q)  (x))  ■}■  x)  =  K{x). 

Da  Satz  (8)  für  das  Element  1  durch  Axiom  (3*)  erfüllt 
ist,  liegt  es  wiederum  nahe,  ihn  durch  Induktion  zu  beweisen. 
Zugleich  erkennen  wir  aus  Satz  8  die  letzte  typische  Eigenschaft 
der  Menge  ®:  sie  besitzt  kein  letztes  Element.  Denn  durch  die 
Ordnung,  die  ihr  das  System  der  Ketten  K{a)  vorschreibt,  ist  hinter 
jedes  Element  a;  noch  die  ganze  Bildkette  K'{x)  geordnet,  die  nach 
(8)  x  selbst  nicht  enthält. 

Abbandlnngen  der  Friesischen  Sclinle.    I.  Bd.  %f 
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Mit  Satz  (8)  erledigt  sich  aber  auch  Satz  (6).  Ist  nämlich 
K(a)  =  K{h),  so  ist.  da  K{a)  =  a  +  K'{a),  entweder  h  =  a  oder 
b  in  h''(a).  Im  letzteren  Fall  wäre  aber  auch  K{h),  d.  h.  K{a) 
solb.st  Teil  von  A'(fl),  also  auch  a  in  K'{n)  gegen  Satz  8.  Es  bleiben 
demnach  nur  die  Sätze  5,  7,  H  zu  beweisen.  Da  wir  ihre  Beweise 
unabhängig  von  den  bisher  geführten  Betrachtungen  erbringen, 
sind  wir  an  die  Reihenfolge  nicht  gebunden  und  können  daher 
mit  Satz  (8)  beginnen. 

§  133.  Das  Element  1  ist  nicht  in  seiner  Bildkette  ®'  ent- 
halten (Axiom  3*).  Es  sei  a  ein  Element,  das  ebenfalls  nicht  zu 
seiner  Bildkette  K'{a)  gehört.  Wäre  (p{a)  =  a'  in  K' {a')  ent- 
halten, so  hieße  das,  da  Z'(a')  =  fpK{a')  ist:  o'  ist  Bild  (p{x) 
eines  Elementes  x  in  K{a').  Nun  ist  a'  =  (p{a),  nach  Axiom  (4) 
wäre  daher  a  =^  x,  d.  h.  in  K{a')  gegen  die  Annahme.  Es  ist 
also  d'  nicht  in  seiner  Bildkette  enthalten,  womit  durch  Induktion 
Satz  8  folgt. 

Wir  gehen  zu  Satz  5  über.  Es  sei  für  a  bewiesen,  daß  h  in 
K{a)  enthalten  ist,  wenn  a  nicht  in  K{h)  enthalten  ist.  Für  a  =  1 
steht  dies  bereits  fest.  Es  sei  ferner  c  ein  Element,  dessen  Kette 
n'  nicht  enthält.  Dann  enthält  sie  a  fortiori  auch  a  nicht.  Daher 
ist  c  in  K{a)  enthalten,  somit  ist  entweder  c  =^  a  oder  c  in  K{a'). 
Das  erste  ist  unmöglich,  da  sonst  gegen  die  Annahme  K{c)  das 
Element  a'  enthalten  würde.  Also  ist  c  in  K{a'\  w.  z.  b.  w.  Daraus 
folgt  durch  Induktion  Satz  5. 

Zum  Schlüsse  beweisen  wir  Satz  7.  Es  sei  K  eine  Kette  in  ®. 
Ist  Ä"  =  ®,  so  ist  K  =  K{\)  und  der  Satz  richtig.  Es  sei  weiter 
K  echter  Teil  von  ®,  so  enthält  K  das  Element  1  nicht.  Die 
komplementäre  Menge  L  von  K  ist  keine  Kette,  denn  sie  enthält 
1,    ohne    @    zu   enthalten.      Es    gibt    daher    in    ihr    ein    Element 
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fl,  dessen  Bild  (p{a)  =  a'  nicht  zu  L  gehört.  Da  a'  somit  zu  K 
gehört,  enthält  K  die  Kette  K{a'). 

Enthält  K  irgend  ein  Element  x,  so  ist  auch  K{x)  ein  Teil 
von  K.  Zwischen  K{x)  und  K{a')  können  drei  Beziehungen  bestehen. 
Erstens :  K(x)  ist  echter  Teil  von  K(ci'),  zweitens :  K{x)  =  K{a'). 
In  diesen  beiden  Fällen  ist  x  in  K{a')  enthalten.  Drittens  bliebe 
die  Möglichkeit,  daß  K{a')  echter  Teil  von  K{x)  wäre,  also  x  nicht 
zu  K{a')  gehörte.  Dann  wäre  a'  in  K(x'),  d.  h.  a'  Bild  eines  Ele- 
mentes in  K{x).  Dieses  Element  könnte  nach  Axiom  4  nur  a  sein, 
da  a'  =  9)(«).  Es  wäre  dann  aber  a  in  K  und  nicht  in  L,  gegen 
die  Definition  von  a.  Also  ist  der  dritte  Fall  unmöglich,  vielmehr 
ist  jedes  Element  x  von  K  in  K{a')  enthalten,  und  da  auch  K(a') 
in  K  enthalten  ist,  ist  K  kleinste  Kette  von  a',  was  zu  be- 
weisen war. 

Hiermit  ist  bewiesen,  daß  das  Dedekind sehe  Axiomsystem 
dem  Wohlordnungssystem  ®  völlig  äquivalent  ist.  Es  stützt  sich 
im  Gegensatz  zu  jenem  auf  den  Zuordnungsbegriff  an  Stelle 
des  Ordnungsbegriffes  und  führt  dadurch  die  Zulässigkeit  seiner 
Definitionen  auf  das  eine  Postulat  zurück,  daß  es  transfinite 
Mengen  geben  soll. 

XXX. 

Der  Wohlordnungssatz. 

§  134.  Am  Ende  des  Kapitels  XXVII  haben  wir  gezeigt, 
daß  jede  Menge,  die  nicht  endlich  ist,  eine  abzählbare  Teilmenge 
enthält.  Dieser  Beweis  beruhte  auf  einer  rein  logischen  Disjunktion 
und  benutzte  an  einer  Stelle  das  Prinzip  der  einmaligen  Auswahl, 
nämlich  bei  dem  Beweis,  daß  eine  Menge,  die  nicht  endliche  Teil- 
mengen   von   beliebiger    Mächtigkeit   enthält,    endlich    sein    muß, 

47* 


—     608     —  §  134. 

Hierdurch  ist  der  sehr  anfechtbare  Beweis  durch  iterierte  Auswahl 
überflüssig  geworden. 

In  iibnlicher  Weise  läßt  sich  der  in  §  104  angegebene  un- 
brauchbare Beweis,  daß  jede  Menge  wohlgeordnet  werden  kann, 
von  der  iteriertcn  Auswalü  befreien  und  auf  ein  Postulat  zurück- 
führen, das  keine  Ordnung  der  Auswahl  verlangt.  In  dieser  ex- 
akten Fassung  verliert  der  Beweis  zugleich  die  Fiktion,  als  ent- 
halte er  irgend  eine  Methode,  die  Wohlordnung  auszuführen. 

Wenn  eine  Menge  wohlgeordnet  werden  kann,  so  wird  dadurch 
in  jeder  Teilmenge  ein  Element  ausgezeichnet,  nämlich  das  erste. 
Der  Wohlordnangssatz  kehrt  diese  Tatsache  um:  Wenn  es 
möglich  ist,  in  jeder  Teilmenge  einer  Menge  M  ein 
Element  auszuzeichnen,  so  kann  M  wohlgeordnet 
werden. 

"Will  man  sich  mit  einer  Plausibelmachung  begnügen,  so  kann 
man  fulgendermaßen  verfahren:  Ich  wähle  aus  31  ein  Element 
wj,  aus,  oder  falls  auch  in  M  selbst  als  unechtem  Teil  von  31  ein 
Element  ausgezeichnet  ist,  so  wähle  ich  dieses.  In  der  zu  w,  kom- 
plementären Teilmenge  ilf  —  w,  ist  ein  Element  ausgezeichnet.  Es 
heiße  »/, .  In  M  —  m^  —  m^  heiße  das  ausgezeichnete  Element  m, , 
in  J/  —  m^  —  m^  —  wj,  ist  ebenso  m^  ausgezeichnet  u.  s.  f.  Auf  diese 
Art  entsteht  eine  wohlgeordnete  Teilmenge  m^ ,  m^ ,  m^ ,  . . .  m„  . . . , 
die,  falls  M  nicht  vorher  erschöpft  ist,  den  Typus  co  hat.  Existiert 
ihre  komplementäre  Teilmenge,  so  ist  in  dieser  ein  Element  7n^ 
ausgezeichnet,  nach  dessen  Entfernung  m^^,  u.  s.  f. 

Diese  Methode  unterscheidet  sich  von  der  früheren  durch  ite- 
rierte Auswahl  in  einem  wesentlichen  Punkt :  es  wird  angenommen, 
daß  jedes  „auszuwählende"  Element  m«  bereits  durch  die  voran- 
gehenden gesetzmäßig  bestimmt  ist.  Trotzdem  ist  die  ganze  Be- 
trachtungsweise noch  durchaus  unexakt.    Mit  den  Indices  1,  2,  w,  . . . 


§  134.  135.  —     699     — 

beschwören  wir  die  Menge  W  wieder  herauf  und  damit  die  Frage 
der  Bezeichnung  und  der  Erzeugungsprinzipien.  Es  liegt  daher  in 
der  Darstellung,  die  Herr  Z  e  r  m  e  1  o  ^  der  Wohlordnung  zu  Grrunde 
gelegt  hat,  ein  wesentlicher  Fortschritt. 

§  135.  Es  sei  M^  irgend  eine  Teilmenge  von  M,  M—  M^  die 
komplementäre  und  x  deren  ausgezeichnetes  Element.  Wir  be- 
zeichnen es  mit  yiM^).  Die  Zuordnung  y  ordnet  daher  jeder 
Teilmenge  ein  nicht  in  ihr  enthaltenes  Element  zu.  Da  es  zu  M 
keine  komplementäre  Teilmenge  gibt,  fingieren  wir  wieder  die  aus 
keinem  Element  bestehende  Menge  0  und  bezeichnen  mit  y{0)  das- 
jenige Element,  welches  in  M  selbst  ausgezeichnet  war. 

Die  Bildung  der  Wohlordnung  durch 

y(0)  =  m,,     y(mj  =  m,,     y{m,,  m,)  =  m,, 

führen  wir  nun  nicht  durch,  sondern  verwenden  sie  lediglich,  um 
uns  zu  überzeugen,  daß  M  Teilmengen  M'  von  folgender  besonderen 
Beschaffenheit  enthält : 

1)  M'  ist  wohlgeordnet 

2)  y(0)  =  Wj   ist  ihr  erstes  Element.    Ist  Ä(x)  ein 
Abschnitt  von  M',  so  ist  a;  =  y{A(x)). 

Solche  Teilmengen  sind  in  der  Tat  die  Mengen  »»,,  (m^,  m^), 
(mj,  m^,  m^).  Wir  nennen  eine  Teilmenge  von  M,  die  den  Postu- 
laten  (1,  2)  genügt,  eine  y-Menge  und  beachten,  daß  aus  der  Defi- 
nition sofort  der  Satz  folgt: 

3)  Jeder  Abschnitt  einer  y-Menge  ist  selbst  eine 
y -Menge. 

Wir  behaupten  nun,  daß  die  Menge  F  aller  y-Mengen  ein  ord- 
nendes System  bildet,  daß  M  die  Vereinigungs menge  dieses  Systems 


^  Beweis,   daß  jede  Menge  wohlgeordnet  werden  kann.    Math,  Annalen  59. 
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ist,   und   daß  die  Ordnung  von  M,  sofern   wir  f  als   System    von 
Abschnitten  auffassen,  eine  Wohlordnung  ist. 

Das  Postulat  (A),  daß  P  ein  konzentrisches  System  sei,  werden 
wir  im  Hinblick  auf  Satz  LXXIV  sogleich  in  folgender  engeren 
Fassung  beweisen : 

4)  Von  zwei  verschiedenen  y- Mengen  ist  eine  ein 
Abschnitt  der  andern. 

An  Stelle  dieses  Satzes  genügt  es,  folgenden  einfacheren  zu 
setzen : 

5)  Zwei  ähnliche  y- Mengen  sind  identisch. 

Nach  Satz  (4)  können  sie  nämlich  nicht  verschieden  sein,  und 
gilt  umgekehrt  (5),  so  können  zwei  verschiedene  y-Mengen  nicht 
ähnlich  sein,  also  ist  eine  nach  (1)  einem  Abschnitt  der  andern 
ähnlich  und  mit  diesem,  da  er  nach  (3)  selbst  eine  y-Menge  ist, 
nach  (5)  identisch.     Also  sind  (4)  und  (5)  äquivalente  Sätze. 

Ehe  wir  (5)  beweisen,  betrachten  wir  die  Forderung  (B)  §  123 : 
Sind  X,  II  zwei  Elemente,  die  in  y-Mengen  enthalten  sind,  so  gibt 
es  eine  j^-Menge,  die  eines  der  Elemente  enthält,  das  andere  nicht. 
I.st  nämlich  x  m  A^  y  in  J3,  so  ist  entweder  A  ^=  B  oder  eine  in 
der  anderen  enthalten,  also  enthält  etwa  A  sowohl  x  wie  y.  Da 
A  wohlgeordnet  ist,  ist  eines  der  Elemente  das  frühere,  etwa  x; 
dann  ist  x  in  A{y)  enthalten,  y  aber  nicht,  und  A{y)  ist  nach  (3) 
eine  j/-Mcnge. 

Sind  die  Postulate  (A),  (B)  als  erfüllt  erkannt,  so  folgt  aus 
Satz  LXXIV,  daß  die  Vereinigungsmenge  M^  aller  f  Mengen  wohl- 
geordnet ist,  und  es  bleibt  der  Nachweis  zu  erbringen,  daß  sie 
mit  M  identisch  sein  muß. 

Wir  beweisen  nun  zunächst  Satz  (5).  Seien  Ar^B  zwei 
y-Mongen,  (p(x)  =  y  dasjenige  Element  von  B,  welches  dem  Element 
X  von  A  entspricht,  S  die  Menge   aller  Elemente   von  A,  für   die 
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q)[x)  =  X  ist.  Sie  enthält  das  erste  Element  w,  von  A,  da  es 
auch  erstes  von  B  ist.  Enthält  sie  ferner  alle  Elemente  eines 
Abschnitts  Ä  {x)  von  A,  so  ist  dieser  mit  dem  ähnlichen  Abschnitt 
A  {y)  von  B  identisch  und  (p  {x)  =  y.  Es  ist  aber,  weil  A  und  B 
y-Mengen  sind,  x  =  y{A{x))  =  y{A{y))  =  y,  also  enthält  S  mit 
A{x)  auch  X.  Aus  dem  allgemeinen  Schlußschema  XXI  des  §  33 
folgt  somit,  daß  S  alle  Elemente  von  A  enthält,  d.  h.  es  ist  A 
mit  B  identisch, 

§  136.  Nachdem  wir  gezeigt  haben,  daß  die  Vereinigungs- 
meiige  M^  aller  y-Mengen  wohlgeordnet  ist,  beweisen  wir  ihre 
Identität  mit  M,  und  zwar  in  zwei  Schritten.  Zuerst  überzeugen 
wir  uns,  daß  M^  selbst  eine  y-Menge  ist.  In  der  Tat,  sie  ist  wohl- 
geordnet, die  y-Mengen  sind  Abschnitte  von  M^ ,  und  daher  m^  erstes 
Element  von  M^.  Ist  nun  x  ein  Element  von  M^,  so  heißt  das: 
es  ist  Element  einer  y-Menge  A.  Diese  ist  ein  Abschnitt  von  3I^, 
daher  ist  der  Abschnitt  A(x)  in  M  anch  Abschnitt  von  A,  somit 
X  =  g){A(x)).     iW,  genügt  also  den  Forderungen  (1,  2),  w.  z.  b.  w. 

Wir  beweisen  nun  weiter :  Jede  y- Menge,  die  echter 
Teil  von  i)/ ist,  ist  Abschnitt  einer  j^- Menge.  Daraus 
folgt,  daß  3I^  nicht  echter  Teil  von  M  sein  kann,  da  es  sonst 
Abschnitt  einer  y-Menge,  daher  nicht  Menge  aller  in  ^/-Mengen 
enthaltenen  Elemente  wäre.  M^  ist  somit  mit  M  identisch,  also 
M  wohlgeordnet. 

Der  Beweis  des  genannten  Satzes  beruht  auf  dem  allgemeinen 
Satz,  daß  die  Vereinigungsmenge  zweier  teilfremden  wohlgeord- 
neten Mengen  P  und  Q  durch  Hintereinandersetzen  wohlgeordnet 
werden  kann.  Daß  die  Ordnung  von  P-^  Q  eine  Wohlordnung  ist, 
wenn  P  und  Q  wohlgeordnet  sind,  ist  mit  aller  Strenge  beweisbar, 
es  läßt  sich  darum  auch  an  jede  wohlgeordnete  Menge  ein  Element 
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nnhängon.  Wir  haben  bei  den  ultrafiniten  Paradoxieen  gesehen, 
daß  es  zu  einem  Widerspruch  führt,  wenn  man  an  die  Menge  W 
aller  triinsfiniten  Ordnungszahlen  ein  Element  anhängt.  Wir  haben 
dabei  zugleich  hervorgehoben,  daß  dieser  Widerspruch  in  der  De- 
finition von  W,  nicht  aber  in  dem  Anhängen  eines  Elementes  liegt ; 
daß  vielmehr  die  Menge  W  selbst  erst  recht  aufgegeben  werden 
muß,  wenn  man  auf  das  Anhängen  eines  Elementes  verzichtet.  Da 
unser  Beweis  des  Wohlordnungssatzes  sich  zudem  gerade  durch 
die  Vermeidung  aller  Abstraktionen  auszeichnet,  die  zum  Begriff 
der  Ordnungszahl  und  der  Menge  W  führen,  ist  er  vom  Standpunkt 
dieser  ]\Ienge  aus  nicht  mehr  und  nicht  weniger  anfechtbar,  als 
die  ganzen  Grundlagen  des  mengentheoretischen  Kalküls  selbst. 
Wenn  A  eine  y-Menge  ist,  die  echter  Teil  von  M  ist,  so 
existiert  yiA)  =  x  und  die  Menge  Ä  +  x  ist  wieder  eine  y-Menge; 
denn  jeder  ihrer  Abschnitte  mit  Ausnahme  von  Ä  selbst  ist  Ab- 
schnitt von  Ä,  ihr  erstes  Element  ist  erstes  Element  von  Ä,  also 
gleich  n^^ ;  für  den  Abschnitt  Ä  selbst  ist  aber  nach  der  Definition 
von  X  das  Postulat  (2)  erfüllt,  und  ihre  Ordnung  ist  eine  Wohl- 
ordnung, wenn  x  hinter  alle  Elemente  von  Ä  geordnet  wird,  wie 
dies  das  Zeichen  Ä  +  x  vorschreibt.  Demnach  ist  A  der  Abschnitt 
A  (x)  der  y-Menge  A  +  x. 

§  137.  Hiermit  ist  der  Beweis  des  Wohlordnungssatzes  zu 
Ende  geführt.  Der  einzige  Einwand,  der  gegen  den  Beweis  selbst 
geführt  werden  kann,  betrifft  das  Anhängen  des  Elementes  y{A) 
an  eine  y-Menge  A.  Mit  ihm  haben  wir  uns  bereits  auseinander- 
gesetzt. Alle  weiteren  Einwände  richten  sich  gegen  die  l^ulässigkeit 
des  Auswahlpostulats,  nach  dem  es  möglich  sein  soll,  aus  jeder 
Teilmenge  von  M  ein  Element  auszuwählen.  Diese  Auswahl  ist 
beispielsweise  für  das  Kontinuum  noch  nicht  gelungen,  der  Wohl- 
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ordnungssatz  hat  also  das  Kontinuumproblem  seiner  Lösung  bis 
jetzt  nicht  näher  gebracht.  Da  aber  bereits  die  Vermutung  auf- 
getaucht ist,  daß  eine  Wohlordnung  des  Kontinuums  unmöglich 
sei,  ist  doch  derWohlordnungssatz  insofern  von  Bedeutung  geworden, 
als  er  dieser  Vermutung  so  ziemlich  jeden  Boden  entzogen  hat. 
Denn  der  Nachweis,  daß  es  nicht  möglich  sein  sollte,  in  jeder 
Teilmenge  des  Kontinuums  ein  Element  auszuwählen,  wird  von 
vornherein  auf  schärfere  Opposition  stoßen,  als  der  Nachweis  der 
Unmöglichkeit  seiner  Wohlordnung.  Eine  Teilmenge,  aus  der  sich 
ein  Element  nicht  auswählen  ließe,  kann  gewiß  niemals  angegeben 
werden,  weder  im  Kontinuum  noch  in  sonst  einer  Menge. 

Wenn  das  Auswahlpostulat  zugegeben  wird,  d.  h.  wenn  es 
möglich  sein  soll,  in  jeder  Teilmenge  einer  Menge  M  ein  Element 
auszuzeichnen,  so  läßt  sich  der  Wohlordnungssatz  dahin  aussprechen, 
daß  jede  Menge  wohlgeordnet  werden  kann.  Die  Konsequenzen 
dieses  Satzes  sind  dann  außerordentlich  weittragende:  jede  Mäch- 
tigkeit ist  ein  Alef,  es  sind  daher  alle  Mächtigkeiten  komparabel, 
und  das  Trichotomieproblem  der  Mächtigkeiten  ist  gelöst.  Zugleich 
erhalten  wir  einen  neuen  Nachweis,  daß  jede  nicht  endliche  Menge 
eine  abzählbare  Teilmenge  enthält. 

Es  hat  sich  an  den  Wohlordnungssatz  eine  umfangreiche  Dis- 
kussion angeknüpft,  die  ihr  Ende  noch  nicht  erreicht  haben  dürfte. 
Es  muß  auch  aus  anderen  Gründen  auf  einen  Bericht  über  diese 
Diskussion  verzichtet  werden,  vor  allem  darum,  weil  durch  sie 
die  Frage  nach  der  zulässigen  Anwendung  des  MengenbegrifFs  in 
den  Vordergrund  getreten  ist,  und  ohne  deren  Erledigung  eine 
befriedigende  Antwort  nicht  zu  erwarten  ist.  Auch  die  Frage, 
welche  Unterschiede  zwischen  logischer  Möglichkeit  und  mathema- 
tischer Existenz  bestehen,  hängt  mit  dem  Auswahlpostulat  aufs 
engste  zusammen.    Und  zu  diesen  Fragen  vermag  ich  nichts  neues 
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zu  sagen,  geschweige  denn  eine  Antwort  zu  geben.  Solange  aber 
niolit  geklärt  ist,  was  eine  Menge  ist,  d.  h.  welche  Gesamtheiten 
sich  den  mengentheoretischen  Betrachtungen  ohne  Widerspruch 
fügen,  ist  auch  über  den  Umfang  des  Satzes,  daß  jede  Menge 
wohlgeordnet  werden  kann,  keine  Klarheit  zu  gewinnen. 


Schlusswort. 

Werfen  wir  einen  Blick  auf  unsere  Betrachtungen  zurück,  so 
sehen  wir  zunächst,  daß  eine  große  Reihe  von  Begriffen,  wie  der 
der  Vereinigungsmenge,  des  gemeinsamen  Teiles,  der  Ordnung  und 
Wohlurdnung,  einer  logisch  einwandfreien  Verwendung  fähig  sind, 
ohne  daß  die  Endlichkeit  der  betrachteten  Mengen  vorausgesetzt 
wird,  und  daß  es  weiterhin  auch  tatsächlich  unendliche  Mengen 
gibt,  zum  mindesten  die  abzählbaren,  bei  denen  die  Verwendung 
zu  positiven  und  gesicherten  mathematischen  Ergebnissen  führt. 
Die  l\Iengenlelire  ist  also  nicht  etwa  derjenige  rein  formale  Teil 
der  Lehre  von  den  endlichen  Mengen,  der  durch  Weglassen  der 
Voraussetzung  der  Endlichkeit  entsteht,  —  eine  Deutung,  die  man 
ihr  vielfach  zu  geben  scheint.  Im  Gegenteil,  wir  haben  gesehen, 
daß  eine  dogmatische  Behandlung  der  ganzen  Zahlen  unmöglich 
ist,  ohne  die  Annahme,  daß  es  unendliche  Mengen  gibt.  — 

Die  Eigenart  der  ganzen  Schlußweise,  ihre  aufs  äußerste  ge- 
triebene Astraktion,  berechtigen  uns  zu  der  Behauptung,  daß  wir  in 
der  Mengenlehre  eines  der  eigenartigsten  Kapitel  der  Mathematik 
besitzen;  selbst  die  Infinitesimalrechnung  und  die  mathematische 
Formelsprache  stützt  sich  noch  auf  die  klassischen  Methoden  der 
antiken  Mathematik  und  besitzt  Vorläufer  in  ihr.  Die  Mengen- 
lehre bedeutet  wohl  den  weitesten  und  kühnsten  Schritt  über  die 
alten  Methoden  hinaus,  den  die  Mathematik  getan  hat. 
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Eigentümlich  erscheint  mir  das  Mißverhältnis  zwischen  der 
unbegrenzten  Reihe  von  Möglichkeiten,  die  uns  die  transfiniten 
Zalüen,  insbesondere  die  Alefs,  eröffnen,  und  der  außerordentlich 
geringen  Kenntnis,  die  wir  faktisch  von  ihnen  besitzen.  Innerhalb 
dieser  Reihe  ein  System  durchsichtiger,  einfacher  Sätze  und  ein 
klarer,  auf  dem  einfachen  Begriff  der  Wohlordnung  aufgebauter 
Zusammenhang  von  mathematischer  Schönheit.  Und  unmittelbar 
daneben  die  Unmöglichkeit,  über  nichtwohlgeordnete  nichtabzähl- 
bare  Mengen,  wie  das  Kontinuum,  irgend  etwas  praktisch  "Wert- 
volles zu  erfahren.  Es  hat  manche  mathematische  Disziplin  erst 
nach  langem  mühevollen  Kampfe  praktische  Ergebnisse  zeitigen 
können,  und  man  wird  darum  allein  der  Mengenlehre,  die  noch  in 
ihren  ersten  Anfängen  steckt,  nicht  den  Vorwurf  der  Unfrucht- 
barkeit machen  dürfen;  der  Begriff  der  abzählbaren  Menge  hat 
bereits  so  vielfache  Anwendung  gefunden,  daß  er  heute  als  unent- 
behrliches Hülfsmittel  des  Mathematikers  gelten  darf.  Die  Schwie- 
rigkeiten aber,  die  sich  hinter  der  abzählbaren  Mächtigkeit  erheben, 
die  in  dem  Problem  der  endlichen  Bezeichnung  und  dem  K  r  o- 
n eck  er  sehen  Postulat  ihren,  wenn  auch  unkorrekten  Ausdruck 
finden,  sind  nicht  mehr  rein  mathematischer  Art,  sondern  hängen 
mit  philosophischen  Problemen  aufs  engste  zusammen.  Dies  zeigt 
sich  insbesondere  an  den  ultrafiniten  Paradoxieen,  die  uns  lehren, 
daß  dem  Arbeiten  mit  Abstraktionen  und  rein  logischen  Disjunk- 
tionen irgendwelche  Grenzen  gezogen  sein  müssen. 

Solange  diese  Fragen  unerledigt  sind,  scheitert  der  mathema- 
tische Logizismus  bereits,  noch  bevor  er  mit  Ergebnissen  der 
Philosophie  in  Widerstreit  gerät.  Die  Betätigung  der  Logik 
im  spezifisch  mathematischen  Gebiet  besitzt  einen  anderen  Grad 
der  Gewißheit  und  Zuverlässigkeit  als  im  Gebiet  des  allgemeinen 
Mengenbegriffs.     Begriffe   wie    endliche   Darstellbarkeit,    Mengen, 
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die  sich  selbst  enthalten  n,  a.  sind  keine  mathematischen  Bild- 
ungen mehr,  und  wer  mit  ihnen  operiert,  strauchelt.  Dieser 
verschiedene  Grad  der  Zuverlässigkeit  kann  nicht  aus  der  Welt 
geschafft  v^^erden,  wenn  er  auch  bisher  nur  Sache  des  Gefühls  und 
kein  scharf  umschriebener  Begriff  ist.  "Wenn  die  Mathematik  nur 
ein  Teil  des  Logikkalkuls  sein  soll,  so  ist  sie  doch  jedenfalls  ein 
widersprnchloser  Teil  eines  nicht  widerspruchlosen  Gebietes,  und 
in  diesem  Gegensatz  steht  sofort  wieder  das  alte  Problem  des 
Unterschiedes  zwischen  Mathematik  und  Logik  vor  uns.  Für  den 
Philosophen  aber  erwächst  gerade  hier  ein  neues  Arbeitsfeld,  das 
von  den  Mathematikern  heute  noch  vielfach  mit  dem  logizis- 
tischen  Vorurteil  betreten  wird.  Wenn  die  ultrafiniten  Para- 
duxieen,  insbesondere  die  der  Menge  W,  nicht  zu  beseitigen  sind, 
so  liegt  die  Vermutung  nahe,  daß  sie  im  Zusammenhang  mit  den 
Antinomieen  stehen,  die  Kant  aufgestellt  hat.  Und  es  scheint 
mir  eine  wichtige  Frage  zu  sein,  ob  solche  Antinomieen  im  Gebiet 
der  reinen  Logik  allein  tatsächlich  bereits  auftreten. 


XIII. 

Das  Muskelproblem. 

Physiologische  Betrachtungen. 

Von 
Karl  Kaiser. 


Der  Muskel  ist  eine  Maschine,  die  unter  Verbrauch  von  che- 
mischer Energie  mechanische  Arbeit  leistet.  Diese  Arbeitsleistung 
ist  im  Vergleich  zur  Größe  des  Muskels  eine  sehr  bedeutende. 
Der  "Wadenmuskel  eines  mittelgroßen  Frosches  hat  ein  Gewicht 
von  0,5  g,  ein  Volumen  von  etwa  0,47  ccm  und  vermag  500  g  fünf 
Millimeter  hoch  zu  heben.  Der  linke  Ventrikel  des  menschlichen 
Herzens  leistet  bei  einem  Gewicht  von  150 — 160  g  in  24  Stunden 
eine  Arbeit  von  etwa  30000  mkg. 

Die  Frage  nach  den  Mitteln  und  Einrichtungen,  die  den  Muskel 
zu  so  überraschenden  Leistungen  befähigen,  hat  deshalb  nicht  nur 
ein  großes  physiologisches,  sondern  auch  ein  bedeutendes  mecha- 
nisches Interesse. 

Die  Versuche,  das  Problem  von  Ursprung  und  Natur  der 
Muskelkraft  zu  lösen,  sind  von  verschiedenen  Seiten  her  gemacht 
worden.  Einmal  hat  man  die  mikroskopisch  erkennbare  Struktur 
des  Muskels  zum  Ausgangspunkt  genommen.  Man  hat  erkannt, 
daß  die  quergestreiften  Muskelfasern,  aus  denen  sich  im  allgemeinen 
die  willkürlich  bewegbaren  Muskeln  zusammensetzen,  abwechselnd 
einfach-  und  doppelbrechende  Schichten  unterscheiden  lassen,  die 
bei  der  Zusammenziehung  des  Muskels,  also  während  seiner  Tätig- 
keit,   gewisse    Veränderungen   zeigen,    die   einen   Schluß   auf  die 
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ihueu  zu  (i runde  liogendeu  chemisch-physikalischen  Vorgänge  zu- 
lassen. 

Forner  hat  man,  von  der  Überlegung  ausgehend,  daß  die  Ur- 
sache der  Bewegung  aller  lebendigen  Substanz  die  gleiche  sein 
müsse,  Beobachtungen  an  Protozoen,  also  Organismen  von  verhält- 
nismäßig sehr  einfacher  Struktur,  angestellt  und  die  aus  diesen 
gewonnenen  Vorstellungen  ganz  allgemein  auf  alle  der  Bewegung 
dienenden  Organe  übertragen. 

Schließlich  wurden  die  physikalischen  Eigenschaften  des  Mus- 
kels und  die  mechanischen  Veränderungen  während  seiner  Tätig- 
keit, sowie  die  damit  verbundenen  Arbeitsleistungen  untersucht, 
um  aus  den  dabei  erkennbaren  Regelmäßigkeiten  ein  allgemeines 
Gesetz  der  Muskelbewegung  abzuleiten. 

Die  Verschiedenartigkeit  der  Wege,  die  man  eingeschlagen  hat, 
das  Muskelproblem  zu  lösen,  lässt  uns  auch  die  Schwierigkeiten  er- 
kennen, die  der  Vollendung  der  Aufgabe  entgegenstehen.  Die  Er- 
scheinungen, die  als  Folgen  eines  Grundes,  als  Wirkungen  eines  allge- 
meinen Gesetzes  dargestellt  werden  sollen,  sind  außerordentlich  kom- 
pliziert und  gehören  ganz  verschiedenen  Beobachtungsgebieten  an. 
Es  wird  gefordert,  daß  der  aus  den  erkannten  mikroskopisch  sicht- 
baren Veränderungen  abgeleitete  Schluß  auch  die  mechanischen 
Vorgänge  erkläre,  und  die  an  diesen  beobachteten  Regelmäßig- 
keiten Süllen  ebenso  wie  die  ersteren  mit  den  chemischen,  elek- 
trischen und  thermischen  Erscheinungen  in  die  Sphäre  eines  Be- 
griffes gebracht  werden.  Die  Zahl  der  durch  mühevollste  mikro- 
skopische Beobachtung,  durch  klug  ersonnene  Apparate  und  geist- 
voll kombinierte  Versuche  festgestellten  Erscheinungen  ist  eine 
80  verwirrend  große,  daß  es  fast  unmöglich  erscheint,  die  Induktion 
zu  finden,  die  alle  jene  Merkmale  einem  Oberbegriffe  unterordnet. 

Als  allgemein   anerkannt    und  feststehend  gilt  der  Satz,   daß 
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chemische  Energie  die  letzte  Quelle  der  Muskelkraft  bildet.  Es 
findet  demnach  im  Muskel  eine  Transformierung  von  chemischer 
Energie  in  mechanische  Arbeit  statt.  Lässt  sich  nicht  aus  dieser 
als  Grundgesetz  der  lebendigen  Bewegung  geltenden  Aussage  ein 
Wegweiser,  eine  heuristische  Maxime  für  die  gesuchte  Induktion 
auffinden  ? 

Die  Transformierungen  der  Energie  erfolgen  nach  bestimmten 
Gesetzen,  die  uns  für  gewisse  Umwandlungen  bekannt  sind,  für 
andere  nicht.  Wir  können  demnach  bei  den  Untersuchungen  über 
den  Ursprung  der  Muskelkraft  so  verfahren,  daß  wir  die  für  die 
Muskelarbeit  aufgefundenen  Gesetzmäßigkeiten  mit  den  uns  be- 
kannten Gesetzen  der  Überführung  von  chemischer  Energie  in 
mechanische  Arbeit  vergleichen  und  so  versuchen,  die  im  Muskel 
stattfindenden  Vorgänge  mit  uns  schon  bekannten  Erscheinungen 
und  Gesetzen  in  Übereinstimmung  zu  bringen,  oder  wir  nehmen 
für  den  Muskel  eine  Energieumwandlung  an,  deren  Gesetze  uns 
bisher  verborgen  geblieben  sind.  In  letzterem  Falle  würden  wir 
durch  unsere  Untersuchungen  zu  energetischen  Sätzen  allgemeiner 
Natur  geführt  werden,  und  es  würde  uns  daraus  die  Aufgabe  er- 
wachsen, diese  Sätze  zu  verifizieren,  d.  h.  es  müßte  der  Nachweis 
geführt  werden,  daß  die  aus  der  Untersuchung  der  Muskeltätigkeit 
für  die  angenommene  Art  der  Energieumwandlung  gefundenen 
Gesetzmäßigkeiten  allgemeine  Gültigkeit  besitzen. 

Im  ersteren  Ealle  würden  wir  uns  gewissermaßen  vor  eine 
Alternative  gestellt  sehen,  da  uns  nur  zwei  Wege  der  Überführung 
von  chemischer  Energie  in  mechanische  Arbeit  ihren  Gesetzen  nach 
bekannt  sind.  Wir  würden  uns  dafür  zu  entscheiden  haben,  ob 
der  Muskel  nach  Art  einer  thermodynamischen  Maschine  arbeitet, 
oder  ob  elektrische  Kräfte  als  Vermittler  zwischen  chemischer 
Energie  und  mechanischer  Arbeit  auftreten. 

AbhandluDgen  der  Fries'schen  Schale.    I.  Bd.  4o 
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No Innen  wir  dagegen  an,  daß  im  Bluskel  cLemisclie  Energie 
direkt  in  mechanische  Arbeit  übergeht,  legen  wir  also  imsern  Be- 
trachtungen und  Versuchen  eine  Form  der  Energieumwandlung  zu 
(i  runde,  die  uns  weder  ihren  Gesetzen  nach,  noch  als  Tatsache 
bekannt  ist,  so  würde  diese  Annahme,  daß  chemische  Energie  die 
Anziehung  räumlich  getrennter  Massen  zu  bewirken  vermag,  nur 
den  Sinn  haben  können,  daß  wir  die  Verkürzung  des  Muskels  auf 
die  räumliche  Annäherung  distanter  Teilchen  zurückführen  wollen 
und  die  Elektrizität  als  anziehende  Kraft  aus  irgendwelchen 
Gründen  ablehnen  zu  müssen  glauben. 

Dieser  Standpunkt  wird  von  einer  großen  Zahl  von  Physio- 
logen eingenommen,  von  denen  ich  nur  Fick,  Chauveau  und 
V e r  w 0 r n  nennen  will.  Chauveau  und  Fick  kommen  zu  der 
Vorstellung,  daß  im  Muskel  chemische  Energie  ohne  jede  Vermitt- 
lung, direkt  mechanische  Arbeit  liefere,  durch  Überlegungen  rein 
theoretischer  Natur,  aus  denen  mit  Notwendigkeit  hervorgeht,  daß 
die  ^^'ärme  nicht  das  Mittel  zwischen  chemischer  Energie  und 
mechanischer  Arbeit  bilden  könne,  daß  also  der  Muskel  nicht  nach 
Art  einer  thermodynamischen  Maschine  zu  verstehen  sei.  Chau- 
veau sagt*;  „Une  derniere  consideration  enfin,  d'une  grande  im- 
portance,  acheve  de  ruiner  le  Systeme  de  l'origine  thermique  du 
travail  des  muscles.  Quelque  opinion  qu'on  se  fasse  de  la  source 
de  ce  travail,  il  reste  acquis  que  le  tissu  musculaire  .s'(5chaufFe 
parfois  considerablement  pendant  son  fonctionnement.  Le  muscle 
accomule  ainsi,  sous  forme  de  chaleur  sensible,  une  quantite  no- 
table d'energie  potentielle,  absolument  disponible.  Pourquoi  ne 
rutilise-t-il  pas,   s'il   en  a  l'aptitude  et  si  c'est   en  exer^ant  cette 


'  A.  Cliauveau,   Le  travail  musculaire  et  l't'uergic  qu'il  rcprcseute.     Paris 
1891  p.  323. 
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aptitude  qu'il  provoque  la  contraction?  Pourquoi  ne  transforme- 
t-il  pas  cette  energie  caloriquc  en  travail  physiologique  ?  Pourquoi 
se  cree-t-il  alors  incessament  de  noiivelles  quantites  de  ehaleur, 
qnand  raction  du  muscle  se  prolonge  ou  s'exagere  de  plus  en  plus  ? 
He  quoi!  l'organe  possede  dejä  plus  d'energie  calorique  qu'il  n'en 
peut  transformer  en  travail,  et  i]  continue  ä  faire  de  la  ehaleur 
pour  cet  objet!  II  y  a  la  une  flagrante  contradiction.  —  —  — 
La  contraction  musculaire  est  une  derivation  directe  du  travail 
chimique  s'effectuant  dans  le  muscle." 

Während  Chauveau  aber  nur  die  Unzweckmäßigkeit  als 
Argument  gegen  die  Auffassung  des  Muskels  als  thermodynamischer 
Maschine  ins  Feld  führt,  prüft  Fick  eingehend  die  Bedingungen, 
die  im  Muskel  realisiert  sein  müßten,  wenn  die  Wärme  als  Ver- 
mittler zwischen  chemischer  Energie  und  mechanischer  Arbeit  in 
Betracht  kommen  sollte. 

Zunächst  ist  der  Vergleich  des  Muskels  mit  einer  Dampf- 
maschine in  vielen  Beziehungen  zutreffend  und  lehrreich.  In  bei- 
den Fällen  sehen  wir  aus  der  Wirkung  chemischer  Verwandtschafts- 
kräfte Massenbewegung  und  daneben  Wärme  entstehen,  und  in  beiden 
Fällen  ist  es  die  Affinität  zwischen  Kohlenstoff  und  Wasserstoff 
einerseits  und  Sauerstoff  andrerseits,  aus  der  die  positive  Arbeit 
hervorgeht.  Bei  der  Dampfmaschine  dient  die  chemische  Arbeit 
ausschließlich  zur  Erzeugung  von  Wärme.  Diese  wird  auf  das 
Wasser  des  Kessels  übertragen  und  ein  Teil  durch  die  Einrichtungen 
der  Maschine  in  andere  Energieformen  umgewandelt.  Ein  anderer 
Teil  der  Wärme  wird  an  die  kühle  Luft  oder  au  das  Kühlwasser 
des  Kondensators  abgegeben.  Ganz  ähnlich  könnte  der  Prozeß 
im  Muskel  verlaufen.  Die  durch  den  Reiz  eingeleitete  physiolo- 
gische Verbrennung  könnte  zunächst  nur  Wärme  erzeugen,  von 
der   ein  Teil  durch  die  maschinellen  Einrichtungen  des  Muskels  in 

48* 
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niecljanischc  Bowegiing    übergeführt,    ein   andrer  Teil   an  das   den 
MuskiU  durcliflioßende  Blut  abgegeben  und  fortgeführt  würde. 

Bokanntlich  ist  aber  von  Claus  ins  in  aller  Allgemeinheit 
und  Strenge  bewiesen  worden,  daß  ein  thermodynamischer  Kreis- 
prozeß, bei  welchem  eine  Wärmemenge  in  mechanische  Arbeit  ver- 
wandelt werden  soll,  und  um  einen  solchen  handelt  es  sich  beim 
Muskel,  da  er  nach  dem  Ablauf  der  Kontraktion  sich  in  jeder 
Beziehung  im  ursprünglichen  Zustande  befindet,  als  unerläßliche 
Bedingung  den  Übergang  einer  Wärmemenge  aus  einem  Körper 
h(iht>rer  zu  einem  Körper  niederer  Temperatur,  einen  sogenannten 
„AVärmefall"  fordert.  Auch  diese  Bedingung  könnte  sehr  wohl 
im  iiluskel  erfüllt  sein.  Man  könnte  sich  vorstellen,  daß  die  Ver- 
brennungsprodukte  oder  die  Teile  des  Muskels,  in  denen  die  Oxy- 
dation stattfindet,  den  wärmeren  Körper  bildeten,  von  dem  Wärme 
auf  die  kühlere  Umgebung  übertragen  würde. 

Nun  ist  aber  von  Clausius  ferner  festgestellt  worden,  daß 
zwischen  dem  Betrage  des  Wärmefalles  und  der  zu  mechanischer 
Arbeit  verwendeten  A\"ärmemenge  eine  ganz  bestimmte  quantita- 
tive Beziehung  besteht.  Fick  wies  nach,  daß  auf  Grund  der 
Clausiu. Suchen  Formel  für  den  menschlichen  Körper  die  An- 
nahme gemacht  werden  müsse,  daß  die  ganze  vom  Körper  während 
der  Arbeit  abgegebene  Wärmemenge  in  den  Muskeln  von  einem 
114  Zentigrad  warmen  auf  einen  37  Grad  warmen  Körper  über- 
gegangen sei,  daß  also  Temperaturen  angenommen  werden  müßten, 
die  mit  der  Erhaltung  des  Lebens  des  Muskels  ganz  unvereinbar 
sind.  Th.  \\'.  Engelmann^  der  Hauptvertreter  der  thermischen 
Muskeltheorie,  machte  dagegen  geltend,  „daß  schon  die  Verbrennung 


'  Th.  W.  Engelmann,    Über    den    Ursi)rung    der   Muskelkraft,    Leipzig,    II. 
Aufl.  1893  S.  4. 
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einer  relativ  unendlich  kleinen  Zahl  von  Molekülen  zur  Erzeugung 
der  Kontraktion  eines  ganzen  Muskels  genügt"  und  „daß  die  Tem- 
peratur dieser  Moleküle,  wenigstens  im  Augenblick  der  Verbrennung, 
enorm  hoch  sein  muß,  so  hoch,  daß  vielleicht  nur  die  Kleinheit 
und  die  geringe  Zahl  der  Wärmequellen  verhindert,  diese  leuchten 
zu  sehen.  "^ 

Selbst  wenn  man  zugibt,  daß  sich  die  Engelm  annsche  An- 
nahme einzelner  in  der  Muskelmasse  zerstreut  liegender,  zeitweise 
glühend  heißer  Punkte  mit  den  Ergebnissen  der  myothermischen 
Untersuchungen  vertrage,  würde  uns  diese  Annahme,  wie  Fick 
weiter  ausführt,  einer  thermodynamischen  Erklärung  der  Muskel- 
wirkung keinen  Schritt  näher  bringen.  „Die  Temperatur  der 
"Wärme  quelle,  aus  der  der  vermittelnde  Körper  beim  ersten 
Akte  die  Wärme  schöpft,  ist  an  sich  nicht  maßgebend  (für  die  zu 
gewinnende  Arbeit).  Dies  ist  nur  dann  der  Fall,  wenn  man  sich 
—  wie  man  es  bei  den  schematischen  Betraclitnngen  zu  tun  pflegt  — 
vorstellt,  daß  die  Temperatur  des  vermittelnden  Körpers  nur  un- 
endlich wenig  unter  der  Temperatur  der  Wärmequelle  liegt. 
Engelmann  hält  nun  die  ganze  doppelbrechende  Substanz  des 
Muskels  für  den  die  Verwandlung  vermittelnden  Körper,  ent- 
sprechend der  Luft  in  den  Heißluftmaschinen  oder  dem  Dampfe 
in  den  Dampfmaschinen.  Diese  ganze  Masse,  die  doch 
wohl  zu  mindestens  auf  ein  Drittel  der  Muskel- 
masse angeschlagen  werden  muß,  und  nicht  bloß 
die  minimen  zerstreuten  Verbrennungspunkte,  muß 
also  bei  dem  hypothetischen  thermodynamischen  Kreisprozesse 
während  eines  namhaften  Bruchteiles  der  Zeit  eine  sehr  hoch  über 


^  Th.  W.  Fngelmanu,  Die  Purpurbakterien  u.  ihre  Beziehungen  zum  Lichte. 
Onderg.  ged  in  het  physiol.  Laborat.  3  R.  XI  Utrecht  1889  S.  190. 
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37" C  lit'pt'ndc  'l\Mii])('rainr  besitzen.  Unter  den  gemachten  tat- 
sächlichen Voraussetzungen  z.B.  müßte  die  ganze  doppelbrechende 
Substanz  des  Muskels  während  eines  namhaften  Bruchteiles  der 
Zuckungszeit  114"  C  warm  sein.  Das  könnte  aber  doch  der  ther- 
mometrischen  Beobachtung  nicht  entgehen.  Die  an  sich  nicht  un- 
sinnige Aimahnie,  dalJ  an  den  zerstreuten  Orten  der  Verbrennung 
vielleicht  zeitweise  eine  Temperatur  von  lUÜO"  herrsche,  nützt 
gar  nichts  zur  Erklärung,  um  die  es  sich  handelt,  denn  nicht  auf 
da«  Temperaturgefälle  zwischen  dem  Verbrennungsherde  und  dem 
Körper,  der  schließlich  die  Wärme  aufnimmt,  kommt  es  an,  sondern 
auf  das  Temperaturgefälle,  das  in  der  ganzen  Masse  des  ver- 
mittebiden  Körpers  während  des  zweiten  (des  ersten  diabatischen) 
Aktes  stattfindet."  ' 

An  diesem  prinzipiellen  Einwand  muß  jede  thermodynamische 
Theorie  der  I\Iuskclkontraktion  scheitern.  AVenn  ich  trotzdem 
auf  die  Beobachtungen  und  Versuche  näher  eingehe,  die  Engel- 
m  a  n  n  seinen  theoretischen  Betrachtungen  zu  Grunde  legt,  so  ge- 
schieht dies  wesentlich  deshalb,  weil  die  Fehler,  die  er  dabei 
begeht,  von  allgemeinem  Interesse  sind. 

Engel  m  a  n  n  ^  hat  durch  eine  Reihe  ausgezeichneter  Unter- 
BQchungen  gefunden,  daß  die  am  Bluskel  während  seiner  Tätigkeit 
zu  beobachtenden  mikroskopischen  Veränderungen  sich  erklären 
lassen,  wenn  man  annimmt,  daß  die  anisotropen  Teilchen  der 
Muskelfaser  infolge  des  die  Kontraktion  auslösenden  Reizes 
quellen  und  zwar  auf  Ko.sten  der  isotropen  Teilchen,  die  einen 
Teil  ihres  Wassergehaltes  an  die  doppelbrechenden  Teilchen  ab- 
geben.    E  n  g  e  1  m  a  n  n    hat   ferner    darauf   hingewiesen,    daß    bei 

■  A.  lick,  l'fliipers  Archiv  Bd.  53  (1893)  S.  611. 

'  Th.  W.  Engcliiiann,     Pfliijrprs  Ardiiv    Bd.  XI    S.  432  (1875);    Bd.  VII  S. 
162  (ld73)  Prtügers  Archiv  Bd.  .X.VIII  S.   1  (1878). 
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allen   kontraktilen  Formelementen  die    Richtung  der    Verkürzung 
mit   der    optischen   Axe   zusammenfällt,    und    daß  auch  nicht  reiz- 
bare,   nicht    lebende,     organisierte    Grundformen    (Fibrillen    des 
Bindegewebes   und    der  Hornhaut,   Zellmembranen  etc.)    unter  ge- 
wissen   Einflüssen     sich     bei    gleichzeitiger    Verdichtung    in    der 
Eiclitung  der  optischen  Axe  verkürzen  und  zwar  mit  einer  Kraft, 
Schnelligkeit    und    in    einem   Umfange,    welche    die    der   Muskeln 
erreichen,  ja  übertreffen  können.     Dasselbe  Kontraktionsvermögen 
bat   V.   von   E  b  n  e  r  ^    bei  zahlreichen    andern,    positiv   einaxigen, 
doppelbrechenden    Gewebsbestandteilen,     ja    sogar     an    kün.^jtlich 
doppelbrechend    gemachten    imbibitionsfähigen    Substanzen    (z.    B. 
getrockneten     kolloiden     Membranen)     nachgewiesen,    ebenso     L. 
Hermann   bei    Fibrinfibrillen.      In    allen    diesen   Fällen   ist   die 
Richtung  der  Verkürzung,   wie  bei  den  Muskeln,  dieselbe  wie  die 
der  optischen  Axe.     Schließlich  hat  Engelmann  durch  Versuche 
nachgewiesen,   daß   bei   allen   doppelbrechenden,   speziell   bei  allen 
positiv    einaxigen  imbibitionsfähigen  Elementen  die  zur   charakte- 
ristischen Verkürzung  führende  Kraftentwicklung  durch  Temperatur- 
steigeiTing    der    sie    umspülenden   und    tränkenden    Flüssigkeiten 
hervorgerufen  werden  kann.  Da  außerdem  Schmu lewitsch^  und 
Samkowy^    an    lebenden   und    überlebenden   Muskeln,    Engel- 
mann*   selbst    an   getrockneten    und   in   Wasser    wieder   aufge- 
weichten, an  wärmestarren  und  an  in  Alkohol  erhärteten  Muskeln 
zeigten,  daß  durch  von  außen  zugeführte  Wärme  eine  Verkürzung, 
durch    darauf  folgende   Abkühlung  eine  Wiederverlängerung  her- 


^  V.  V.   Ebner,    Untersuchungen   über    die  Anisotropie    organisierter    Sub- 
stanzen, Leipzig  1882. 

2  Centralblatt  f.  d.  med.  Wissensch.  1867  S.  83  u.  1870  S.  609. 

3  Pflügers  Archiv  Bd.  IX  S.  399  (1874). 

*  Ursprung  der  Muskelkraft,  Leidzig  1893. 
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bpijrofiihrt    worden   konnte,   so    erscheint    Engolmanns    Schluß, 
(Iftß  der   Ursprung    der    lebendigen  Bewegung   auf   der  durch  Er- 
wärmung hervorgerufenen  Quellung  der  doppclbrechenden  Teilchen    / 
der    kontraktilen    Substanz    beruhe,    als    durchaus    gerechtfertigt. 
Sehen  wir  uns  nun  diese  Schlußfolge  etwas  genauer  an. 

\)vY  Obersatz  lautet:  Alle  aus  doppelbrechenden,  positiv 
einaxigen.  iinbibitionsfähigen  Elementen  bestehenden  oder  solche 
Elemente  enthaltenden  Körper  ziehen  sich  durch  Erwärmung  in 
der  Richtung  der  optischen  Axe  dieser  P^lemente  zusammen. 

Der  Untersatz:  Alle  kontraktilen  lebenden  Organe  resp. 
( )rganismen  enthalten  doppelbrechende,  positiv  einaxige  imbibitions- 

fähige  Elemente. 

Der  Schlußsatz  kann  dann  nur  lauten:  Also  ziehen  sich  alle 
kontraktilen  lebenden  Organe  resp.  Organismen  durch  Erwärmung 
in  der  Richtung  der  optischen  Axe  dieser  Elemente  zusammen. 

Dieser  Schluß  wnrd  auch  unmittelbar  durch  den  Versuch  be- 
stätigt. Engel  mann  schließt  aber  sehr  wesentlich  anders.  Er 
sagt:  „Also  muß  die  Ursache  der  Kraftentwicklung  bei  der 
lebendigen  Muskelkontraktion  in  der  Erwärmung  doppelbrechender 
Teilchen  gelegen  sein."^ 

Die  in  diesem  Schluß  ausgesprochene  Einordnung  der  lebendigen 
Muskelkontraktion  in  die  Sphäre  der  durch  Erwärmung  herbei- 
geführten, auf  Quellung  doppell)recbender  Teilchen  beruhenden 
Verkürzung  ist  durch  den  angeführten  Untersatz  keineswegs  be- 
gründet. Die  von  Engelmann  aufgefundene  Beziehung  zwischen 
Doppelbrechung.  Quellung,  Erwärmung  und  Verkürzung  liefert 
zunächst  nur  eine  heuristische  Maxime  für  die  aufzufindende  In- 
duktion.    Um   diese   in   dem    Engelmann  sehen   Sinne   durchzu- 

'  Loc.  cit.  S.  32. 
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führen,  mußten  eine  Reihe  neuer  Untersätze  gebildet  werden,  in 
denen  nachgewiesen  wurde,  daß  die  bei  der  Verkürzung  durch 
Erwärmung  zu  Tage  tretenden  Gesetzmäßigkeiten  mit  den  bei  der 
durch  Reiz  ausgelüsten  Muskelkontraktion  zu  beobachtenden  über- 
einstimmen. 

Engelmann  scheint  diesen  Fehler  oder  Mangel  seines 
Schlusses  auch  bis  zu  einem  gewissen  Grade  empfunden  zu  haben. 
Er  weist  in  wenigen  kurzen  Sätzen  auf  eine  solche  Überein- 
stimmung in  beiden  Vorgängen  hin.  Sie  dienen  ihm  gewissermaßen 
aber  nur  als  eine  Bekräftigung  seines  Schlusses,  sie  werden  nur 
nebenbei  erwähnt,  und  eine  experimentelle  Prüfung  dieser  aus 
der  physiologischen  Litteratur  übernommenen  Behauptungen  wird 
nicht  vorgenommen,  trotzdem  ein  Teil  derselben  durch  Unter- 
suchungen hervorragender  Forscher  als  falsch  erwiesen  wor- 
den ist. 

1.  Die  Zeit,  die  zwischen  dem  Beginn  der  Erwärmung  und 
dem  Beginn  der  Verkürzung  liegt,  die  sogenannte  Latenzzeit,  nimmt 
bei  der  Verkürzung  der  Erwärmung  mit  der  Größe  der  Belastung 
zu,  bei  der  Muskelkontraktion  durch  Reiz  bleibt  die  Latenzzeit 
bei  wechselnder  Belastung  stets  dieselbe.^  (Diese  Differenz  ist 
von  fundamentaler  Bedeutung,  da  sie  im  Zusammenhang  mit  andern 
die  elastischen  Eigens cliaften  des  Muskels  betreffenden  Tatsachen 
bestimmte  Annahmen  über  die  Natur  der  bei  der  Muskelkontraktion 
wirksamen  Kräfte  notwendig  macht.) 

2.  Das  Volumen  des  durch  Erwärmen  sich  verkürzenden 
Körpers  nimmt  ab,  das  Volumen  des  sich  kontrahierenden  Muskels 
bleibt  unverändert.  ^ 


1  Tigestedt,   du  Bois   Archiv    1885  Suppl.     Kaiser,   Zeitschrift  f.   Biologie 
N.  F.  Bd.  XVIII  S.  366  f. 

■'  I.  R.  Ewald,  Pflüger's  Archiv  Bd.  XLI.  S.  215  ff.  (1887). 
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3.  Die  Elastizität  des  sich  durch  Erwärmen  verkürzenden 
Körpers  nimmt  ab.  Für  den  IMuskel  ergibt  sich  folgendes  Gesetz  : 
Bezeichnet  man  die  Form  des  ungedehnten  ruhenden  Muskels  als 
die  nurmale,  so  bewirkt  jede  Deformierung  der  normalen  Form 
i'ine  Zunahme  der  Elastizität,  die  mit  dem  Grade  der  Deformierung 
wächst.  Bedingt  die  Versetzung  des  Muskels  in  den  tätigen  Zu- 
stand eine  Annäherung  an  die  normale  Form,  so  nimmt  die 
Elastizität  ab;  bedingt  sie  eine  Entfernung  von  der  normalen 
Form,  so  nimmt  die  Elastizität  zu.  ^ 

4.  Die  Arbeitsleistung,  die  durch  Erwärmen  des  Muskels 
erzielt  werden  kann,  ist  sehr  gering  und  verschwindend  im  Ver- 
gleich zu  der,  welche  der  durch  Reiz  sich  verkürzende  Muskel 
zu  leisten  vermag. 

Es  kann  die  Kraftentwicklung  des  tätigen  iMuskels  nicht  auf 
die  durch  Erwärmung  bedingte  Quellung  anisotroper  Elemente 
zurückgeführt  werden,  denn  „wenn  alle  Folgen  eines  Grundes 
stattfindi'D,  so  findet  dieser  selbst  statt;  findet  hingegen  nur 
eine  nicht  statt,  so  findet  auch  der  Grund  nicht  statt".  '-^ 

Die  Anschauung,  daß  bei  der  Muskelarbeit  die  chemischen 
Anziehungskräfte  unmittelbar  mechanisch  zur  Wirkung  kommen, 
wird,  wie  schon  erwähnt,  von  Chauveau,  Fick  und  in  gewissem 
Sinne  auch  von  Verworn  vertreten.  Fick'  hat  ein  anschauliches 
Bild  davon  entworfen,  welche  Einrichtungen  etwa  im  Muskel  ge- 
troffen sein  könnten,  um  den  direkten  Übergang  von  chemischer 
Affinität  in  mechanische  Arbeit  zu  ermöglichen.  Fick  verwahrt 
sich    aber  dagegen,    daß    er  mit  diesem  Bilde  eine  genügende  Er- 


'  Kaiser,  Zeitschr.  f.  Biologie  N.  F.  Bd.  XX  S.  1  u.  ff. 
''  E.  F.  Apelt,  Theorie  der  Induktion,  Leipzig  1854  S.  17. 
»  A.  Firk,  rriiigers  Archiv  Bd.  LIIl  S.  GH  (1893). 
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klärung  der  Muskelzusammenziehung  und  Wiederausdehnung  habe 
geben  wollen.  Er  betont  mit  JRecht,  daß  wir  eine  viel  tiefere 
Einsicht  in  die  Natur  der  chemischen  Anziehungskräfte  besitzen 
müßten,  ehe  wir  daran  denken  könnten,  auf  diesem  Wege  das 
Muskelproblem  zu  lösen. 

Verworn^  ist  von  Untersuchungen  über  die  Bewegungs Vor- 
gänge des  nackten  Protoplasmas  ausgegangen.  Die  Ursache  der 
Ausbreitungs-  oder  Expansionserscheinungen  nackter  Protoplasma- 
massen sieht  Verworn  in  der  Affinität,  die  gewisse  Teile  des 
Protoplasmas  zum  Sauerstoff  des  Mediums  und  auch  zu  andern 
Stoffen,  besonders  den  Nahrungsstoffen,  besitzen  sollen.  Diese 
Affinität  setzt  an  gewissen  Stellen  der  Protozoen  die  Oberflächen- 
spannung herab,  wodurch  Ausbreitungserscheinungen  und  Kriech- 
bewegungen hervorgerufen  werden.  Die  Kontraktionserscheinungen 
beruhen  andrerseits  darauf,  daß  die  mit  Sauerstoff"  gesättigten 
Protoplasmateilchen  von  selbst  oder  infolge  eines  Reizes  zerfallen, 
und  die  zerfallenen  Teilchen  chemotropisch  nach  gewissen,  unter 
Mitwirkung  des  Zellkerns  gebildeten  Stoff'en  sind,  die  im  Proto- 
plasma so  verteilt  sind,  daß  sie  von  der  Peripherie  her  nach  der 
Umgebung  des  Kernes  hin  an  Menge  zunehmen. 

Im  Gegensatz  zu  Fick  glaubt  Verworn,  in  seinen  phanta- 
sievollen Vorstellungen  eine  wirkliche  Erklärung  der  Bewegungs- 
erscheinungen der  lebendigen  Substanz  gegeben  zu  haben.  — 
»Ich  halte  es  für  sehr  wohl  möglich,  daß  manche  Einzelheiten 
der  auf  den  vorliegenden  Blättern  entwickelten  Anschauungen  nach 
neuen  Erfahrungen  werden  modifiziert  und  erweitert  werden.  Ich 
?ebe  mich  in  dieser  Beziehung  keiner  Illusion  hin,  denn  eine 
Vollendung   darf  billiger  Weise  von  einer  neuen  Vorstellung,  die 

*  M.  Verworn,  Bewegung  der  lebendigen  Substanz,  Jena  1892. 
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ein  so  weites  Gebiet  von  Ei-scheinungen  umfaßt,  nicht  gleich  b"i 
ihrem  ersten  Schritt  in  die  Welt  verlangt  werden,  aber  soviel 
glaube  irh  annehmen  zu  dürfen,  daß  das  Prinzip  für  alle  Bo- 
we<^ungserscheinungen  der  kontraktilen  Sul)stanz,  auch  für  die 
große  Zahl  der  speziellen  Tatsachen  zutreffend  ist."  ^ 

Ich  habe  mich  bemüht,  das  logische  Gefüge  der  Induktionen 
zu  erkennen,  die  Verworn  zu  diesen  mit  solcher  Sicherheit  aus- 
gesprochenen Schlüssen  geführt  haben.  Meine  Mühe  ist  leider 
erfolglos  geblieben.  Die  V  er  w  ornschen  Prinzipien  sind  gar  nicht 
das  Resultat  von  Induktionsschlüssen,  sondern  dogmatische  Be- 
hauptungen, die  sich  weder  beweisen  noch  widerlegen  lassen,  weil 
sie  zu  ernsthafter  Prüfung  keinerlei  Handhabe  bieten.  Ein  Bei- 
spiel mag  das  zeigen:  Verworn  geht  aus  von  einer  Gruppe  von 
Reizerscheinungen,  die  man  als  Chemotaxis  oder  Chemotropismus' 
bezeichnet,  weil  durch  einen  chemischen  Reiz  frei  bewegliche 
Zellen  zu  Bewegungen  veranlaßt  werden,  die  entweder  der  Reiz- 
quelle zugerichtet  oder  von  ihr  abgewandt  sind.  Ein  solchi- 
Reizmittel  ist  z.  B.  auch  der  Sauerstoff.  Bringt  man  eine  große 
I\Ienge  von  Paramaezien  in  ein  mit  sauerstoffarmem  Wasser  ge- 
fülltes Rcagensglas,  da.s  man  umgekehrt  über  Quecksilber  auf- 
stellt, so  werden  die  Flimmerbewegungen  der  Paramaezien  infolge 
des  Mangels  an  Sauerstoff  immer  langsamer.  Wenn  man  jetzt 
eine  Blase  reinen  Sauerstoffs  von  unten  her  in  das  Reagensglas 
eintreten  läßt,  so  sieht  man  diese  schon  nach  wenigen  Sekunden 
von  einer  dicken  weißen  Hülle  von  Paramaezien  umgeben,  „die 
von  Sauerstoffdurst   getrieben,    wild    auf  die    Sauerstoffblase   los- 


>  M.  Verworn.     Loco  cit.  S.  103. 

'  Stahl,!  Jiacon.     Zeit.  1884.     W.  Pfeffer.  Unters,   aus  dem  botau.   Institut 
zu  Tübingen   Bd.  II  I886.j 
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stürmen."'  Verworn  behauptet  nun,  daß  die  Bewegung  der 
Paramaezien  gegen  die  Sauerstoifblase  darauf  beruhe,  daß  der 
Sauerstoff  zu  gewissen  Substanzen  an  der  Oberfläche  der  Para- 
maezien eine  starke  chemische  Verwandtschaft  besitze.  »Die 
Anziehung  eines  Moleküls  durch  ein  andres  chemisch  verwandtes 
'Molekül  ist  der  Elementar -Vorgang  des  Chemotropismus."^  "Wo 
in  aller  Welt  finden  sich  die  Tatsachen,  die  einem  wissenschaft- 
ilichen  Forscher  gestatten,  die  chemische  Energie  in  dieser  Weise 
mechanische  Arbeit  leisten  zu  lassen?  Verworn  holt  sich  die 
Berechtigung  dazu  aus  dem  Umstände,  daß  die  Pseudopodien- 
bildung,  d.  h.  Ausstülpungen  des  Protoplasmas,  bei  Amoeben  und 
andern  Protozoen  sich  erklären  lassen,  wenn  man  annimmt,  daß 
die  chemische  Affinität  solche  Bewegungserscheinungen  veran- 
lassen kann  !  Die  Erklärung  einer  Hypothese  aus  einer  andern, 
die  beide  jeder  tatsächlichen  Unterlage  entbehren,  ist  keine  wissen- 
schaftliche Methode ! 

Noch  gegen  ein  anderes  in  den  Auseinandersetzungen  von  Ver- 
worn hervortretendes  Dogma  von  allgemeinerer  Bedeutung  möchte 
ich  mich  mit  einigen  Worten  wenden,  weil  wir  ähnlichen  Vorstel- 
lungen nicht  gar  selten  in  der  Biologie  begegnen.  Verworn  stellt 
den  Grrundsatz  auf,  daß  alle  Bewegungserscheinungen,  die  an  den 
kontraktilen  Substanzen  nud  Organen  hervortreten,  auf  denselben 
Vorgängen  beruhen,  daß  Änderung  der  Oberflächenspannung  be- 
dingt durch  wechselnden  Chemotropismus  überall  die  Ursache  der 
Bewegung  der  lebendigen  Substanz  bilde,  daß  im  quergestreiften 
Muskel  wie  im  nackten  Protoplasma  der  Protozoen  die  Umwand- 
lung chemischer  potentieller  Energie  in  mechanische  Bewegung 
auf  demselben  Wege  erfolgen  müsse. 


^  Verworn,  Psycho-physical.  Bolistensstudien.  Jena  1889. 

►  Verworn,  Bewegung  der  lebend.  Substanz.    Jena  1892,  S.  44. 
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Es  ist  ohne  weiteres  zugegeben,  daß  alle  Kontraktions-  und 
l^ewegungsorscheinungen  in  letzter  Instanz  auf  chemische  Um- 
setzungen als  Energiequelle  zurückzuführen  sind,  keineswegs  ist 
aber  die  Annahme  gerechtfertigt,  daß  der  Weg,  auf  welchem  die 
chemische  Affinität  sicli  in  mechanische  Arbeit  umsetzt,  für  alle 
Bewegungserscheinungen  der  lebendigen  Substanz  der  gleiche  sei. 
Es  kann  deshall)  für  eine  Theorie  der  Muskelkräfte  nicht,  wie 
V  e  r  w  0  r  n  es  will ,  als  eine  conditio  sine  qua  non  betrachtet 
werden,  daß  die  für  den  Muskel  angenommene  Energieumwandlung 
für  alle  Arten  der  Bewegungserscheinungen  der  lebendigen  Sub« 
stanz  Geltung  behalten  müsse.  Wenn  die  Bewegungserscheinungen 
des  nackten  Protoplasmas  sich  als  Folgen  der  Änderung  der  Ober- 
flächenspannung, die  aus  den  Wirkungen  chemischer  Affinität  re- 
sultieren, darstellen  lassen,  so  läßt  sich  daraus  nicht  ohne  weiteres 
die  Notwendigkeit  herleiten,  daß  auch  die  Kontraktion  des  quer- 
gestreiften Muskels  ein  Phänomen  gleicher  Art  sei.  Ob  sich  die 
chemische  Affinität  direkt  in  mechanische  Bewegung  umsetzt,  oder 
eine  Transformierung  in  Wärme,  Elektrizität  oder  eine  andere 
Energieform  vorhergeht,  kann  nur  aus  den  Gesetzmäßigkeiten  ge- 
schlossen werden,  die  wir  für  die  einzelnen  Bewegungserschei- 
nungen zu  erkennen  vermögen. 

Das  Protoplasma,  das  bei  den  Protozoen  mit  einem  ]\Iinimum 
von  Differenzierung  alle  Funktionen  des  Lebens  erfüllt,  repräsentiert 
der  allgemeinen  Anschauung  nach  auch  bei  den  höheren  Organismen 
die  lebendige  Rul)stanz,  deren  Eigenschaften  und  Kräfte  die 
Phänomene  des  Lebens  bedingen.  Aber  diese  lebendige  Substanz 
hat  sich  im  Laufe  der  Entwicklung  die  verschied(>nartigsten 
und  kompliziertesten  Hülfsmittel  geschaffen,  mit  denen  sie  die 
immer  mannigfaltiger  gewordenen  Leistungen  des  Tierkörpers  er- 
füllt.    Diese  Hülfsmittel  .sind  maschinelle  Einrichtungen,    die  vor- 
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zugsweise  dort  angewendet  werden,  wo  es  für  den  beabsichtigten 
Zweck  wünschenswert  oder  notwendig  wird,  eine  Energieform  in 
eine  andre  überzuführen. 

Für  die  relativ  einfachen  und  ungeordneten  Bewegungen  des 
nackten  Protoplasmas  mag  vielleicht  die  direkt  aus  chemischen 
Umsetzungen  hervorgehende  Änderung  der  Oberflächenspannung 
genügen:  für  die  geordneten,  mit  großer  Kraft  in  bestimmter 
Richtung  erfolgende  Kontraktion  des  Muskels  bedarf  es  mög- 
licherweise einer  Umwandlung  der  chemischen  Energie  des  Proto- 
plasmas in  andere  Energieformen.  Entscheiden  können  da  nur 
Tatsachen,  nicht  allgemeine  Vorstellungen. 

Im  Jahre  1891  erschien  der  erste  Teil  einer  Theorie  der 
Muskelkontraktion  von  Gr.  Elias  Müller.^  Die  umfangreiche 
Arbeit,  es  handelt  sich  um  einen  Band  von  mehr  als  300  Seiten, 
ist  von  den  Physiologen  bisher  wenig  beachtet  worden.  Müller 
nimmt  an,  daß  die  im  Muskel  durch  den  Stoffwechsel  angehäuften 
chemischen  Spannkräfte  durch  den  den  Muskel  zur  Tätigkeit  erregen- 
den Reiz  in  Wärme  umgewandelt  werden.  Ein  Teil  der  so  ent- 
standenen Wärme  bewirkt  dadurch  die  Kontraktion  des  Muskels, 
daß  sie  eine  elektrische  Ladung  seiner  doppelbrechenden  Teile, 
der  Disdiaklasten,  hervorruft.  Müller  läßt  also  bei  der  Um- 
wandlung der  chemischen  Energie  in  mechanische  Arbeit  Wärme 
und  Elektrizität  als  Vermittler  auftreten.  Um  die  Müller  sehen 
Ausführungen  zu  verstehen,  müssen  wir  uns  kurz  ein  Bild  von 
der  mikroskopischen  Struktur  des  quergestreiften  Muskels  ent- 
werfen. Der  die  Muskelfaser  umhüllende  bindegewebige  Schlauch, 
das  sogenannte  Sarkolemma,  enthält  ein  aus  Längs-  und  Quer- 
fasern bestehendes  Gerüst.    An  den  Knotenpunkten  dieses  Grerüstes, 


^  G.  Elias  Müller,  Theorie  der  Muskelkontraktion  I.  Teil.    Leipzig  1891. 
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also  da  wo  die  Längs-  und  die  (iueriasern  sich  kreuzen,  befinden  sich 
dir  duppolbrecheuden  Teilchen  des  Muskels,  die  Disdiaklasten,  die 
mit  ihren  Axen  annähernd  in  der  Richtung  der  Längsfasern 
orientiert  sind.  Die  in  gleicher  Höhe  des  Muskelfaches  liegenden 
Querkolunnen  von  Disdiaklasten,  die  die  anisotropen  Scheiben  des 
]\luskels  bilden,  stehen  durch  Querbälkchen  miteinander  in  Ver- 
bindung und  bilden  mit  diesen  zusammen  ein  Qucrbälkchensystem, 
das  in  seinen  llandteilen  mit  dem  Sarkolemma  in  Verbindung 
steht.  In  der  Längsrichtung  der  Faser  sind  die  Disdiaklasten 
durch  Längsbälkchen  mit  einander  verknüpft.  In  Verbindung 
mit  diesen  bilden  sie  die  sogenannten  Fibrillen,  deren  jede  aus 
abwechselnden  Längsbälkchen  und  Disdiaklasten  bestehend,  das 
Innere  der  ]\Iuskelfaser  in  der  Längsrichtung  durchzieht,  indem 
sie  an  den  beiden  Faserenden  eine  feste  Anknüpfung  besitzt. 
Alle  von  dem  Fasergerüst  übrig  gelassenen  Räume  des  Sarkolemma- 
scblauchs  werden  von  dem  Muskelsaft  ausgefüllt,  der  zum  Teil 
das  Substrat  des  wärmebildenden  Erregungsprozesses  bildet,  zum 
Teil  trophische  Bedeutung  besitzt,  also  der  Ernährung  der  Muskel- 
faser und  der  Ansammlung  von  Reservestoffen  in  ihr  dient. 

Die  elektrische  Ladung  der  Disdiaklasten  kommt  nun  auf 
folgende  Weise  zu  Stande:  Physikalische  Untersuchungen,  be- 
sonders die  Versuche  Hank  eis,  haben  ergeben,  daß  alle  Krystalle, 
die  einem  Systeme  mit  ungleichartigen  krystallographischen  Axen 
angehören  und  die  Elektrizität  hinlänglich  zu  isolieren  vermögen, 
Pyroelektrizität  besitzen,  d.  h,  durch  Veränderung  ihrer  Temperatur 
elektrisch  geladen  werden.  Da  die  Disdiaklasten  nicht  in  das 
reguläre  System  eingeordnet  werden  können,  so  müssen  wir  ihnen 
pyroelektrische  Eigenschaften  zuschreiben,  wenn  wir  annehmen, 
d;iß  ihre  elektrische  Leitfähigkeit  gering  genug  ist,  um  bei  einer 
sehr  schnellen  Änderung  der  Temperatur  eine  wirksame  elektrische 
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Ladung  zuzulassen.  Wir  nehmen  weiter  an,  daß  die  Disdiaklasten 
wie  die  Krystalle  des  Turmalins,  des  Zuckers,  der  Weinsäure 
und  andere  polarpyroelektrisch  sind,  d.  h.,  daß  sie  bei  jeder 
Temperaturänderung  an  ihren  beiden  Polen  entgegengesetzt 
elektrisch  geladen  werden,  nämlich  an  dem  einen,  dem  analogen, 
Pole  bei  der  Erwärmung  positiv  und  bei  der  Abkühlung  negativ, 
an  dem  andern,  dem  antilogen  Pole,  aber  umgekehrt.  Die  elek- 
trische Leitungsfähigkeit  der  Disdiaklasten  soll  so  beschaffen  sein, 
daß  sie  zwar  gering  genug  ist,  um  bei  einer  sich  sehr  schnell 
vollziehenden  Temperaturänderung  die  elektrische  Ladung  nicht 
zu  hindern,  aber  doch  einen  bestimmten  Wert  besitzt  und  jeden- 
falls größer  ist,  als  die  Leitfähigkeit  der  Umgebung  der  Disdia- 
klasten, Die  elektrische  Ladung,  die  die  Disdiaklasten  bei  einer 
Steigerung  ihrer  Temperatur  erfahren,  wird  also  diese  Temperatur- 
zunahme nicht  lange  überdauern,  und  zwar  werden  sich  die  an 
den  Polen  der  Disdiaklasten  angesammelten  entgegengesetzten 
Elektrizitäten  im  wesentlichen  nicht  durch  die  Umgebung  der 
Disdiaklasten,  sondern  durch  deren  Substanz  selbst  hindurch 
ausgleichen. 

Die  Disdiaklasten  sind  hinsichtlich  der  Stellung  ihrer  Axen 
in  jeder  Faser  so  orientiert,  daß  sie  ihre  gleichnamigen  elektrischen 
Pole  sämtlich  nach  demselben  Ende  der  Faser  hinwenden,  und 
mithin  zwei  benachbarte  Querkolonnen  sich  gegenseitig  ungleich- 
namige Pole  zuwenden.  Wird  also  durch  einen  Reiz  eine  plötz- 
liche Wärmebildung  im  Muskel  hervorgerufen,  so  werden,  so 
lange  die  Temperatursteigerung  dauert,  die  Disdiaklasten  an  ihren 
analogen  Polen  mit  positiver,  an  ihren  antilogen  Polen  mit  negativer 
Elektrizität  geladen,  und  die  auf  solchem  Wege  entstandenen 
elektrischen  Kräfte  werden  offenbar  in  dreifacher  Hinsicht  die 
Stellung     der     Disdiaklasten     zu     verändern    streben.       Erstens 

Abbandlangen  der  Fries'schen  Schule.    I.  Bd.  4J 
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ziehen  sich  benachbarte  (^uerkolonuen  in  der  Längsrichtung  der 
Faser  (in  der  sogenannten  axialen  Richtung)  gegenseitig  an,  da 
die  Pole,  welche  sie  sieh  gegenseitig  zukehren,  bei  jeder  Temperatur- 
änderung mit  entgegengesetzten  Elektrizitäten  geladen  werden. 
Zweitens  stoßen  sich  die  Disdiaklasten  jeder  Querkolonne  in 
queren  Richtungen  der  Muskelfaser  gegenseitig  ab.  Drittens  end- 
lich muß  sowohl  infolge  jener  Anziehungen  als  infolge  dieser  Ab- 
stoßungen eine  Tendenz  entstehen,  die  Desorientierungswinkel  der 
Disdiaklasten  zu  verringern.  Von  diesen  drei  aus  der  elektrischen 
Ladung  der  Disdiaklasten  entspringenden  Kräftewirkungen  müssen 
die  beiden  erstgenannten  notwendig  zu  einer  Verkürzung  der  Faser 
in  axialer  Richtung  und  Verdickung  in  radialen  Richtungen  führen. 

Müller  hat  auf  Grund  dieser  Annahmen  mit  großem  Scharf- 
sinn alle  mikroskopisch  wahrnehmbaren  Veränderungen,  die  der 
Muskel  während  seiner  Tätigkeit  erleidet,  die  rein  histologischen 
sowohl,  als  auch  besonders  die  optischen,  die  Lichtbrechung  des 
I\Iuskels  betreuenden,  vollständig  zu  erklären  versucht.  So  bedeu- 
tungsvoll und  interessant  diese  Verhältnisse  für  eine  Theorie  der 
Muskelkraft  auch  sind,  so  erscheint  es  mir  bei  der  unerhörten  Kom- 
pliziertheit und  Schwierigkeit  der  Erscheinungen  selbst  und  der 
dafür  in  Betracht  kommenden  biophysikalischen  Fragen  ausge- 
schlossen, an  dieser  Stelle  näher  darauf  einzugehen.  Es  bedarf  der 
ganzen  ungeteilten  Aufmerksamkeit  des  mit  diesen  Problemen  ver- 
trauten Faclunannes,  um  mit  vollem  Verständnis  folgen  zu  können. 

Eine  die  elastischen  Eigenschaften  des  Muskels  betreffende 
Betrachtung  Müllers  ist  es,  an  die  ich  anknüpfen  möchte,  weil 
gerade  die  Untersuchung  und  Darstellung  der  mechanischen  Eigen- 
schaften de.-j  Muskels  es  gewesen  sind,  die  zu  einer  Art  Dogma 
verdichtet,  der  Lösung  des  Muskelproblems  die  gr()ßten  Hinder- 
nisse bereitet  haben  und  noch  bereiten. 
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In  §  2  seines  Werkes  sagt  Elias  Müller:  „Wenn  sich 
ein  Muskel  von  seiner  natürlichen  Ruhelänge  aus  verkürzt,  so 
haben  die.  kontrahierenden  Kräfte,  die  von  den  Disdiaklasten  aus- 
gehen, bei  der  Kontraktion  fortwährend  gewisse,  von  den  festen 
Bestandteilen  des  Muskels  selbst  ausgehende  Gegenkräfte  zu  über- 
winden, die  um  so  beträchtlicher  sind,  je  weiter  die  Kontraktion 
bereits  fortgeschritten  ist.  Die  Hauptträger  dieser  innern  Wider- 
stände sind  die  Quer-  und  Längsbälkchen,  die  infolge  ihrer 
Elastizität  jeder  Stellungsänderung  der  Disdiaklasten  entgegen- 
wirken, und  zwar  in  um  so  höherem  Grade,  je  mehr  verkürzt  der 
Muskel  bereits  ist.  Außer  der  Elastizität  der  Quer-  und  Längs- 
bälkchen kommen  hier  aber  auch  noch  mancherlei  andere  Faktoren 
in  Betracht,  vor  allem  die  Elastizität  des  Sarkolemmas,  des 
Perimysiums  etc.  Alle  diese  von  den  eignen  Bestandteilen  des 
Muskels  ausgehenden  Gegenkräfte,  welche  die  kontrahierenden 
Kräfte  der  Disdiaklasten  bei  der  Kontraktion  zu  überwinden 
haben,  fassen  wir  kurz  unter  der  Bezeichnung  des  innern  Kon- 
traktionswiderstandes zusammen. " 

„Wenn  die  vorhandene  Länge  des  Muskels  infolge  einge- 
tretener Belastung  seine  natürliche  Rnhelänge  übertrifft,  so  kommt 
an  Stelle  des  innern  Kontraktionswiderstandes  vielmehr  der  innere 
Dehnungswiderstand  in  Betracht,  d.  h.  die  Summe  der  von  den 
eignen  Bestandteilen  des  Muskels  ausgehenden,  auf  der  Elastizität 
des  Fasergerüstes  u.  s.  w.  beruhenden  Kräfte,  mit  denen  der 
Muskel  der  Dehnung  durch  die  Last  entgegenwirkt.  Nehmen  wir 
an.  es  werde  ein  belasteter  Muskel,  der  sich  mit  seiner  Last  in 
Gleichgewicht  gesetzt  hat,  in  dem  also  der  innere  Dehnungswider- 
stand gleich  der  Zugkraft  der  Last  geworden  ist,  durch  einen 
Reiz  erregt,  so  werden  sich  die  auftretenden  kontrahierenden 
Kräfte   der   Disdiaklasten   zunächst  gewissermaßen  wie  eine  Ver- 

49* 
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stärk unf;  des  Innern  Debnungswiderstandes  geltend  machen  und 
gemeinsam  mit  demselben  im  Sinne  einer  Verkürzung  des  Muskels 
wirken.  Während  der  so  zu  Stande  kommenden  Kontraktion 
nimmt  aber  der  innere  Dehnungswiderstand  fortwährend  ab,  bis 
er  zuletzt,  wenn  der  sich  verkürzende  Muskel  seine  natürliche 
Ruhelänge  erreicht,  gleich  Null  wird  und  bei  noch  weiter  fort- 
schreitender Verkürzung  dem  im  entgegengesetzten  Sinne  wir- 
kenden innern  Kontraktionswiderstande  Platz  macht.  Fassen  wir 
diesen  Kontraktionswiderstand  und  jenen  Dehnungswiderstand 
unter  der  gemeinsamen  Bezeichnung  des  inneren  Deformations- 
widerstandes zusammen,  so  können  wir  ganz  allgemein  behaupten, 
daß  der  innere  Deformationswiderstand  im  Sinne  einer  Ver- 
ringerung oder  einer  Vergrößerung  der  vorhandenen  Muskellänge 
wirksam  sei,  je  nachdem  die  letztere  größer  oder  kleiner  als  die 
natürliche  ßuhelänge  ist,  und  daß  die  Änderung,  welche  der  innere 
Deformationswiderstand  bei  einer,  von  einem  beliebigen  Längen- 
werte des  Muskels  ausgehenden  Verkürzung  des  Muskels  erfahre, 
stets  einer  Abnahme  der  kontrahierenden  Kräfte  der  Disdiaklasten 
äquivalent  sei,  hingegen  diejenige  Änderung,  welche  der  innere 
Deformationswiderstand  bei  einer  Zunahme  der  Muskellänge  erfahre, 
stets  einer  Steigerung  der  kontrahierenden  Kräfte  der  Disdiaklasten 
gleichwertig  sei." 

Einem  Unbefangenen  werden  diese  Auseinandersetzungen,  die 
Müller  nur  aus  seiner  Hypothese  deduziert,  nicht  aber  durch 
Tatsachen  zu  begründen  vermag,  fast  selbstverständlich  erscheinen, 
die  Anschauungen  aber,  die  in  der  Physiologie  über  die  Elastizität 
des  Muskels  und  ihre  Bedeutung  für  die  Kontraktion  verbreitet 
sind,  stehen  damit  im  direkten  Gegensätze.  In  dem  berühmten 
Artikel  „Muskelbewegung"  in  dem  von  Rudolf  Wagner  heraus- 
gegebenen    Handwörterbuche      der     Physiologie  ,      sagt     Eduard 
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Weber^:  „W^'enn  ein  Muskel  in  Tätigkeit  versetzt  wird,  so 
ändert  sich  dessen  natürliche  Form,  so  daß,  wenn  er  sehr  kräftig 
ist,  seine  natürliche  Länge  mindestens  um  85  %  kleiner,  die  beiden 
andern  Dimensionen  proportional  größer  werden.  Diese  neue,  ihm 
jetzt  zukommende  natürliche  Form  strebt  der  Muskel,  wenn  er 
sie  schon  angenommen  hat,  vermöge  seiner  elastischen  Kräfte  zu 
erhalten  und  wirkt  dadurch  Grewichten  oder  andern  Kräften,  die 
ihn  auszudehnen  streben,  entgegen.  Hat  er  die  ihm  zukommende 
natürliche  Form  noch  nicht  angenommen,  oder  ist  er  aus  derselben 
entfernt  worden,  so  strebt  er  vermöge  seiner  Elastizität  in  die- 
selbe zu  gelangen  und  nähert  sich  derselben,  bis  die  entgegen- 
wirkende Last  seinen  elastischen  Kräften  das  Gleichgewicht  hält, 
ebenso  wie  der  untätige  Muskel,  wenn  er  aus  seiner  natürlichen 
Form  entfernt  worden  ist.  zu  derselben  zurückzukehren  strebt. 
Je  größer  daher  die  Elastizität  des  tätigen  Muskels  ist,  mit  desto 
größerer  Kraft  strebt  er,  seine  natürliche  Form  herzustellen  und 
desto  größere  Grewichte  kann  er  dadurch  heben.  Die  Grröße  des 
Grewichtes,  das  ein  Muskel  heben  kann,  hängt  demnach  bei  gege- 
bener Verkürzung  seiner  natürlichen  Form  von  der  Größe  seiner 
Elastizität  ab,  und  kann  daher,  je  nachdem  diese  verschieden  groß 
ist,  auch  bei  gleicher  Verkürzung  seiner  natürlichen  Form  ver- 
schieden groß  ausfallen." 

Den  Grund  für  diese  Annahme  sah  Eduard  Weber  vor  allem 
in   einem  Versuche,    den   Theodor   Schwann,    der   berühmte  Be- 
gründer der  Lehre  von  dem  Aufbau  des  tierischen  Organismus  aus 
Zellen,  in  dem  Laboratorium  von  Johanne  s  Müller  ausgeführt 
hätl   Schwann  untersuchte,  nach  welchem  Gesetz  die  Kraft  eines 


1  Ed.   Weber:     Muskelbewegung ;    Handwörterbuch     der    Physiologie    von 
R.  Wagner,  Braunschweig  1846  Bd   III  S.  110. 

2  Job.  MüUer,  Handbuch  d.  Physiologie,  Coblenz  1840.    Bd.  II  S.  58. 
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Muskels  mit  dcv  Kontraktion  ab-  oder   zunähme.     Schwann   be- 
stimmte das  Gewicht,    das   ein  Muskel  gerade  noch  zu  heben  ver- 
mochte, wenn    er    sich    von  seiner  natürlichen  lluhelänge    aus  zu- 
sammenzog, dann  richtete  er  den  Versuch  so  ein,  daß  der  Muskel 
sich  Strecken  von  wachsender  Länge  unbelastet  zusammenzog,  und 
dann   erst  das  Ge\vicht  ergriif.     Es  ergab  sich,  daß  die  Kraft  des 
Muskels  in  demselben  Verhältnis  zunahm,  in  welchem  der  Muskel 
weniger  sich  kontrahierte,    oder   daß   sie  in  geradem  Verhältnisse 
mit  der  Kontraktion  des  Muskels  abnahm."    Johannes  Müller 
und  Schwann  fanden,  daß  dies  Glesetz  dasselbe  sei,  das  bei  den 
elastischen   Körpern  gelte,    und   schließen:     „Durch   dieses  Gesetz 
wird  zunächst  jede  Erklärung  der  Muskelkraft  als  eine  Anziehung 
der  Teilchen  desselben  durch  eine  der  uns  bekannten  anziehenden 
Kräfte  widerlegt,    welche    so   wirken,    daß    die   anziehende  Kraft 
wächst,   je  mehr  sich  die  anziehenden  Teilchen  nähern,    und  zwar 
nach  dem  Quadrate  der  Entfernung.     Denn  ist  die  Anziehungskraft 
der  Teilchen  so  groß,  daß  sie  sich  schon  nähern  können,    wenn  sie 
weit  von  einander  entfernt  sind,  so  wird  die  Anziehungskraft  noch 
vermehrt,    wenn    sich    die  Teilchen   schon   etwas   genähert   haben, 
d.  h.  wenn  sich  der  Muskel  schon  etwas  verkürzt  hat.     Der  Mus- 
kel müßte  daher   bei  seiner   normalen  Länge   die   geringste  Kraft 
äussern,    diese    müßte    wachsen    mit    seiner   Verkürzung    und    im 
stärksten  Grade  der  Verkürzung  am  größten  sein.     Die  Versuche 
von  Schwann  beweisen  aber,  daß  es  sich  gerade  umgekehrt  ver- 
hält, indem  die  Kraft  des  Muskels  bei  seiner  normalen  Länge  am 
gri"»ßten,  bei  dem  stärksten  Grade  der  Verkürzung  =  0  ist." 

Dieser  Schluß  aus  dem  Schwann  sehen  Versuch  auf  die  Natur 
der  Muskelkraft  ist  indeß  keineswegs  gerechtfertigt.  Die  Über- 
K'guug,  daß  der  „innere  Deformationswiderstand"  des  l\Iuskels, 
also    der    von    seinen  eignen   elastischen  Bestandteilen   gegen    die 
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Verkürzung  geleistete  Widerstand,  mit  der  Kontraktion  zunehmen 
muß,  würde  hinreichen,  die  aus  dem  S  ch  wann  sehen  Versuch  für 
die  Annahme  anziehender  Teilchen    erwachsende  Schwierigkeit  zu 
beseitigen.     Nimmt    man   noch    dazu   an,    daß   die    Anziehung   auf 
elektrischer  Ladung   kleinster  Teilchen    des  Muskels    beruht    und 
diese  Ladung  während  der  Verkürzung  durch  Leitung  verringert  wird, 
so  bleibt  von  der  Beweiskraft  dieser  von  Schwann,  Johannes 
Müller     und    Weber    als    entscheidend    angesehenen    Versuche 
nicht  viel  übrig.     Trotzdem  ist,   wohl  durch  den  Einfluß  der  drei 
genannten    ausgezeichneten    Forscher,     die    Vorstellung    von    der 
elastischen  Natur  der  Muskelkraft  in  den  Physiologen  haften  ge- 
blieben.  A.  Fick,  der  doch,  wie  wir  gesehen  haben,  für  die  direkte 
Umwandlung  der  chemischen  Energie  des  Muskels  in  mechanische 
Arbeit  eingetreten  ist,  hat  eine  besondere,    von  der  gewöhnlichen 
abweichende  Definition  für  Elastizität  gegeben,  nur  um  die  Arbeits- 
leistung   des  Muskels    als   auf   elastischen  Kräften   beruhend  dar- 
stellen zu  können.     Fick^  definiert:  „Elastizität  nennen  wir  die- 
jenige Eigenschaft  eines  Körpers,  vermöge  deren  seine  molekularen 
Kräfte    oder    Bewegungen    zusammenhängende   Massen    als    solche 
in  Bewegung  bringen  können,   und  zwar  unter  Vermittlung  einer 
G-estaltsveränderung  des  Körpers  derart,  daß  jene  zusammenhängen- 
den Massen    in  die  bei  der  Gestaltsveränderung  erfolgende  Bewe- 
gung irgend  welcher  Oberflächenteilchen    des  Körpers  mit  hinein- 
bezogen werden."     Diese  Definition  hatte,    wie  gesagt,  den  beson- 
deren Zweck,  die  verkürzenden  Kräfte  des  IMuskels  als  elastische 
darstellen  zu  können,    ein  Unternehmen,    das  auch  insofern  leicht 
zu  Mißverständnissen  und  Widersprüchen  führen  konnte,  als  F ick, 
wie    er   selbst   hervorhebt,    durch   diese  Bezeichnung  der  Muskel- 


A.  Fick,  Unters,  über  Muskelbarbeit.    Basel  1867. 
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kr.ifte  als  elastischer  gar  nichts  über  die  Natur  der  Kräfte  aus- 
sa^-cn,  sondern  nur  zeigen  wollte,  daß  die  x4Lrbeitslcistung  des 
l\Iuskels  wie  durch  elastische  Kräfte  bedingt  erfolge.  Nach  dieser 
Delinition  Ficks  würden  wir  alle  Kräfte,  sofern  sie  nur  an 
elastischen  Körpern  Arbeit  leisten,  als  elastische  zu  bezeichen  haben, 
was  zur  Klärung  so  schwieriger  mechanischer  Verhältnisse,  wie 
sie  der  ]\Iuskel  bietet,  gewiß  nicht  beitragen  würde. 

Vs'w  linden  in  der  ganzen  viele  Bände  füllenden  Litera- 
tur über  die  Mechanik  des  Muskels  keinen  Versuch,  dies  von  Elias 
Müller  als  möglich  hingestellte  Verhältnis  zwischen  den  aus 
dem  zinnern  Deformations widerstand"  erwachsenden  elastischen 
Kräften  zu  den  aus  potentieller  chemischer  Energie  stammenden 
Verkürzungrikräften  des  Muskels  experimentell  zu  prüfen,  trotz- 
dem gerade  durch  die  Trennung  dieser  beiden  die  Arbeitsleistung 
des  l\Iuskels  bedingenden  Kräfte  neue  Gesichtspunkte  für  die 
Lösung  des  Muskelproblems  gewonnen  werden  können. 

Elias  31  ü  1 1  e  r  hat  den  zweiten  Teil  seiner  Arbeit,  der  sich 
mit  der  Muskelzuckung,  der  tetanischen  Kontraktion,  mit  den 
spezielleren  Gesetzen  der  Arbeitsleistung  des  Muskels  und  mit  den 
Beziehungen  zwischen  Wärmebildung  und  mechanischer  Arbeits- 
leistung des  Muskels  beschäftigen  sollte,  bis  jetzt  nicht  erscheinen 
lassen.  Von  den  sich  besonders  mit  den  Kontraktionserscheinungen 
beschäftigenden  Physiologen  haben  nur  Engelmann  und  Ver- 
worn  der  Mülle  r sehen  Arbeit  eine  kurze  Bemerkung  gewidmet. 
Verworn^  sieht  eine  Schwierigkeit  in  dem  schnellen  Verschwin- 
den der  Elektrizität  bei  der  Erschlaffung  des  Muskels,  behält  sich 
aber  eine  eingehende  Kritik  nach  dem  Erscheinen  des  zweiten 
Teiles   vor.     Engelmann-  hält    die   Müller  sehe   Theorie  für 

'  Vcrworn,  Bewegung  d.  lebend.  Substanz.     S.  16. 
*  Engelmann.  Ursprung  der  Muskelkraft.    S.  43. 
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vüllkommen  widerlegt,  weil  seine  eignen  Versuche  an  Violinsaiten 
und  toten  Mu.-skeln  zeigten,  daß  die  durch  starke  Erwärmung  be- 
wirkte Verkürzung  konstant  bleibt,  wenn  auch  die  erzeugte  hohe 
Temperatur  konstant  erhalten  wird,  während  die  M  ü  1 1  e  r  sehe 
Theorie  verlangt,  daß  bei  Konstanterhaltung  der  Temperatur  der 
Disdiaklasten  eine  Wiederverlängerung  des  Muskels  eintritt. 
Engelmann  übersieht,  daß  seine  Versuche  nur  dann  eine  bün- 
dige Widerlegung  der  Müller  sehen  Annahmen  liefern  würden, 
wenn  er  den  Nachweis  erbracht  hätte,  daß  die  Verkürzung  des 
Muskels  durch  von  außen  zugeführte  "Wärme  identisch  sei  mit  der 
natürlichen  Muskelkontraktion,  was  aber,  wie  schon  früher  her- 
vorgehoben, keineswegs  der  Fall  ist. 

Ich  selbst  habe  durch  Versuche  gezeigt^  daß  die  elastische 
Kraft,  die  entsteht,  wenn  ein  Muskel  durch  ein  Gewicht  gedehnt 
wird,  verschwindet,  wenn  der  Muskel,  durch  einen  Reiz  in  Tätig- 
keit versetzt,  sich  bis  zu  seiner  ungedehnten  Ruhelänge  oder  dar- 
über hinaus  verkürzt.  Der  Nachweis  dieser  einfachen  Tatsache 
zwingt  uns  zu  ganz  bestimmten  Annahmen  über  die  Natur  der 
Muskelkräfte.  Das  Verschwinden  der  durch  Dehnung  erzeugten 
elastischen  Kraft  bei  der  Kontraktion  des  Muskels  ist  durch  keine 
andere  Voraussetzung  zu  erklären  als  durch  die  Annahme,  daß  die 
durch  Reizung  des  Muskels  erzeugte  Verkürzung  auf  der  Wirkung 
anziehender  Kräfte  beruht,  die  an  festen,  nicht  merklich  dehn- 
baren Teilchen  des  Muskels  angreifen,  die  durch  elastische  Teil- 
chen mit  einander  verbunden  sind. 

Dieses  mechanische  Prinzip  können  wir  der  Konstruktion  einer 
Maschine  zu  Grunde  legen  und  die  Wirkungsweise  einer  solchen 
Maschine  rein  theoretischen  Betrachtungen  unterziehen.    Man  würde 


1  Kaiser,  Zeitschr.  f.  Biologie  N.  F.  Bd.  XVIII.    S.  358. 
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tlailniTli  7A\  eiiuT  Reihe  mathematisch  furmulierbarer  Bestimmun- 
fon  crehmcriMi.  die  mit  den  bekannten  Tatsachen  des  biologischen 
Erscheinungsgebietes  zu  vergleichen  wären.  Ich  habe  es  vorge- 
zogen, diesen  Vergleich  experimentell  durchzuführen;  d.  h.  ich  habe 
unter  Berücksichtigung  der  genannten,  für  den  Muskel  gefundenen 
einfachen  Prinzipien  eine  Maschine  konstruiert,  deren  Arbeitsleistung 
zunächst  insofern  mit  der  des  quergestreiften  Muskels  übereinstimmt, 
daß  eine  Last  in  der  Richtung  der  Hauptachse  der  Maschine  ver- 
schoben wird^  Die  Maschine  besteht  aus  drei  kleinen  Elektro- 
magneten, deren  Drahtwindungen  mit  einander  leitend  verbunden 
sind.  Mit  Hilfe  von  Spiralfedern,  die  an  den  Windungsrollen  der 
Elektromagnete  befestigt  sind,  hängen  diese  senkrecht  unter  ein- 
ander. Die  26  mm  langen,  6  mm  dicken  Eisenkerne  der  Elektro- 
magnete sind  in  den  Rollen  verschiebbar  und  durch  Schrauben 
festzustellen,  um  den  Abstand  der  anziehenden  Flächen  passend 
einstellen  zu  können.  Der  oberste  Magnet  wird  nach  Art  eines 
I\Iuskels  aufgehängt,  der  unterste  greift  an  einen  zweiarmigen 
Hebel  an.  An  dem  gleichen  Arm  des  Hebels  greift  eine  Spiral- 
feder an,  die  nur  durch  Bewegung  des  Hebels  gespannt  wird.  Den 
elektrischen  Strom  lieferten  bei  den  Versuchen  zwei  resp.  drei 
Leclanch('-Elemente.  Die  Zuführung  des  Stromes  geschah  auf  fol- 
gende Weise.  Der  eine  Pol  der  Elemente  war  mit  der  Achse  der 
Registriertrommel  verbunden,  der  andere  stand  mit  einer  30  mm 
breiten,  auf  einem  Brett  von  hartem  Holz  montierten  Kupfer- 
platte in  Verbindung,  deren  leitende  Fläche  für  kurz  dauernde 
I\Iagnetisierungen  (Einzelreize !)  durch  Lacküberzug  auf  2  mm  ein- 
geschränkt wurde.  Für  rasch  auf  einander  folgende  „mehrfache" 
Magnetisierungen  (tetanische  Reizung)  waren  auf  die  Kupferplatte 


'  Kaiser,  Zeitscbr.  f.  Biologie  Bd.  XL.  (l'JUO)  S.  217. 
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2  mm  dicke  Kupferdrähte  in  Abständen  von  2  mm  aufgelötet. 
Um  zwei  kurze  Magnetisierungen  (Doppelreize)  in  verschiedenem 
zeitlichen  Abstand  auf  einander  folgen  zu  lassen,  wurde  die  Kupfer- 
platte durch  einen  Y-formigen  Kupferdraht  ersetzt.  Die  leitende 
Verbindung  beider  Elektroden  wurde  durch  eine  am  unteren  Rande 
der  Registriertrommel  befestigte  Drahtbürste  hergestellt,  die  bei 
der  Umdrehung  der  Trommel  über  die  Kupferdrähte  oder  Platte 
schleifte.  Um  die  Dauer  der  Magnetisierung  bei  „Einzelreizen" 
sehr  kurz  machen  zu  können,  wurde  im  Stromkreis  noch  ein  Kon- 
takt eingeschlossen,  der  durch  die  Bewegung  des  Hebels  selbst 
unterbrochen  werden  konnte.  Der  Strom  wurde  nämlich  durch 
ein  Drahtstückchen  geleitet,  das  am  Hebel  befestigt  war  und  in 
ein  in  seiner  Höhe  verstellbares  Quecksilbergefäßchen  tauchte. 
Bei  einer  bestimmten  Elevation  des  Hebels  wurde  der  Kontakt 
unterbrochen.  Die  Eisenkerne  der  Elektromagnete  wurden  immer 
so  eingestellt,  daß  sie  sich  während  des  Magnetisierens  niemals 
bis  zur  Berührung  näherten. 

Die  Arbeit  wird  bei  dieser  Maschine  durch  anziehende  Kräfte 
geleistet,  die  an  festen,  relativ  undehnbaren  Teilen  (den  Eisen- 
kernen der  Elektromagnete)  angreifen,  die  durch  dehnbare  Teile 
(die  die  Windungsrollen  mit  einander  verbindenden  Spiralfedern) 
mit  einander  verbunden  sind.  Das  Prinzip  dieser  Maschine  ent- 
spricht also  dem,  das  wir  für  den  Muskel  als  notwendig  erkannt 
haben. 

Mit  dieser  Maschine  wurden  nun  alle  jene  Versuche  angestellt, 
die  man  zur  Charakterisierung  der  eigentümlichen  Arbeitsleistung 
des  Muskels  mit  diesem  anzustellen  pflegt.     Es  wurden  untersucht : 

1.  Die  Abhängigkeit  der  Arbeitsleistung  und  der  Hubhöhe  von 
der  Spannung. 

Die  Versuche  ergaben,    daß  die  Arbeitsleistung  innerhalb  ge- 
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wisser  Grenzen  mit  der  Belastung  wächst  und  bei  weiter  zun(>hmen- 
(l(>r  Ui'lastung  wieder  alniimmt.  Aber  nicht  nur  die  Arbeitsleistung 
sondern  auch  die  Hubhöhe  nimmt  innerhalb  bestimmter  Grenzen 
mit  der  Belastung  zu.  Die  Hul)höhe  erreicht  etwas  früher  als 
die  Arbeitsleistung  ihr  Maximum,  um  dann  bei  weiter  zunehmender 
Belastung  wieder  abzunehmen.  Wird  der  Versuch  nach  dem  „Über- 
lastungsverfahren"  ausgeführt,  die  elastischen  Teile  der  Maschine 
durch  die  angehängte  Last  also  nicht  gedehnt,  so  nehmen  zwar 
die  Hubhöhen  mit  steigender  „Überlastung"  ab,  die  Arbeitsleistungen 
zeigen  aber  wie  beim  Belastungsverfahren  erst  eine  Zunahme,  dann 
eine  Abnahme. 

Die  Abhängigkeit  der  Arbeitsleistung  und  Hub- 
höhe, wie  sie  die  Maschine  erkennen  läßt,  ist  anlog 
derjenigen,  die  für  den  quergestreiften  Muskel  be- 
kannt ist  und  als  eine  spezifische  Eigentümlichkeit, 
der  lebendigen  Muskel  sub  s  tanz  angesehen  wird. 

2.  Das  Verhältnis  der  isotonischen  zur  isometrischen  Zuckung. 
A.  Fick  hat  solche  Muskelzuckungen,  bei  denen  die  Spannung 
während  der  Verkürzung  konstant  erhalten  wird,  als  isotonisch 
bezeichnet,  während  er  diejenigen,  bei  denen  keine  Veränderung 
der  Länge,  sondern  nur  eine  Änderung  der  Spannung  auftritt, 
isometrische  nannte.  Läßt  man  die  Maschine  unter  den  ent- 
sprechenden Bedingungen  arbeiten,  so  lassen  die  Kurven  erkennen, 
daß  das  Maximum  der  Spannung  bei  der  isometrischen  Kurve  zeit- 
lich früher  erreicht  wird  als  das  Maximum  der  Verkürzung  bei 
der  isotonischen  Kurve.  Die  Maschine  verhält  sich  auch  in  Be- 
zug auf  den  Ablauf  der  Verkürzung  und  Spannungsänderung  wie 
der  Muskel. 

3.  Die  Verkürzung    bei  rasch  auf  einander  folgenden  Blagne- 
tisierungen  (tetanische  Reizung). 
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In  meinen  „Untersuchungen  über  den  Ursprung  der  Muskel- 
kraft" ^  habe  ich  gezeigt,  daß  die  Länge,  bis  zu  welcher  sich  der 
Muskel  im  Tetanns  verkürzt,  bei  einer  bestimmten  Last  immer 
dieselbe  ist,  gleichviel  ob  die  Last  als  Belastung  oder  als  „Über- 
lastung" wirkt,  oder  ob  der  Muskel  sich  erst  um  ein  beliebiges 
Stück  verkürzt  und  dann  erst  die  Last  ergreift.  Sucht  man  beim 
Muskel  dasjenige  Gewicht  auf,  das  er  als  Überlastung  gerade  nicht 
mehr  zu  heben  vermag,  dehnt  dann  den  Muskel  durch  das  ganze 
Grewicht,  läßt  dieses  also  als  Belastung  wirken,  so  hebt  der  Muskel 
dieses  Gewicht  im  Tetanus  gerade  bis  zur  Abszisse  des  ruhenden 
unbelasteten  Muskels. 

Damit  analoge  Versuche  an  der  Maschine  gelingen,  muß 
(wenigstens  für  stärkere  Belastungen  und  für  den  zuletzt  ange- 
gebenen Versuch)  eine  Bedingung  erfüllt  sein,  die  den  elastischen 
Teil  der  Maschine  betrifft :  Die  Elastizität  des  Muskels  nimmt 
mit  steigender  Dehnung  zu.  Die  Dehnungskurve  des  Muskels  ist 
also  keine  gerade  Linie,  sondern  hat  h;>'perbolische  Form.  Die 
Spiralfedern,  die  an  der  Maschine  den  elastischen  Anteil 
repräsentieren,  ändern  innerhalb  der  Grenzen,  in  welchen  sie  bei 
den  Versuchen  in  Anspruch  genommen  werden,  ihre  Elastizität 
nicht  merklich.  Die  Dehnungskurve  bei  den  Spiralfedern  ist  dem- 
nach eine  gerade  Linie.  Damit  nun  der  Maschinenversuch  in  ent- 
sprechender Weise  gelingt,  muß  man  eine  Einrichtung  treffen,  die 
bewirkt,  daß  die  Dehnungskurve  des  elastischen  Anteils  der 
Maschine  der  hyperbolischen  Dehnungskurve  des  Muskels  an- 
nähernd entspricht.  Das  wird  sehr  leicht  dadurch  erreicht,  daß 
man  nicht  eine,  sondern  mehrere  Spiralfedern  benützt  und  diese 
so  anbringt,  daß  bei  steigender  Belastung  nicht  alle  Federn  gleich- 
zeitig, sonder  eine  nach  der  andern,  also  erst  nur  eine,  dann  zwei, 


1  Kaiser,  Zeitschr.  f.  Biologie  Bd.  XVIII  N.  F.  S.  409  £f. 
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dann  drei  etc.  Federn  bei  steigender  Belastung  in  Anspruch  ge- 
nommen werden. 

Die  Bedeutung  dieser  Einrichtung  für  die  Wirksamkeit  der 
verkürzenden  Kraft  leuchtet  ohne  weiteres  ein :  Bei  gleich- 
bleihender  Elastizität,  also  geradliniger  Dehnungskurve,  wächst  der 
Abstand  der  anziehenden  Teilchen  mit  steigender  Belastung  zu 
rasch ;  bei  hyperbolischer  Dehnungskurve  sind  bei  Belastung  durch 
das  gleiche  Gewicht  die  Bedingungen  für  die  Arbeitsleistung  der 
anziehenden  Teile  infolge  ihres  geringen  Abstandes  bei  gleich 
großer    elastischer  Kraft    der  gespannten  Federn,    viel  günstigere. 

Unter  diesen  Bedingungen  gelingen  die  Versuche  der  Maschine 
ganz  analog  den  entsprechenden  Versuchen  am  Muskel. 

4.  Wirkung  von  zwei  kurzen  in  verschiedenem  Abstand  auf 
einander  folgenden  Magnetisierungen. 

Um  auch  das  Verhalten  ^superponierter  Zuckungen"  an  der 
Maschine  zu  prüfen,  bediente  ich  mich  der  oben  beschriebenen 
Y-förmigen  Elektrode.  Durch  Verschieben  derselben  gegen  die 
Bahn  der  an  der  rotierenden  Trommel  befestigten  Drahtbürste 
konnte  der  zeitliche  Abstand  der  magnetisierenden  Stromstöße  be- 
liebig varriiert  werden.  Die  auf  diese  Weise  mit  der  Maschine 
erhaltenen  Zuckungskurven  stimmen  vollständig  mit  den  super- 
ponierten  Muskelzuckungen  überein.  Also  auch  die  Addition  von 
zwei  kurz  aufeinander  folgenden  Anziehungen  geschieht  in  der 
gleichen  Form  wie  beim  Muskel. 

5.  Der  Seh  wann  sehe  Versuch. 

Daß  der  Schwannsche  Versuch  nicht  die  ]\IügHchkeit  nach 
dem  verkehrten  Quadrat  der  Entfernung  wirkender  Kräfte  im 
Muskel  widerlegt,  ist  schon  früher  hervorgehoben  worden.  Die 
Ein.schaltung  elastischer  Teilchen  zwischen  die  nach  jenem  Gesetz 
sich  anziehenden  Teilchen  würde  genügen,  um  die  von  Schwann 
gefundenen  Erscheinungen   hervorzurufen.     Meine   Maschine   zeigt 


—     741     — 

die  von  Schwann  beobachtete  Gesetzmäßigkeit,  wenn  der  Wider- 
stand der  elastischen  Teilchen  in  bestimmter  Weise  mit  der  Ver- 
kürzung wächst,  was  sehr  einfach  durch  die  Einschaltung  mehrerer 
Spiralfedern  in  der  oben  angegebenen  Weise  gelingt. 

Die  angeführten  Beispiele  erschöpfen  aber  keineswegs  die 
Übereinstimmungen,  die  sich  beim  Vergleich  der  Arbeitsleistung 
der  Maschine  mit  der  des  quergestreiften  Muskels  nachweisen 
lassen.  Mir  ist  keine  bei  der  Arbeitsleistung  des  Muskels  zu  be- 
obachtende mechanische  Erscheinung  bekannt  geworden,  die  nicht 
auch  in  überraschend  gleicher  Weise  von  der  Maschine  geleistet 
werden  kann.  Eine  so  weit  gehende  Übereinstimmung  in  den  Be- 
dingungen und  Erscheinungen  der  mechanischen  Arbeitsleistung, 
wie  sie  zwischen  dem  quergestreiften  Muskel  und  der  Maschine 
besteht,  darf  wohl  in  dem  Sinne  auf  eine  Grieichheit  des  zu  Grrunde 
liegenden  Wirkungsprinzips  bezogen  werden,  als  behauptet  werden 
kann,  daß  die  Verkürzung  des  Muskels  auf  nach  dem  verkehrten 
Quadrat  der  Entfernung  wirkenden  Kräften  beruht,  die  an  relativ 
undehnbaren  Teilchen  des  Muskels  angreifen,  die  durch  dehnbare 
Teilchen  mit  einander  verbunden  sind. 

Was  nun  die  spezielle  Form  der  Müll  er  sehen  Theorie  betrifft, 
ich  meine  die  Annahme,  daß  die  anziehenden  Kräfte  elektrische 
seien  und  die  elektrische  Ladung  auf  der  schnellen  Erwärmung 
polar-pyroelektrischer  Kr3'stalloide  beruhe,  so  darf  die  Bedeutung 
dieser  Hypothese  nur  nach  dem  Werte  beurteilt  werden,  die  sie 
für  die  Erklärung  der  Erscheinungen  der  Muskelkontraktion  be- 
sitzt. Was  Müller  damit  für  das  Verständnis  der  mikroskopisch 
erkennbaren  Veränderungen  des  Muskels  während  seiner  Tätigkeit 
geleistet  hat,  ist  immerhin  so  bemerkenswert,  daß  es  wohl  ge- 
rechtfertigt erscheinen  würde,  einmal  die  Gesamtheit  der  Er- 
scheinungen von  diesem  speziellen  Standpunkte  aus  zu  betrachten. 


XIV. 

über  einige  neuere  Missverständnisse 
der  Friesschen   Philosophie  und  ihres  Ver- 
hältnisses zur  Kantischen. 


Von 

Kurt  Grelling. 


Täglich  mehren  sich  die  Zeichen,  daß  die  Friessche  Philosophie, 
die  ein  halbes  Jahrhundert  in  Vergessenheit  geschlummert  hatte, 
endlich  wieder  die  verdiente  Beachtung  findet. 

Zu  diesen  Zeichen  gehört  auch  das  Buch  von  Dr.  Theodor 
Elsenhans,  betitelt  „Fries  und  Kant"  ^  dessen  erster,  histori- 
scher Teil  soeben  erschienen  ist.  Der  Verfasser  gibt  in  diesem 
Bande,  den  er  als  Vorbereitung  zu  einer  systematischen  Grund- 
legung der  Erkenntnistheorie  betrachtet  wissen  will,  eine  ausführ- 
liche Darstellung  der  theoretischen  Philosophie  von  Fries,  indem 
er  sie  dabei  fortlaufend  mit  der  Kants  vergleicht. 

Wenn  wir  nun  diesem  Buche  im  Interesse  der  von  uns  ver- 
tretenen Sache  eine  möglichst  große  Verbreitung  wünschen,  so 
erscheint  es  um  so  notwendiger,  auf  einige  in  ihm  enthaltene  Irr- 
tümer an  dieser  Stelle  aufmerksam  zu  machen.  Schon  im  Jahre 
1902  hat  Elsenhans  eine  Schrift  mit  dem  Titel  „Das  Kant- 
Friesische  Problem«  2  veröffentlicht,  die  im  2.  Hefte  dieser  Ab- 
handlungen von  Nelson^  einer  eingehenden  Kritik  unterzogen 
worden  ist.  Einige  von  den  in  dieser  Kritik  gerügten  Miß- 
verständnissen hat  nun  Elsenhans  in  sein  neues  Buch  herüber- 
genommen. Die  wichtigsten  von  ihnen  wollen  wir  im  folgenden 
näher  untersuchen. 


1  Alfred  Tüpelmann,  Gießen  1906.  ^  ßei  J.  Hörning,  Heidelberg. 

=»  Jakob  Friedrich  Fries  und  seine  jüngsten  Kritiker ;  Abschnitt  IV  bis  VII. 

Abhandlungen  der  Fries'schen  Schule.    I.  Bd.  Öv 
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I. 

Die  ursprüngliche  Synthesis  bei  Fries  und  Kant. 

In  der  oben  genannten  Schrift  hatte  Elsenhans  behauptet, 
daß  Fries  mit  Unrecht  Kant  vorwerfe,  „die  Kantische  Synthesis 
sei  nichts  als  ein  Akt  des  Reflexionsvermögens".  Dem  gegenüber 
hatte  Nelson  in  der  erwähnten  Abhandlung  versucht  den  Fries- 
schen  Vorwurf  durch  ausführliche  Zitate  zu  rechtfertigen  (S.  307  f.). 
Ohne  hierauf  einzugehen ,  wiederholt  Elsenhans  in  dem  vor- 
liegenden Buche  seine  Behauptung  und  fertigt  Nelson  in  einer 
Anmerkung  mit  den  Worten  ab:  „Denn  auch  für  Kant  ist  seine 
ursprüngliche  Synthesis  nicht  selbst  wieder  eine  gedachte,  sondern 
eine  vorbewußte  transzendentale  Funktion  der  Einbildungskraft; 
auch  für  ihn  ist  die  ursprüngliche  Synthesis  selbst  erst  die  Be- 
dingung der  Möglichkeit  alles  Urteilens"  ^  Also  das,  was  Gegen- 
stand des  Streites  ist,  wird  hier  als  Argument  benutzt.  Was  nun 
die  von  Elsenhans  angeführten  Stellen  in  der  Kritik  der  reinen 
Vernunft  betrifft,  so  finden  wir  auf  S.  132^  schlechthin  nichts, 
was  seine  Behauptung  unterstützen  könnte;  dagegen  steht  auf  der 
folgenden  Seite  der  Satz:  „An  sich  selbst  ist  die  Synthesis  der 
Einbildungskraft  .  .  .  jederzeit  sinnlich".  Deshalb  muß  zu  ihr  die 
reine  Apperzeption  hinzukommen,  um  ihre  Funktion  intellektuell 
zu  machen.  Wie  ja  überhaupt  die  reine  Apperzeption  dasjenige 
Vermögen  ist,  das  nach  seiner  Bedeutung  für  die  metaphysische 
Erkenntnis  am  meisten  der  unmittelbaren  Erkenntnis  der  reinen 
Vernunft   entspricht^.     An   der  zweiten  von  Elsenhans  heran- 


'  S.  125.  Es  muß  darauf  hingewiesen  werden,  daß  die  von  Elsenhans  an 
dieser  Stelle  in  Anführungsstriche  gesetzten  Worte  „selbst  .  .  .  Urteilens"  von 
Nelson  (S.  311)  und  nicht,  wie  es  dort  scheinen  könnte,  von  Kant  stammen. 

'"  Kehrbachsche  Ausgabe.  ^  g.  ,^  ^   Kr.  d.  r.  V.  S.  121. 
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gezogenen  Stelle  (S.  658)  steht  jener  schon  von  Fries  und  Nel- 
son benutzte  Satz:  „Denn  wo  der  Verstand  vorher  nichts  ver- 
bunden hat,  da  kann  er  auch  nichts  auf  losen,  weil  es  nur  durch 
ihn  als  verbunden  der  Vorstellungskraft  hat  gegeben  werden  kün- 
nen".  Daß  aber  Kant  die  Worte  „Einbildungskraft"  und  „Ver- 
stand" gleichbedeutend  gebraucht  hätte,  wird  Elsenhans  schwer- 
lieh  nachweisen  können.  —  Der  dritte  Ort,  den  Elsenhans  anführt, 
ist  S.  672;  hier  lesen  wir :  „Diese  Synthesis  (der  Einbildungskraft) 
des  Mannigfaltigen  .  .  .  kann  figürlich  genannt  werden,  zum  Unter- 
schiede von  derjenigen,  welche  ...  in  der  bloßen  Kategorie  ge- 
dacht würde  und  Verstandesverbindung  heißf^^  Wir  überlassen 
dem  Leser ,  dies  mit  der  Elsenhansschen  Behauptung  zu  ver- 
gleichen. 

Im  VI.  Kapitel  seines  Buches  kommt  Elsenhans  auf  diese 
Frage  zurück ;  er  sucht  hier  von  neuem  die  von  Fries  angeführten 
Argumente  zu  entkräften,  indem  er  seine  Behauptung  wiederholt, 
nach  der  „diese  (ursprüngliche)  synthetische  Einheit  selbst  nicht 
ein  Erzeugnis  der  Reflexion  ist",  sondern  „zuletzt  der  schöpferi- 
schen Fähigkeit  der  produktiven  Einbildungskraft  entstammt,  die 
damit  gewissermaßen  das  ersetzt,  was  bei  F  r  i  e  s  die  unmittelbare 
Erkenntnis  leistet''  (S.  256).  Aber  auch  hier  ist  er  nicht  glück- 
licher in  der  Wahl  seiner  Belegstellen.  Es  geht  aus  ihnen  nur 
so  viel  hervor,  daß  Kant  einerseits  eine  synthetische  Einheit  ge- 
kannt hat,  die  der  analytischen  zu  Grunde  liegt,  und  daß  er 
andrerseits  der  produktiven  Einbildungskraft  eine  Synthesis  des 
Mannigfaltigen  zuschreibt.  Daß  jedoch  diese  beiden  Arten  der 
Synthesis  identisch  seien,  hat  Elsenhans  nicht  bewiesen.  Da- 
gegen ist  von  uns  oben  gezeigt  worden,  daß  bei  Kant  die  Syn- 
thesis der  Einbildungskraft  figürlich  ist,  während  die  den  Kate- 
gorien zu  Grunde  liegende  intellektuelle  Synthesis  dem  Verstände 
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zno-oschrieben  wird  K  In  diesem  Begriff  des  Verstandes  aber  liegt 
das  ungescliieden  nebeneinander ,  was  Fries  in  Vernunft  und 
lletlexion  trennt '''. 

II. 
Anthropologische  und  philosophische  Logik. 

In  dem  Abschnitt  über  das  Verhältnis  der  philosophischen 
zur  anthropologischen  Logik  setzt  Eis  enhans  ganz  richtig  nach 
Fries  den  Unterschied  dieser  Disziplinen  auseinander.  Trotzdem 
sucht  er  gleich  darauf,  im  Gegensatz  zu  Nelson,  Fries  zu 
einem  Anhänger  der  „praktisch  -  psychologischen  Methode"  zu 
stempeln  ^.  Nun  ist  aber  dieser  ganze  Streit  völlig  fruchtlos, 
wenn  man  nicht  sagt ,  was  unter  der  praktisch  -  psychologischen 
Methode  verstanden  werden  soll.  Bei  Elsenhans  haben  wir 
eine  Definition  dieser  Methode  nicht  gefunden.  Dagegen  führt 
Nelson,  um  zu  beweisen,  daß  Fries  ein  Gregner  der  genetisch- 
psychologischen Methode  ist,  die  Stelle  aus  der  Einleitung  der 
Neuen  Kritik  an ,  wo  F  r  i  e  s  von  seiner  Methode  sagt ,  sie  sei 
„keine  Geschichte  der  Vernunft,  wie  sie  sich  im  Kinde  zum  Er- 
wachsenen, zum  Greise  entwickelt,  wie  sie  mit  Wachen  und  Schlafen 
erscheint,  wie  sie  nach  Mann  und  Weib,  nach  Konstitution,  Volk 
und  Race  sich  nuanciert  oder  wie  sie  in  körperlichen  und  Geistes- 
krankheiten verletzt  und  zerstört  wird"  *.  Daraus  geht  also  deut- 
lich hervor,  daß  Nelson  unter  genetischer  Psychologie  diese 
„Geschichte  der  Vernunft"  versteht.  Da  aber  Elsenhans  diese 
selbe  Stelle   im  I,  Kapitel   seines  Buches  gleichfalls  zitiert  (S.  7), 


•  S.  auch  S.  OGO  Anra.,  Kr.  d.  r.  V.  -  Daraus  folgt  auch,  daß  der  Be- 

griff der  ohjektiven  (Gültigkeit,  trotz  aller  von  Elsenhans  hervorgehobener  Ver- 
wandschaft, bei  Fries  und  Kant  ein  verschiedener  sein  muß. 

^  S.  128  f.  Bei  Nelson  steht  übrigens  an  der  betreffenden  Stelle  (S.  248) 
„genetisch -psychologische  Methode".  ^  S.  37.    (2.  Aufl.) 
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so  ist  damit  wohl  zur  Genüge  bewiesen,  daß  er  sich  hierin  mit 
Nelson  in  Übereinstimmung  befindet;  seine  Polemik  an  jener 
anderen  Stelle  kann  also  nur  auf  ein  ^Mißverständnis  des  Aus- 
drucks „genetisch -psychologisch"  (den  er  ja  auch,  wie  schon 
hervorgehoben,  in  „praktisch-psychologisch"  ändert)  zurückgeführt 
werden  ^. 

Damit  ist  aber  diese  Frage  noch  nicht  erledigt;  denn  die 
folgenden  Ausführungen  zeigen,  daß  Elsenhans  das  Verhältnis 
der  anthropologischen  zur  philosophischen  Logik  doch  nicht  klar 
genug  erfaßt  hat.  Es  ist  aber  dieses  Verhältnis  dasselbe  wie 
zwischen  philosophischer  Anthropologie  und  Philosophie  im  allge- 
meinen. (Ein  Verhältnis,  das  Elsenhans  selbst  in  durchaus 
klarer  und  einwandfreier  Weise  auseinandersetzt.)  Wir  brauchen 
also  blos  dieses  Verhältnis  auf  die  Reflexion  anzuwenden:  wir 
finden  dann,  daß  die  Grundsätze  der  Logik,  d.  h.  die  Gesetze  der 
Denkbarkeit  von  Dingen  überhaupt,  zwar  für  sich  durch  Speku- 
lation aufgefunden  werden  können,  daß  sie  aber,  um  ein  voll- 
ständiges und  geordnetes  System  zu  bilden,  einer  Deduktion  be- 
dürfen, die  von  der  anthropologischen  Logik  mit  Hilfe  einer 
Theorie  des  Reflexionsvermögens  geliefert  wird. 

Wenn  daher  Elsenhans  von  der  „Schwierigkeit"  spricht, 
die  Trennung   der   philosophischen  Grundsätze   von  den  anthropo- 

1  Wie  wenig  Elsenhans  den  Kernpunkt  der  Nelsonschen  Ausführungen  ver- 
standen hat,  geht  auch  daraus  hervor,  daß  er  es  tadelt,  daß  Nelson  folgende 
Stelle  aus  der  Friesschen  „Logik"  in  seinem  Zitat  fortgelassen  hat:  „Die 
philosophische  Logik  ist  nämlich  so  arm  an  Gehalt  und  so  abhängig  in  allen 
ihren  Behauptungen  von  der  anthropologischen,  daß  man  gar  nicht  im  Stande  ist, 
sie  abgesondert  für  sich  aufzustellen".  Es  kam  nämlich  Nelson,  wie  er  aus- 
drücklich sagt,  („Hat  Fries  diesen  Unterschied  gekannt?«),  in  dem  betreffenden 
Abschnitt  nur  darauf  an,  zu  zeigen,  daß  Fries  jene  beiden  Disziplinen  unter- 
schieden und  vor  ihrer  Verwechslung  gewarnt  hat,  was  Elsenhans  selbst  zu- 
gesteht. 
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lo^ischon  .  .  .  streng  festzuhalten  (S.  138,  Anm.),  so  kann  sich 
eine  solche  Schwierigkeit  nur  auf  die  sprachliche  Formulierung 
beziehen,  denn  ihrer  Bedeutung  nach  sind  die  beiden  Arten  von 
Sätzen  dadurch  streng  geschieden,  daß  die  ersteren  apriorische 
Grundsätze  aus  reinem  Verstände  sind,  während  die  letzteren  (die 
streng  genommen  nicht  Grrundsätze  heißen  sollten)  durch  Induktion 
aus  innerer  Erfahrung  gewonnene,  also  empirische  Lehrsätze  sind. 
Aus  demselben  Grunde  ist  die  von  Elsenhans  aufgeworfene 
Frage  „ob  die  Abgrenzung  (der  analytischen  Erkenntnis)  gegen- 
über den  Formen  der  anthropologischen  Logik  überhaupt  eine 
durchgreifende  Bedeutung  besitzt^  (S.  142)  entschieden  zu  bejahen. 
Wie  verhält  sich  nun  der  Begriff  der  anthropologischen  Logik 
bei  Fries  zu  dem  der  allgemeinen  Logik  Kants?  Elsenhans 
behauptet,  sie  fielen  ihrer  Aufgabe  nach  zusammen  (S.  143).  Das 
ist  aber  von  vornherein  unwahrscheinlich,  da  Kant  den  Unter- 
schied der  philosophischen  und  anthropologischen  Logik  ebenso- 
wenig scharf  erfaßt  hat,  wie  irgend  ein  anderer  Vorgänger  von 
F  r  i  e  s  ^  AVir  wollen  diese  Frage  aber  noch  näher  untersuchen. 
Au  der  Stelle^,  wo  Kant  die  allgemeine  Logik  definiert,  indem 
er  sie  von  der  Logik  des  besonderen  Verstandesgebrauches  trennt, 
sagt  er  von  jener,  daß  sie  die  „schlechthin  notwendigen  Regeln 
des  Denkens^  enthalte,  „ohne  welche  gar  kein  Gebrauch  des  Ver- 
standes stattfindet".  Dies  kann  nun  zunächst  sowohl  auf  die 
philosophische  als  auf  die  anthropologische  Logik  gehen  (sofern 
man  den  Ausdruck  „schlechthin  notwendig"  nicht  gleich  „apodik- 
tisch" nimmt,  was  die  folgende  Einteilung  nicht  gestattet).  Nun 
teilt  er  aber  die  allgemeine  Logik  in  reine  und  angewandte,  wo 
die  reine  Logik    „es  mit  lauter  Prinzipien  a  priori  zu   tun  hat" 

'  S.  hierüber  das  Kajjitel  über  die  Gescbicbtc  der  Loirik   in  Fries'  „TiOgik" 
S.  15f.     (2.  Aufl.)  ^  Kr.  d.  r.  V.  S.  77. 
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und  „ein  Kanon  des  Verstandes'^  ist.  Diese  ist  nun  gewiß  nicht 
mit  der  anthropologischen  Logik  identisch,  das  ist  durch  ihren 
apriorischen  Charakter  ausgeschlossen.  Auf  sie  aber  geht  gerade 
jenes  von  Elsenhans  herangezogene  Kantische  Wort  von  dem 
„bloß  logischen  Kriterium  der  Wahrheit'^  Damit  fällt  aber  auch 
der  von  Elsenhans  versuchte  Beweis  dafür,  daß  „jene  abgeblaßte 
Beziehung  auf  den  Gegenstand  bei  Fries  nicht  imstande  ist,  einen 
hinreichend  scharfen  Unterschied  zwischen  anthropologischen  und 
philosophischen  Grundsätzen  zu  begründen".  Abgesehen  davon, 
daß,  wie  wir  sahen,  diese  Beziehung  keineswegs  das  einzige  Unter- 
scheidungsmerkmal jener  beiden  Arten  von  Sätzen  bildet. 

III. 

Empirische  Deduktion  und  physiologische  Ableitung. 
Wie  in  diesen  Heften  schon  mehrfach  ausgeführt  wurde,  ist 
der  Begriff  der  Deduktion  der  Friesschen  Philosophie  eigentüm- 
lich und  steht  im  engsten  Zusammenhange  mit  der  Methode  der 
Vernunftkritik.  Allerdings  spricht  auch  Kant  von  Deduktionen 
—  er  hat  deren  eine  ganze  Reihe  —  aber  diese  Begriffe  sind  von 
dem  Friesschen  wesentlich  verschieden.  Schon  in  seinem  „Kant- 
Friesischen  Problem"  hatte  Elsenhans  die  Kantischen  De- 
duktionsbegriffe mit  dem  Friesschen  verglichen;  dabei  hatte  er 
aber  die  beiden  bei  Kant  vorkommenden  Ausdrücke  „empirische 
Deduktion"  und  „physiologische  Ableitung"  als  nahezu  gleich- 
bedeutend betrachtet.  Dem  gegenüber  hat  nun  Nelson  in  der 
mehrfach  erwähnten  Abhandlung  (S.  279  f.)  nachgewieseii ,  daß 
diese  Worte  von  Kant  auf  zwei  ganz  verschiedene  Begriffe  an- 
gewendet werden.  Er  stützt  sich  dabei  zunächst  auf  zwei  Stellen: 
Von  der  physiologischen  Ableitung  sagt  Kant,  man  könne  „von 
diesen  Begriffen  (den  Kategorien),  wie  von  allem  Erkenntnis,  wo 
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nicht  das  Principirni  ihrer  Möglichkeit,  so  docli  die  Gelegenheits- 
ursachon  ihrer  Erzeugung  in  der  Erfahrung  aufsuchen.  .  .  .  Ein 
solches  Nachspüren  der  ersten  Bestrebungen  unserer  Erkenntnis- 
kraft .  .  .  hat  ohne  Zweifel  seinen  großen  Nutzen"  ^  Und  gleich 
darauf  von  den  empirischen  Deduktionen  apriorischer  Erkenntnisse : 
sie  seien  „nichts  als  eitele  Versuche,  womit  sich  nur  derjenige 
beschäftigen  kann,  welcher  die  ganz  eigentümliche  Natur  dieser 
Erkenntnisse  nicht  begriffen  hat".  Wer  also  empirische  Deduktion 
und  physiologische  Ableitung  identifiziert,  zeiht  damit  Kant  eines 
krassen  Widerspruchs  innerhalb  weniger  Zeilen,  und  das  ist  so 
lange  unstatthaft  als  sich  eine  andere  Erklärung  anbietet.  Eine 
solche  Erklärung  hat  nun  Nelson  gegeben.  Danach  ist  die  em- 
pirische Deduktion  die  Rechtfertigung  eines  Begriffs  durch  An- 
führung eines  Rechtsgrundes  aus  der  Erfahrung,  eine  Auffassung, 
die  Nelson  noch  durch  weitere  Zitate  stützt. 

Trotzdem  verficht  Elsenhans  in  dem  vorliegenden  Buche 
von  neuem  seine  Meinung  von  der  Identität  jener  Begriffe.  Hören 
wir,    was  er  auf  die  Nelsonschen  Ausführungen  zu  erwidern  hat: 

^Sollte  Kant",  so  beginnt  er,  „wirklich  eine  so  eingehende 
Beweisführung  darauf  verwenden,  einen  so  einfachen  Widerspruch 
aufzudecken ,  zu  zeigen ,  daß  die  Deduktion  empirischer  Begriffe 
nicht  die  Deduktion  apriorischer  ist?"  (S.  163).  Das  allerdings 
nicht.  Daß  aber  Begriffe  wie  die  Kategorien  ihren  Rechtsgrund 
nicht  aus  der  Erfahrung  nehmen  können,  mußte  gezeigt  werden, 
denn  das  wurde  zu  Kants  Zeiten  von  der  englischen  Philosophie 
und  wird  noch  heute  von  allen  Empiristen  übersehen  ^ 


'  Kr.  d.  r.  V.  S.  104  f.  '^  In  der  Anmerkung  S.  1G3  (in  der  es  wolil 

hfißen  soll:  „statt  auf  die  Vcrschiedenlicit  der  Gegenstände  auf  die  Verschieden- 
heit der  Krkonntnisart")  verteidigt  Klsenlians  gegen  Nelson  die  Beliauptung ,  daß 
sich   in   dfn  Ausdrucken  „empirische"    und  „transzendentale  Deduktion"  die  I3ei- 
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Weiter  soll  Kant  in  der  physiologischen  Ableitung  „den  be- 
deutendsten Versuch  einer  empirischen  Deduktion"  sehen  (S.  164). 
Er  soll  also  zuerst  ganz  allgemein  den  Versuch  einer  empirischen 
Deduktion  der  Kategorien  als  ,,.ganz  vergebliche  Arbeit"  be- 
zeichnen und  eine  halbe  Seite  darauf  von  dem  „bedeutendsten" 
dieser  Versuche  sagen,  daß  er,  „ohne  Zweifel  seinen  großen  Nutzen" 
hat.  Nun  sagt  aber  Kant  von  der  physiologischen  Ableitung, 
sie  könne  eigentlich  nicht  Deduktion  genannt  werden.  Daraus 
schließt  Elsenhans,  daß  sie  uneigentlich  als  Deduktion  d.h. 
(natürlich !)  als  empirische  Deduktion  könne  angesehen  werden. 
(Ein  mustergültiger  Beweis!)  Kant  giebt  aber  auch  den  Grund 
an,  warum  die  physiologische  Ableitung  nicht  Deduktion  heißen 
könne,  nämlich  „weil  sie  eine  quaestionem  facti  betrifft".  Daraus 
geht  hervor,  daß  jede  wirkliche  Deduktion,  also  auch  die  empiri- 
sche, eine  quaestionem  juris  betreffen  muß.  —  Es  bleibt  also  von 
den  Elsenhansschen  Argumenten  nur  eins  übrig:  Die  Berufung 
auf  die  Stelle,  wo  Kant  von  der  empirischen  Deduktion  sagt, 
daß  sie  „nicht  die  Rechtmäßigkeit,  sondern  das  Faktum  betrifff". 
Hier  liegt  nun  allerdings   bei  Kant  eine  Vermengung  der  beiden 


Wörter  bei  Kant  nicht  auf  die  Verschiedenheit  der  Gegenstände,  sondern  auf  die 
Verschiedenheit  der  Erkeuntnisart  beziehen.  Nun  zeigt  aber  gerade  der  Wortlaut 
der  Definitionen,  auf  den  er  sich  dabei  beruft:  „Erklärung  der  Art,  wie  sich  .  .  . 
beziehen"  und  „Art,  wie  .  .  .  erworben  worden",  daß  es  Kant  hierbei  nicht  auf 
die  Verschiedenheit  der  Erklarungsart  ankam,  sondern  vielmehr  auf  die  Ver- 
schiedenheit dessen,  was  erklärt  wird,  d.h.  des  Gegenstandes  der  Deduktion, 
Wenn  sich  Elsenhans  aber  weiter  auf  den  Satz  beruft  „Der  Unterschied  des  Trans- 
zendentalen und  Empirischen  gehört  also  nur  zur  Kritik  der  Erkenntnisse  und 
betrifft  nicht  die  Beziehung  derselben  auf  ihren  Gegenstand",  so  hat  er  sich  hier 
offenbar  durch  den  Terminus  „Gegenstand"  verwirren  lassen.  Die  Erkenntnisse, 
von  denen  Kant  in  diesem  Satze  spricht,  werden  nämlich  in  unserem  Falle  selbst 
zu  Objekten  (d.h.  Gegenständen),  nämlich  der  Deduktion,  so  daß  sich  hier  der 
Unterschied  des  Transzendentalen  und  Empirischen  tatsächlich  auf  die  „Gegen- 
stände" bezieht. 
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in  Frage  stchcndon  Bogriffe  vor ,  aber  gerade  die  unmittelbar 
vorhergeliendcn  "Worte :  „Art  .  .  .  wie  ein  Begriff  durch  Erfahrung 
.  .  .  erworben  worden",  zeigen,  daß  Nelson  mit  seiner  Auffassung 
recht  hat .  denn  durch  Erfahrung  werden  nur  empirische  Begriffe 
erworben,  während  die  physiologische  Ableitung  auf  alle  Begriffe 
ohne  Unterschied  anwendbar  sein  soll. 

Elsen h ans  sucht  dann  nach  den  Motiven  der  Nelsonschen 
Interpretation  und  findet  sie  darin,  daß  „man"  angeblich  die  phy- 
siologische Ableitung  „als  der  Friesischen  Deduktion  nahestehend 
betrachtet".  Nun  unterscheiden  sich  diese  beiden  Verfahren  aber 
dadurch  wesentlich,  daß  jene  die  zufälligen  Ursachen  aufsucht, 
durch  die  die  Kategorien  ins  Bewußtsein  treten,  während  die 
Friessche  Deduktion  ihren  Rechtsgrund  in  der  unmittelbaren  Er- 
kenntnis der  reinen  Vernunft  aufweist.  Es  ist  also  nicht  ein- 
zusehen, wie  Elsenhans  zu  seiner  Motivierung  kommt;  da  er 
sie  auch  in  keiner  Weise  belegt,  müssen  wir  sie  als  seine  eigene, 
freie  Erfindung  bezeichnen. 

IV. 
Induktion  und  Spekulation. 

Im  ,. Kant-Friesischen  Problem"  hatte  Elsenhans  behauptet, 
daß  das  Verhältnis  der  Induktion  zu  den  philosophischen  Erkennt- 
nissen bei  Fries  nicht  folgerichtig  durchgeführt  sei.  Auf  diesen 
Vorwurf,  der  schon  von  Nelson  in  der  mehrfach  zitierten  Ab- 
handlung zurückgewiesen  worden  ist  (S.  272  f.),  kommt  Else n- 
hans  in  seinem  neuesten  Buche  zurück  (S.  201  f.).  Es  erscheint 
d;ihf>r  oiim  erneute  Darlegung  des  Sachverhaltes  notwendig. 

Die  Induktion  ist  ein  Beweisverfahren,  und  zwar  das  einzige, 
das  von  den  Fällen  auf  die  Regel  schließt.  Dieses  Verfahren  ist 
daher  nur  dann  streng,  wenn  alle  Fälle  bekannt  sind  (Vollständige 
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Induktion).  In  den  weitaus  meisten  Fällen  aber,  nämlich  in  den 
empirischen  Wissenschaften  ^,  trifft  diese  Voraussetzung  nicht  zu ; 
wir  müssen  uns  daher  in  diesen  Fällen  bestimmter  leitender  Maxi- 
men bedienen,  um  die  Induktion  schlußkräftig  zu  machen.  Solche 
Induktionen  nennt  Fries  rationnelle ,  die  anderen ,  ohne  leitende 
Maximen,  empirische. 

"Welche  Bedeutung  hat  nun  die  Induktion  für  die  Philosophie? 
Da  muß  zunächst  bemerkt  werden,  daß  sie  weder  zur  Auffindung 
noch  zum  Beweise  der  philosophischen  Grrundsätze  dienen  kann : 
ersteres  nicht  wegen  der  philosophischen,  d,  h.  apriorischen  Natur 
dieser  Sätze,  letzteres  nicht,  weil  es  sich  um  Grundsätze,  d.  h. 
um  unbeweisbare  Sätze,  handelt.  Trotzdem  aber  spielt  sie  eine 
wichtige  Rolle  bei  der  Begründung  jener  Sätze.  Die  Begründung 
der  philosophischen  Grrundsätze  ist  eine  der  Aufgaben  der  Vernunft- 
kritik. Ihr  Verfahren  besteht  in  der  Aufweisung  einer  jenen 
Sätzen  zu  Grunde  liegenden  unmittelbaren  Erkenntnis.  Sie  be- 
darf dazu  einer  Theorie  der  Vernunft,  und  hier  ist  der  Punkt, 
wo  die  Induktion  eine  Rolle  spielt :  Diese  Theorie  wird  nämlich 
(in  der  philosophischen  Anthropologie)  durch  Induktion  aus  innerer 
Erfahrung  gewonnen^.  Hiermit  erklärt  sich  die  Stelle,  wo  Fries 
von  den  „höchsten  Prinzipien  unserer  Theorie  der  Apperzeption" 
sagt,    daß   sie  durch  Induktion   aus   innerer  Erfahrung  abgeleitet 


1  Es  ist  nicht  einzusehen,  warum  Elseuhans  die  innere  Erfahrung  als  das 
wichtigste  Anwendungsgebiet  der  Induktion  bezeichnet.  Die  äußere  Erfahrung 
ist  ihr  in  dieser  Hinsicht  koordiniert. 

■^  In  der  Anmerkung  S.  202  beklagt  sich  Elsenhans  darüber,  daß  Nelson 
einen  Satz  von  ihm  verstümmelt  habe.  Nelson  hat  nämlich  in  seinem  Referat 
(nicht  Zitat)  statt  der  Elsenhansschen  Worte  „Die  Untersuchung  der  philoso- 
phischen Anthropologie"  folgendes  eingesetzt:  „Die  Entwicklung  dieser  Theorie 
der  Vernunft"  (S.  274).  Wenn  der  Leser  bedenkt,  daß  diese  Entwicklung  der 
Theorie  der  Vernunft  die  Aufgabe  der  philosophischen  Anthropologie  ist,  mag  er 
selbst  beurteilen,  ob  damit  der  Sinn  des  Elsenhansschen  Satzes  geändert  ist. 
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werden*.  Diese  Stelle  steht  also  keineswegs,  wie  Elsenhans 
meint,  mit  dem  von  Fries  auf  S.  15  Gesagten  —  aus  dem  wir 
übrigens  eine  „Gegenüberstellung  von  Deduktion  und  Induktion" 
nicht  herauslesen  kcJnnen  —  in  Widerspruch.  Wenn  aber  Elsen- 
hans meint,  daß  Fries  an  derselben  Stelle  (S.  74)  „im  Wider- 
spruch mit  der  Höherstellung  der  kritischen  Methode"  von  der 
I\Ii)glichkeit  spricht,  „die  Induktion  als  oberste  Instanz  in  speku- 
lativen Dingen"  anzusehen,  so  ist  dazu  erstens  zu  bemerken,  daß 
Fries  hier  gar  nicht  von  der  Induktion,  sondern  von  „psycho- 
logischen Hypothesen"  spricht,  zweitens  aber  haben  wir  eben  ge- 
sehen, daß  die  wichtige  Rolle  der  Induktion  in  spekulativen  Dingen 
nicht  nur  in  keinem  Widerspruch  zur  kritischen  Methode  steht, 
sondern  daß  vielmehr  die  Induktion  selbst  einen  wesentlichen  Be- 
standteil dieser  Methode  bildet'-. 

In  welchem  Verhältnis  steht  nun  die  Spekulation  zur  Induk- 
tion? Spekulation  nennt  Fries  das  Verfahren  „die  gewöhnliche 
Erkenntnis  durch  Zergliederung  auf  ihre  ersten  und  allgemeinsten 
apodiktischen  Anfänge  zurückzuführen"  ^.  Sie  schreitet  also  wie 
die  Induktion  vom  Besonderen  zum  Allgemeinen  fort.  Der  funda- 
mentale Unterschied  der  beiden  Verfahrungsarten  liegt  aber  darin, 
daß  die  Induktion  durch  Zusammenfassung  der  Fälle  die  Regel 
beweist,  während  die  Spekulation  nichts  anderes  leisten  kann 
und  soll,  als  gewisse  Prinzipien  in  unserem  Geiste  als  vorhanden 
aufzuweisen.  Das  ist  das  „eigene  Verhältnis  zur  Regel",  nach 
dem  sich  die  beiden  unterscheiden.  Damit  hängt  eng  zusammen, 
daß  die  Spekulation  zu  apriorischen  Sätzen  führt,  während  die 
durch   Induktion   gewonnenen  Sätze   immer   der  Erfahrung   ange- 


'  N.  K,  II  S.  74.  2  s    auch  liierübcr  die  Abhandlung  von  Nelson  über 

,die  kritische  Methode  u.  s.  w."  im  1.  Heft  dieser  Abhandlungen.    (§  18.) 
»  N.  K.  I  S.  387. 
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hören  ^  (Sie  werden  gebildet  durch  Vereinigung  sinnlicher,  mathe- 
matischer und  metaphysischer  Erkenntnis.)  Es  ist  also  mindestens 
mißverständlich,  wenn  Elsenhans  sagt  %  daß  die  Spekulation  in 
ihrer  Aufgabe  einer  Aufsuchung  der  Prinzipien  durch  die  Induktion 
unterstützt  wird.  Denn  die  Prinzipien  sind  in  beiden  Fällen  von 
verschiedener  Art:  Die  Spekulation  dient  zur  Aufsuchung  der 
regulativen  Prinzipien,  die  für  die  Induktion  die  leitenden  Maxi- 
men bilden;  ein  solches  Prinzip  ist  z.  B.  in  der  Physik  das  Träg- 
heitsgesetz. Dagegen  liefert  die  Induktion  die  konstitutiven  Prin- 
zipien einer  empirischen  Theorie,  z.  B.  das  Gravitationsgesetz. 

Allerdings  muß  zugegeben  werden,  daß  die  einzige  Stelle,  auf 
die  sich  Elsenhans  für  seine  Auffassung  beruft'',  eine  solche 
Auslegung  nahe  legt;  Fries  hat  hier  nicht  scharf  genug  zwischen 
jenen  beiden  Arten  von  Prinzipien  unterschieden.  Indessen  scheint 
uns,  daß  die  ausführlichen  Auseinandersetzungen  über  Spekulation 
und  Induktion  in  der  „Logik"  die  Richtigkeit  der  von  uns  ver- 
tretenen Auffassung  genügend  verbürgen*.  — 

Sehen  wir  indessen  von  den  hier  besprochenen  Mißverständ- 
nissen ab,  so  kann  das  Buch  von  Elsenhans  als  eine  getreue 
und  leicht  verständliche  Darstellung  der  Friesschen  Erkenntnis- 
theorie bezeichnet  werden.  Es  bleibt  abzuwarten,  was  der  zweite 
Teil  bringen  wird. 


1  N.  K.  I  S.  390.  ■■'  S.  203.  »  N.  K.  I  S.  401. 

*  Eine  musterhafte  Darlegung  der  hier  berührten  Frage  findet  sich  auch 
in  E.  F.  Apelts  „Theorie  der  Induktion"  (Engelmann,  Leipzig  1854).  S.  das 
Kapitel  i'iber  „Induktion  und  Abstraktion". 
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endlicher  Mengen  511. 

abzählbarer  Mengen  515. 

Achtung   der  persönlichen  Würde  461, 

463,  472  f. 
Adam  J.  326,  337. 
Addition  v.  Irrationalzahlen  (Schnitten) 

184. 

—  von  Mächtigkeiten  566,  594. 

—  von  Ordnungszahlen  570,  595. 

—  s.  a.  Summe. 

Abhandlangen  der  Friesischen  Schnle.    I.  Bd. 


Ähnlichkeit,  mengentheoretische  536  ff. 
Äquivalent  490. 

—  Postulat  der  ä.  Teile  491. 

—  Postulat  der  ä.  Ordnung  493. 
Äquivalenz,  mengentheoretische  502. 
Äquivalenzsatz  499  f.,  522  ff. 
Ästhetik:    Selbständigkeit    der    Ä.    im 

System  478. 

—  und(Natur-)Wissenschaft469ff.,478. 

—  und  Theorie  121  ff. 

—  Fortbildung      der     Kantischen     Ä. 
durch    Schiller   und  Fries  477  f. 

—  Transzendentale  ...  86,  819. 
Ästhetische  Idee  468  ff. 

—  Urteil  229. 

—  Wertschätzung  472  f. 

—  Bedeutung  der  Glaubenssymbole  473  f. 

—  Objektives  Prinzip  der  ästhetischen 
Beurteilung  477  f. 

—  Ä.  und  logische  Zweckmäßigkeit  47 1  f. 
Affektion  80. 

Ahndung  229,  465  ff. 

ai'6&riai.g  333  f. 

Aktual  Unendliches  s.  Eigentlich. 

Alef  549. 

—  Summe  und  Produkt  zweier  A.  594. 
Algebraische  Zahl  514. 

Alle  und  Jeder  625. 
Allgemeingültigkeit    33  ff'.,     203,     209, 
378  f.,  407  f. 

—  und  Notwendigkeit  s.  Notwendigkeit. 

—  und  Unendlichkeit  150. 
Amphibolie  der  Reflexionsbegriffe  109, 

229. 
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Aiiaivsis:  Verhältnis  der  A.  zur  Geo- 
iiu-trie  4(t;MV. 

—  A.  des  Unendlidien  als  AVerkzeug 
der  Naturforschuiig  93. 

Analytische  und  synthetische  Einheit 
3o;t  IV. 

—  Urteile  15  f. 

—  Unterschied  der  a.  und  synthetischen 
Urteile  IT.,  Sr,f.,  850 f.,  377,  387, 
41:2  f.,  -127. 

—  Aiirioritiit   der   a.   Urteile  380. 

—  A.  Natur  der  Reflexion  (des  Ver- 
standos) 58,  206,  230. 

«»'afii'Tjciij  33G. 
Anfanpszahl  553,  605. 
Angeborene  Ideen  64,  269. 

—  A.  und   erlerntes  Wissen  405  f. 
Anregung,     sinnliche    25,     114,    207 f., 

223,  225. 
Anschauung  216. 

—  intellektuelle  s.  Intellektuell. 

—  mathematische  378  f.,  410  ff,  S.  a. 
Reine  A. 

—  sinnliche  s.  Sinneswahruehraung. 

—  Gewißheit  der  A.  22f.,  27 f. 

—  und  Denken  (Reflexion)  51,  58,  62, 
67  f.,  206  f.,  388  ft". 

in  der  Mathematik  388  ff.,  410  ff. 

—  Unvolhstundigkeit  der  Disjunktion 
von  A.  und  Denken  51,  58,  68. 

—  nicht  Urteil  357  f. 

—  und  Vorstellungshild  357. 
Anthropologie  255  f.,  278. 

—  philosophische  26,  749,  755. 

—  psychische  s.  Psychisch. 
Anthropologischer  Charakter  der  Kritik 

der    Vernunft    73  ö'. ,     76  ff.,     81  fi'., 
198 ff.,  2010".,  217,  235 ff.,  276ff., 
372. 

—  Logik  249,  748  ff. 

—  und  physikalische  Wissenschaften 
124. 

Antinomie  (Kantische)  der  Weltgröße 
449 f.,  4.o9,  633,  706. 

—  Grundgedanke  und  Auflösung  der 
Antinomieen  450  f. 

Antinomik,  Zenonische  324. 
Ai)elt,     E.    E.    11,    7 

720,  757. 
Apelt,  O.  324. 
Apodiktisclie  Erkenntnis  28,  58 f. 


2,    84  f.,    91,    345, 


Apodiktische  und  assertorische  (histo- 
rische) Gewißheit  28,  300. 

Apodiktizität  der  Mathematik  381, 
425  ff. 

—  Grund    der  A.  der  Urteile   63  f. 
Apperzeption,    formale   82,   84  f.,    312. 

—  reine  208,  746. 

—  transzendentale  53,  82,  84. 

—  Einheit  der  A.  79,  309  ff". 

—  Identität  der  A.  64. 

—  Lehre  von  den  A.  217. 

A priori:  Erkenntnis  rein  a priori  245 f., 

—  und  a  posteriori  127,  379,  427. 

—  Erkenntnis  der  Erkenntnis  a  priori 
41  ff.,  199  ff.,  201  ff.,  210  f.,  277,  293  ff., 
296  ff. 

Apriorität  der  analytischen  Urteile  380. 

—  der  mathematischen  Jlrkenntnis 
379  ff.,  427. 

—  der  Erkenntnis  der  allgemeinen 
und  notwendigen  Wahrheiten  127, 
129,  378  f. 

Archimedes  188. 

Archimedisches  Axiom    146,    177,   385, 

416. 
Aristoteles  323. 

—  STtayayr]   10. 

—  vovg  53. 

—  Vorurteil  der  Aristotelischen  Logik 
10  f.,  66  f.,  375  f.,  380,  391. 

—  Entelechieenlehre  des  A.   107,  118. 

—  Arten  der  Veränderung  in  der 
Metaphysik  des  A.  118. 

—  Naturphilosoiihie  des  A.  101. 

—  Morphologische  Weltansicht  des  A. 
118. 

Aristoteliker  und  Platoniker  55  f.,  65  ff. 
Arithmetik:  Grundlagen  385. 

—  Verhältnis   zur   Geometrie  410  ff. 

—  Verhältnis  zur  Logik  412—421. 
Arithmetisierung  der  Mathematik  409  ff". 
Assertion  20,  368. 

Assertorische  und  apodiktische  Er- 
kenntnis 28,  300. 


Assoziation  16,  52. 


Assoziatives  Gesetz:    der  Addition  für 
Mächtigkeiten  564,  566. 

—  —  für  Ordnungszahlen  570. 

—  —  für  endliche  Zahlen  648. 

—  der  Multiplikation  für  Mächtigkeiten 
565  f. 
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Assoziatives  Gesetz :  der  Multiiilikation 
für  Ordnungszahlen  571. 

für  endliche  Zahlen  649. 

Astronomie  VIII  ff.,  125. 

—  Kulturelle  Bedeutung  der  A.  93  ff. 

—  Genauigkeit  astronom.  Längen- 
bestimmungen 94  f. 

Astronomische  Kontrolle  des  Paral- 
lelenaxioms 397  f. 

Atom  108. 

Aufklärung  68  f. 

Aufweisung  und  Beweis  273,  756. 

Ausschließung  der  Begriffe :  größer, 
kleiner,  gleich  145,  492  f. 

Auswahl,  einmalige  637  f. 

—  geordnete  (iterierte)  641  ff. 

—  unendliche  635  ff. 
Auswahlprinzip  640,  703. 
Axiom:  Begriff  des  A.  881. 

—  und  Definition  377  f.,  417  f. 

—  und  Hypothese  399  ff. 

—  Postulat  der  logischen  Unab- 
hängigkeit der  A.  382. 

—  Deduktion  der  A.  37. 

—  Definition  durch  A.  418  f. 

—  Keine  A.  in  der  Philosophie  369. 

—  Ursprung  der  A.  s.  Mathematik. 
Axioraatische  Methode  418  f.,  661. 
Axiome  des  Typus  a  664. 

—  der  zweiten  Zahlklasse  673  f. 

—  Dedekindsche  691. 
Axiomsystem:  Vollständigkeit  610 ff'. 

Baco  von  Verulam  101,  107. 
Bedingung:   Prinzip   der  Totalität   der 
B.  220  ff. 

—  Unendlichkeit  der  Reihe  der  B.  222, 
451. 

Begriff:  Empirische  und  a  priori  280 ff. 

—  Analytische  Einheit  des  B.  809. 

—  und  Urteil  15 f.,  357. 

—  Bildung  der  B.  durch  Abstraktion 
858. 

Begründung  der  UrteUe  11,  15  ff. 

—  von    Grundurteilen   21  ff.,    216  f. 

—  Arten  der  B.  23. 
Belegung  563. 
Belegungsmenge  665. 
Beltrami  384. 
Beneke  42,  72,  244  ff. 
Berkeley  109,  228. 


Bernstein,    F.  482,   522,  595,  631,  633. 

Beschränktheit  unserer  Erkenntnis 
110  f.,  226  ff,  448  ff.,  451,  456  f., 
459,  468  ft'. 

Bewegung  als  mathematischer  Grund- 
begriff der  Hylologie  133. 

—  Zurückführung  aller  Veränderungen 
auf  B.  118,  126. 

Bewegungslehre,  reine  133. 
Beweis  17,  381  f. 

—  und  Aufweisung  273,  756. 

—  und  Deduktion    29  f.,  39  f,  43. 

—  und  Demonstration  21. 

—  moralischer  223. 

—  transzendentaler  61  f.,  211. 

—  Vorurteil  der  Allgenugsamkeit  des 
Beweisverfahrens  5,  50  f.,  54,  199, 
211,  348,  355,  476. 

Bewußtsein  79,  81,  207  f.,  254. 

—  mittelbares  und  unmittelbares  51. 

—  unmittelbares  53. 

—  und  Erkenntnis  20,  51,  69,  83, 
207  f.,  215,  406. 

—  Einheit  des  B.  85,  309. 

—  überhaupt  208,  244  ff.,  361  ff. 
Bewußtseinsinhalt  361  ff. 
Bezeichnung,   endliche:    Satz    von    der 

e.  B.  512  f. 

—  Paradoxie  der  e.  B.  621  ff'. 

—  der    zweiten    Zahlklasse    623  ff. 

—  des  Kontinuums  621,  626. 
BUdkette  689  ff. 

Bode  246. 
Botanik  125. 
Burali-Forti  631. 

Cantor,  G.  482,  502,  507,  538,  548, 
595,  597,  604,  631,  636,  652,  659. 

Cantorsche  Normalform  584  ff. 

Chauveau,  A.  712  f.,  720. 

Chemie  124,  126. 

Chemische  Theorie  der  Muskelkon- 
traktion 720  ff. 

Chemotropismus  722  ff. 

Clausius  714. 

Cohen,  H.  43  f.,  76  ff.,  242,  324,  326, 
335,  840. 

Continuum  s.  K. 

Convergenz  s.  K. 
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Dcdckind,  K.  410,  502,   506,  540,  662, 
CCH,  670,  «)86. 

—  Tlioorio         der        Irrationalzahlen 
(D.scho  Schnitte)  177  tt". 

—  Tlicorie       der       ganzen       Zahlen 
(Kettentheorie)   6S5  ff. 

—  D.sches  Axiomsystem  091. 
Deduktion  22tV,  211  f.,    217ft',  477. 

—  empirische  279  ff.,   291  f.,  751  ff. 

—  metaphysische   Sl,   279,    283  ff. 

—  objektive  und  subjektive  64,    286  ff. 

—  transzendentale    s.    Transzendental. 

—  und  beweis  29  f.,  39  f.,  43. 

—  und  Demonstration  22  f. 

—  und  Induktion  29,  251,  274,  755  f. 

—  und  Spekulation  274  f. 

—  und     physiologische     Ableitung     s. 
Ableitung. 

—  der  mathematischen  Axiome  37. 

—  bei  Fries  und  bei  Kant  212,   276  ff. 

—  Logische  Form  der  D.  29  ff. 

—  Psychologische  Natur  der  D.   24  ff., 
87  t',  276  ff.,  355  f. 

—  Theorie  der  D.  25  ff. 
Detinition:  Begriff  der  D.  354,  377. 

—  und  Axiom  377  f.,  417  f. 

—  und  Kriterium  610. 

—  durch  Axiome  418  f. 

—  Gebrauch   der   Definitionen    in   der 
Mathematik  und  Philosophie  367. 

Deltamenge  614  f. 

Deltazahlen  603. 

Demokritos  324. 

Demonstration  21,  23,  217. 

Denken  und  Anschauen  s.  Anschauung. 

—  und  Erkennen  15,  62,  205,  230. 
Descartes  X,  102,  107,  119. 

De  Wette  195. 

Diagonalschluss  530,  532,  636. 
Dialektik  220. 

Dialektischer  Widerstreit  223. 
didvoiu  331. 
Differential  172  ff.' 
Differentialrechnung  167  ff. 
Differenzierbarkeit  167  ff. 

—  und  Stetigkeit  lO.^ff.,  408  f. 
Ding  an  sich  225,  448  ff.,  458,  471. 
Disdiaklastcn  725  ff. 
Di.sjunktion,  endsclioidbare  609  ff. 

—  zwischen  Kntsclieidbarkeit  und  Uu- 
entscheidbarkeit  614. 


Disjunktion  zwischen  Endlich  und  Un- 
endlich 506,  668 ff.,  673. 

—  vierfache  der  Vergleichung  495. 

—  —  angewandt   auf   die  Mächtigkeit 

von  Mengen  505  ff. 

angewandt  auf  die  Ordnungstypen 

537,  543. 
Diskursive    und     intuitive    Erkenntnis 

206  f. 
Distributives  Gesetz   der  Addition  und 
]\Iultiplikation  :  von  endlichen  Zahlen 
649. 

—  von  Mächtigkeiten  565  f. 

—  von  Ordnungszahlen  572. 

—  bei  unendlichen  Summen  153,  156  f. 

—  Analoga  für  Produkt  und  Potenz: 
endlicher  Zahlen  650  f. 

von  Mächtigkeiten  566. 

von  Ordnungszahlen  597f. 

Divergenz  151. 

Dogmatik,  religiöse  474  f. 

Dogmatisches  Verfahren  7,  9,  36,  211, 
259,  261  f.,  366,  369. 

Dogmatismus,  logischer  s.  Logisch. 

dol,aard  337. 

Dualismus  108. 

Du  Bois-Keymond,  P.  137. 

Dunkelheit,  ursprüngliche,  der  metaphy- 
sischen Prinzipien  6,  28. 

Dyadisches  Zahlsystem  568. 


Ebner,  V.  v.  717. 
Echter  Teil  490. 
Ehre  461. 
si'dr}  336,  340. 
Eigentlicher  Punkt  140. 

—  Teil  490. 

—  (aktual)  Unendliches  138  f.,  481. 
Einbildungskraft  469. 

—  l)roduktive  114,  746  f. 
Eindeutigkeit  des  Limes  152. 

—  einer  Zuordnung  502  f.,  536,  686  ff. 

—  umkehrbare  502,  511,536,  545,691. 
Einheit,    analytische    und    synthetische 

309  ff. 

—  synthetische  18,  79,  223,  225,  747. 

—  systematische    45  f.,   106,    128,  221. 

—  der  Apperzeption  79,  309  ff. 

—  des  Bewußtseins  85. 

—  und  Verbindung  206  ff. 
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Einheit,    Grundform    der    notwendigen 
E.  469  f.,  477. 

—  Grundvorstellung     der      objektiven 
synthetischen  E.  223,  225. 

Einsicht  und  Kenntnis  125,  406. 
Elastische     Theorie     der    Muskelkraft 

731  if. 
Eleatisch  324. 
Elsenhans,    Th.    84,   243,    247,   270  ff., 

745  ff. 
Empfindung  80,  114,  127,  206,  406. 

—  und  Gefühl  465. 

—  Sinnesempfindung  406,  454, 
Empirische    Begriffe    (und   Begriffe    a 

priori)  280  ff. 

—  Deduktion  279  ff.,  291  f.,  751  ff. 

—  Induktion  (und  rationelle)  273  ff.,  755. 

—  Naturwissenschaften  127. 

—  Theorie  (und  reine)  253. 

—  Walirheit  s.  Wahrheit. 
Empirismus    10,  43,  48,    55,  57,  63,  65, 

197,  206,  211,  218,  252. 

—  mathematischer  379,  425  f.,  430. 

—  Unzulänglichkeit  des  E.  60. 

—  Vorurteil  des  E.  67  f. 
Encke  94. 

Endliche   Bezeichnung   s.  Bezeichnung. 

—  Menge  506,  584. 

—  oder   unendliche    Größe    der    Welt 
449  f. 

—  Sein  448. 

Endlichkeit  der  Abschnitte  von  a  668. 

—  der  Kestmenge  585. 
Endzweck  460  f.,  471  f. 
Energiegesetz  12  f.,  48. 
Energieumwandlung    im  Muskel   711  ft\ 
Engelmann,  Th.  W.  714  ff.,  734  f. 
Entelechieenlehre  des  Aristoteles  107, 

118. 

Entscheidbarkeit    logischer    Disjunkti- 
onen 609  ff. 

Entwickelung  des  Geistes  244,   304  f. 

—  Gesetz  der  geistigen  E.  105  f. 
inuyayi]   10. 
Epsilon-Zahlen  604. 
Eifahrung :  Begriff  der  E.  453. 

—  Formen  der  E.  s.  Form. 

—  innere  s.  Innere. 

—  Abhängigkeit   von  Mathematik   und 
Philosophie  128. 

—  und  Metaphysik  48. 


Erfahnuig,  Bedingungen    der   Möglich- 
keit der  E.  211,  220,  268,  287  f.,  371. 

—  Prinzip  der  Möglichkeit  der  E.  32, 
62  f.,  211,  476. 

—  Begriff  der  E.  als  Voraussetzung  der 
Erkenntnistheorie  75. 

Erkenntnis,  Begriff  der  E.  20,  346 f., 
353. 

—  a  priori  s.  A  priori. 

—  assertorische  und  apodiktische  s. 
Assertorisch. 

—  mittelbare  und  unmittelbare  s.  Un- 
mittelbar. 

—  sinnliche  207. 

—  transzendentale    s.    Transzendental. 

—  und  Bewußtsein  20,  51,  69,  83, 
207  f.,  215,  406. 

—  und  Urteil  s.  Urteil. 

—  und  Vorstellung  20. 

—  Gesetz  der  zeitlichen  Entwicklung 
der  E.  105  f. 

—  Objektive  Gültigkeit  der  E.  s.  Ob- 
jektiv. 

—  Problem  der  Erkenntnis  18  ff.,  66, 
75,  212,  313  ff.,  346  ff.,  353  ff. 

—  Verhältnis  der  E.  zum  Gegenstande 
19  ff.,  66,  75,  200,  212  f.,  346  ff.,  368, 
446  ff. 

Erkenntnistheorie  21,  26,  52,  313  ff. 

—  und  Logik  75,  350  f. 

—  und  Metaphysik  371. 

—  und  Psychologie  42,  52,  75,  313  ff., 
352  ff.,  370  ff. 

—  Methode  der  E.  350  ff. 

—  Voraussetzungslosigkeit  der  E.  350, 
372. 

Erkenntnistheoretischer  Zweifel   350  ff. 
Erklärung     (der    Naturerscheinungen) 
454  f. 

—  Aufgaben  der  vollständigen  E.  1 1 9  f., 
126. 

—  Anwendbarkeit  der  Mathematik  als 
Bedingung  aller  E.  121. 

—  Schranken  der  wissenschaftlichen 
E.  121  f. 

—  Unmöglichkeit  Geistiges  aus  Körper- 
lichem und  Körperliches  aus  Geist- 
igem zu  erklären  111,  113. 

—  Unzulässigkeit  teleologischer  Erklä- 
rungsgründe 120,  471. 

Erlerntes  und  angeborenes  Wissen  405  f. 
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KrsrlioiniuiR    und    Ding    an    sich    123, 
22r.  f,    lis,   lU,  im  f.,  4(55  f.,    471. 

—  und  Schein  s.  Schein. 
Krzcu;:inij;sprinzipicn  645  ff. 

—  l'otitio  jirincipü  der  E.  G59. 
Ktliik:  Unablüingigkeit  von  der  Pliysik 

101,  111. 
Ethische  Weltansicht  111,  113. 
Kuklid  147,  583. 
Eukli.lisdics  Axiom  382  f.,  397,  427. 

—  Nicht-Euklidische   Geometrie  383  ft'. 
Evidenz  der  Anschauung  23,  28. 

—  der  mathematischen  Erkenntnis  381. 

—  der  psychologischen  Methode  27,  35. 

—  der    wissenschaftlichen    Erkenntnis 
452,  464. 

—  und  Gewißheit  28,  464. 

—  Gefühl  der  E.  359. 

—  Mangel   an   E.  bei   der   philosophi- 
schen Erkenntnis  IX,  XI,  23,  28. 

Ewige  Hoffnungen  122. 

—  und    endliches  Sein   229,   448,  465, 
467. 

—  Wahrheit  229. 

—  Weltordnung  458  f.,  462,  466,  472  f., 
474. 

Ewigkeit  471,  474. 
Exhaustion  157. 

E.xistcnz,  immanente  und  transzendente 
348,  362. 

—  mathematische  409. 

—  Logische    Möglichkeit    und    mathe- 
matische E.    416  ff.,    636  f.,    703. 

—  des  Limes  153,  186. 

—  einer  Menge  636. 

—  der  Monge  aller  Teilmengen  638. 

—  der  Uelegungsmenge  639. 

—  transfiniter  Mengen  662  f. 

—  versdiicdenor  Mächtigkeiten   526  ff. 
P^xposition  367. 

Falckcnherg,  R.  84. 

Fechner  439. 

P'ermatschor  Satz,  großer  424,612,  673. 

Fichte  IV,    XII,  42,  44,   53,    66,    78  f., 

246,  254  ff,  261,  313. 
Pick.  A.  712  ff,  720  f.,  7.33  f.,  738. 
I-ipurliche  Syntliesis  215,  747. 
Pingiert  s.  I.'neigentlich. 
Fischer,  E.  G.  125. 
Fischer,  K.  42,  71,  200ff.,  235  ff.,  270. 


Fliichcnmessung   146  ff.,  187  f. 
Form:  Begriff  der  F.  404. 

—  und  Gehalt  (Materie)  der  Plrkennt- 
nis  223,  225  f.,  282,  452  f.,  456,  468, 
469  f. 

—  des  inneren  Lebens  198,  218. 

—  der  Reriexion  105  f. 

—  der  systematischen  Einheit  45  f., 
106,  128. 

—  der  Vernünftigkeit  114,  198,  202, 
217. 

—  ^Mathematische  Anschauungsformeu 
(Formen  der  Zusammensetzung  )451  f., 
455  f.,  633. 

—  Metaphysische  Formen  der  Erfah- 
rung (Formen  der  Verknüpfung) 
452  f.,  455,  469  f. 

—  Unterordnung  der  mathematischen 
Formen  unter  die  metaphysischen  in 
der  mathematischen  Naturphilosophie 
133. 

—  Substanzielle  Formen   10,  107,  118. 

—  Wesenlosigkeit  der  F.  117  f. 
Formale  Apperzeption  82,  84  f.,  312. 

—  Bedingungen  der  Erkenntnis  468. 
633. 

—  Charakter  der  philosophischen  Prin- 
zipien 266  f. 

Frcge  413. 

Freiheit  des  Willens  462. 
Fries'   Autiösung   des   Ilumeschcn  Pro- 
blems 69. 

—  Begründung  der  Differentialrechnung 
168,  175. 

—  Begründung  der  Ideenlehre  220  ff., 
und  Ästhetik  477  f. 

—  Begründung  der  psychologisch-kriti- 
schen Methode  37. 

—  Deduktion  der  Unendlichkeit  der 
Ansciiauungsformen  633.  S.  a.  223, 
225  f.,  456,  459. 

—  Naturphilosophie  99,  134. 

—  Gesetz  der  Spaltung  der  Wahrheit 
104,  230  f. 

—  Theorie  der  Vernunft  301  ff. 

—  Geschichte  der  Philosophie  323, 
334,  340. 

—  angeblicher  Empirismus  43,  218. 

—  antrel)licher  Psychologismus  71  ff., 
241  ff.,  248  ff. 

—  und  Kant  391  ff. 
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Fries'  Verhältnis  zu  Jacobi  195  f. 

—  Mißverständnis  der  Fries'schen  De- 
duktion 43,  87  f.,  217  f. 

—  Schicksal  der  Fries'schen  Lehre  195. 
Funktion  158  ft'. 

—  stetige  160. 

—  difterenzierbare  168. 

—  nicht  difterenzierbare  169  f.,  408  f. 

—  mengentheoretische  528. 

—  gleiche,  verschiedene,  total  verschie- 
dene 529. 

Galilei  VIII,    X,   XII,  107,  118  f.,  401. 
Ganzes,  unendliches  488. 

—  Satz  vom  Teil  und  G.  s.  Teil. 

—  Zahlen,  s.  Zahl. 

Gauss  238,  246,  385,  405,  431  ff. 
Gefühl,  ästhetisches  469 ff.,  472. 

—  und  Empfindung  465. 

—  Wahrheitsgefühl  s.  Wahrheit. 

—  Überzeugung  aus  bloßem  G.  465  ff., 
470. 

Gegenstand  der  Erkenntnis  s.  Erkennt- 
nis. 

—  und  Inhalt  der  transzendentalen  (kri- 
tischen) Erkenntnis  41,  277. 

Gehalt  und  Form  s.  Form. 
Geheimnis,  notwendiges  470,  472. 
Geissler,  K.  659. 
Geist  und  Körper  107  ff.,  113. 

—  Mittelbarkeit  aller  Erkenntnis  frem- 
den Geisteslebens  111. 

Geistige  Schönheit  473. 

—  Selbständigkeit  des  g.  Lebens  111, 
460  f.,  463. 

—  Weltansicht  112  f.,  121. 

—  Unmöglichkeit  Geistiges  aus  Körper- 
lichem und  Körperliches  aus  Geis- 
tigem zu  erklären  111,  113. 

Genauigkeit  astronomischer  Längen- 
bestimmungen 94  f. 

—  der  Kaumanschauung  407  f. 
Genetische  Methode  241  ff.,  748  f. 

—  Psychologie  51  f.,  72,  244ff.,  291  f. 
Geologie  125. 

Geometrie  der  Lage  138,  141,  611. 

—  Nicht-Euklidische  383  ff. 

—  Verhältnis  zur  Arithmetik  und  Ana- 
lysis  409  ff. 

—  Verhältnis  zur  Erfahrung  378  f., 
395  ff.,  399  ff.,  426  ft\ 


Gerechtigkeit  461. 

Geschichte  der  Menschheit  305. 

—  philosophischer  Lehren  XI  ff. 

—  Schema   der  Gedankenentwickelung 
in  der  Philosophie  55  ft'. 

Gesetz  und  Tatsaclie  125,  127  f.,  266  f., 
453. 

—  und  Wesen  (Abhängigkeit  der  Dinge 
von  G.)  102  f. 

—  und  Wirklichkeit  365  f. 

—  Naturgesetz  s.  Natur. 

—  praktisches  (Sittengesetz)  460  ff. 

—  Kriterien  für  Grundgesetze  in  der 
Naturwissenschaft  132. 

Gestalt :  Mathematische  (reinanschau- 
liche) Natur  der  Gestaltvorstellungen 
114. 

—  Wesenlosigkeit  der  G.  117  ff". 

Gestaltung  als  hylologisches  Problem 
120. 

—  Mechanismus  der  G.  119  f. 

—  Prinzip  der  G.  107. 

Gestaltungskunde     oder     Morphologie 

124  f. 
Gewissheit:   Arten   der    G.    28,   300  f., 

457  f. 

—  der  Anschauung  27  f. 

—  und  Evidenz  28,  464. 
Glaube  448,  452,  457  ff.,  463. 

—  und  Wissen  122,  224,  226  ff.,  448, 
457  f.,  464,  466  f.,  475. 

—  Wurzel  des  religiösen  G.  452. 
Glaubensideen  458  f. 
Glaubenssymbol  473. 

Gleichheit  von  Großen  145,  415,  492  f., 

502. 
Goethe  120. 
Grapengiesser  77,  204. 
Grassmannsches  Axiom  415,  417. 
Gravitationsgesetz  8,  131,  197,  757. 
Grenzbegrift'  s.  Limes. 
Grüße,  unmeßbare  189. 

—  unendliche  481,  487. 

—  unendlich  kleine  189  f.,  398,  659. 

—  Antinomie  der  Weltgröße  s.  Anti- 
nomie. 

Grund  17  ff". 

—  Satz  vom  Grunde  17,  22,  216. 

—  Gleichartigkeit  des  Grundes  einer 
Erkenntnis  mit  dieser  39. 
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r'.ritndform,  metaphysische  (spekula- 
tive) 81,  lO'.H'.,  477.  S.  a.  (Trundvor- 
stcllung. 

Grundirosetze  s.  Gesetz. 

Grundsatz  des  Selbstvertrauens  der 
Vernunft  :$lf.,  146. 

—  der  Vollendung  222  f. 
Grundsätze:   der  Teilung,  Vergleicbung 

und  Ordnung  480  ff. 

—  Unbcwcisbarkeit  von  G.  17,  41,  43. 
216,  355. 

—  Kriterium  für  philosophische  G.  14  f , 
852,  ,"j5ff. 

Grundurteil  s.  Grundsatz. 

Grundvorstcllung  der  (objektiven  syn- 
thetischen) Einheit  83,  223,  225. 

Gültigkeit  der  Erkenntnis  20  ff.,  34, 
355 f.    (S.a.  Objektiv.) 

Guter  Wille  460  ff. 

Hiigerström,  A.  84. 

Hallier,  E.  72,  90. 

Handlung:  Wert  und  Zweck  der  II.  460. 

—  Zurechnung  der  II.  462. 
Ilankel  726. 

llaujitzahl  oder  Ilaupttypus  578, 

—  größte  580. 

—  als  Potenz  von  a  582. 
Hegel  IV,  XII,  31),  45,  101,  195. 
Helmholtz    12  f.,   48,   386,   395  f.,   400, 

405. 

Henke,  E.  L.  Tli.  195,  432. 

Herakleitos  325,  342. 

llerl)art  39,  73,  246  f.,  250. 

Hermann,  L.  717. 

Ilerschel  438. 

Ilossenberg  G.  37. 

Hubert,  D.  186,  418. 

Historische  imd  apodiktische  Gewiß- 
heit .300  f. 

—  Glaube  457. 

Hohe  eines  Zahlenpaares  516. 

—  einer  Ordnungszahl  592. 
IIun)l)oIdt,  A.  v.  238. 
Humcsches  Problem  45,  48  f.,  66  ff. 

—  Empirismus  59  ff. 

—  Skeptizismus  110,    197. 

—  Ansicht  von  der  Mathematik  375  f., 
401. 

Hylologic  als  Grundlage  aller  Wissen- 
schaft 121,  130. 


Ilylologische  und  morphologische  Welt- 
'ansicht  117  ff. 

IIyi>othesen :  Naturphilosophie  als  Dis- 
zijjlin  der  II.   132. 

—  Unmöglichkeit  von  H.  in  der  Ma- 
thematik 399  ff.,  423  f. 


Ich  25,  42,  208. 

—  individuelles  und  erkenntnistheore- 
tisches 361  ff. 

—  reines  53. 

Ideale  und  natürliche  Weltansicht  113, 

123,  224  ff. 
Idealisierung  der  Erfahrung  407  f. 
Idealismus,  empirisclier  109. 

—  transzendentaler  1 23, 198, 220, 224  ff., 
362,  476. 

Begründung  des  tr.  I.  bei   Kant 

und  bei  Fries  225  ff. 

—  und  Kritizismus  36. 
Idee  223. 

—  ästhetische  468  ff. 

—  spekulative  (Glaubensideen)  458  f., 
466  ff.,  470. 

—  transzendentale  220  ff. 

—  Negativer  Ursprung  der  Glaubens- 
ideen 123,  223,  458  f.,  468  f.,  475. 

—  Praktische  Bestimmung  der  Glau- 
bensideen 459  ff.,  463. 

—  des  Absoluten  222  ff. 

—  des  Guten  bei  Piaton  336. 

—  und  Naturgesetz  122  f. 

—  Kants  Ableitung  der  Ideen  aus  der 
Form  der  Vernunftschüsse  220  f. 

—  Kants  praktische  Begründung  der 
Ideen  32,  211,  476. 

—  Kants  regulativer  Gebrauch  der 
Ideen  als  Prinzii)ien  der  systemati- 
schen Einheit  221,  224. 

—  Fries'  spekulative  Begründung  der 
Ideen  221  ff'.,  477. 

—  Unmöglichkeit  einer  Wissenschaft 
aus  Ideen  123,  229,  466. 

Ideenlehre,  Platonische  323  ff. 
Identität  490. 

—  zweier  Mengen  503. 

—  der  Ai)perzeption  64. 

—  des  Bewußtseins  309. 

—  mathematische  und  logische  415. 
Identitätsphilosophie  199  f.,  235. 
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Immanentes    und    transzendentes   Sein 

348,  362. 
Induktion  128,  754  f. 

—  und  Abstraktion  7  ff.,  250  ff.,  402. 

—  und  Deduktion  11,  29,  2-51,  274,  755  f. 

—  und  Spekulation  251  ff.,  273,  754  ff. 

—  Abhängigkeit  von  der  ^lathematik 
402  f. 

—  Abhängigkeit  von  der  Naturphilo- 
sophie A'f.,  131  f. 

—  Theorie  der  I.  11,  252. 

—  empirische  und  rationelle  273,  755. 

—  unvollständige  253,  755. 

—  Bedeutung  der  I.  für  die  Philoso- 
phie 755. 

—  vollständige  oder  mathematische 
415  f.,  429,  648fi'.,  653 ff.,  657  ff., 
664  f.,  687. 

—  Definition  durch  I.  648,  664  f. 
Induktorische   und   spekulative   Natur- 
erkenntnis V  f. 

—  Naturphilosophie  100,  130. 
Infinitesimalrechnung   139,  167,  171  ff"., 

398,  481,  487,  659. 
Inhalt  und  Gegenstand   der  kritischen 

(transzendentalen)  Erkenntnis  41, 277. 
Inkomparable  Ordnungstvpen  537. 
Innere  Erfahrung  24  ft'.,  219,  294. 

—  Metaphysische  Voraussetzungen  der 
i.  E.  371. 

—  Verhältnis  der  i.  zur  äußeren  Er- 
fahrung 109. 

—  Sinn  106  ff.,  208,  230,  452. 
Inspiration  122. 

Intellektuelle  Anschauung  53,  55  f.,  57, 
61,  64,  67,  92,  198,  200,  255. 

—  Sj-nthesis  746  f. 

Intuitive     und    diskursive    Erkenntnis 

206  f. 
Ionische  Naturphilosophie  101. 
Irrationalzahl  s.  Zahl. 
Irreduzible  Gleichung  514. 
Irrtum     und     Wahrheit    15  fi'.,    214  ff'., 

317,  445  ff. 

—  und  Unvernunft  33. 


H. 


Jacobi,  F. 
Jeder  und  Alle 
Jourdain  633. 


oo, 


195  f. 


625. 


Kämtz  440. 

Kaiser,  K.  735  ff. 

Kalkül,  mit  Mächtigkeiten  561  ff. 

—  mit  Ordnungszahlen  569  ff. 

—  der  z/-  und  T-Mengen  614 f. 
Kants  Erfindung  der  kritischen  Methode 

10  f,  38. 

—  metaphysische  Grundlegung  der  Na- 
turphilosophie VI,  134. 

—  Ideenlehre  s.  Idee. 

—  transzendentaler  Idealismus  s.  Idea- 
lismus. 

-  Antinomieenlehre  s.  Antinomie. 

—  Kategorieenlehre  s.  Kategorie. 

—  Philosophie  der  Mathematik  376  ff. 

—  Mängel   der    Kantischen   Religions- 
philosophie und  Ästhetik  476  f. 

—  K.  und  Fries  391  ff'. 

—  Kant  -  Friesisches  Problem  235,  270, 
318 

—  K.und  Helmholtz  386  ff.,   395  f. 

—  K.  und  Hume  59  ff.,  63. 

—  Kantische  Schule  III,  XII. 

—  Kantisches  Voriu-tcil  61  ff.,  210  ff. 
Kardinalzahl  548  f.    S.  a.  Mächtigkeit. 
Kategorie  85,  133. 

—  Kants  Begründung  der  K.  32,  211, 
220. 

—  Leitfaden  zur  Auffindimg  des  Sy- 
stems (Metaphysische  Deduktion)  der 
K.  210,  220,  284. 

—  Transzendentale  Deduktion  der  K. 
211,  220,  285  ff'. 

—  Schematismus  der  K.  220,  222  ff. 

—  Rickerts  Kategorieenlehre  363  f. 

—  s.  a.   Metaphysische    Grundbegriffe. 
Kater  438. 

Kausalität  30,  58,  60,  364  ff.,  453. 

Kenntnis  und  Einsicht  125,  406. 

Keppler  VIII,  X,  XII,  120,  129,  131, 
197,  401,  403,  422. 

Kern  559  ff.,  673  f. 

Kerry  413. 

Kette  686  ff. 

Klein,  F.  384,  407. 

Körper  und  Geist  107  ff.,  113. 

Unmöglichkeit  Körperliches   aus 

Geistigem  und  Geistiges  aus  Körper- 
lichem zu  erklären  111,  113. 

Kombination:  Entstehung  der  ästhe- 
tischen Ideen  durch  K.  468  f. 
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Kominutiitivcs     Gesetz  :    der    Addition 
für  (Midlidie  Zalilcn  G50. 

für  Miiclitijikeiten  5G4,  56G. 

_  —  fiir  Onlmiujiszahlen  570. 
für  unendliche  Reihen  15G  f. 

—  der  Miilti])likation    für   endliche 
Zahlen  G51. 

für  Mächtigkeiten  5G4,  5G6. 

für  Ordnungszahlen  572. 

_  —  Synthetischer   Charakter    des  k. 

G.  d.  M.  41G. 
Komplementäre  Teilmengen  505. 
Komplexe  Zahlensysteme  385,  412,  657  f. 
Kongruenzaxiom  379. 
Konseiiucnz :    Bedingter   Wert    der   K. 

in  der  Philosophie  240,  3G8f. 
Konstitutives  Prinzip  45  ff. 

der  Matliematik  4G,  423  ff. 

der  Metaphysik  45  ff. 

der  Naturlehre  99. 

einer   empirischen   Theorie  757. 

Konstitutive  Theorie   131. 
Konstruktion  114  f. 

—  des    Mechanismus    jjhysischer    Pro- 
zesse IUI  f.,  129. 

—  mathematische   der   metaphysischen 
Gmndbegriffe  101,  112,  133. 

Kontinuum  532  ff. 

—  als  Helegungsmenge  567. 

—  K.-Problem  533,  555,  703. 

—  Endliche   Bezeichnung   des  K.  621. 
626. 

—  Wohlordnung  des  K.  637. 

Konvention :    Die  Axiome  als  K.  428  f. 

—  Das  Sittengesetz  als  K.  464. 
Konvergenz  einer  Folge  149. 

—  einer  Summe  (Reihe)  155. 

—  absolute  156. 
Konzentrische  Systeme  676. 
Kosmogenie :    Unmöglichkeit    einer    K. 

100  ff.,  121. 
Kraft  453,  455. 
Kriterium  (Regel)  der  Wahrheit  19  ff., 

200  f,  212,  2 14  f.,  .349,  351,  355,  368, 

447,  457. 

—  und   Definition   (der   Transzendenz) 
GlÜ. 

Kriforicn  in  der  Mathomatik  421. 

—  Die  philosophischen  Grundsätze  als 
K.  205,  270. 


Kritik  der  Vernunft  3,  67,  70  f.,  76, 
110,  217,  235,  277  f. 

—  der  praktischen  Vernunft  221,  464. 

—  Anthropologischer  (psychologischer) 
Charakter  d.  K.  d.  V.  s.  Anthropo- 
logisch. 

—  Verhältnis  der  K.  zum  System  der 
Metaphysik  .SO,  39  f.,  42  ff ,' 203,  278. 

Kritische  Grenzbestimmung  der  ver- 
schiedenen Weltansichten  230  f. 

—  Logik  3G7. 

—  Mathematik  37,  385,  489. 

—  Methode  VII  ff.,  7,  73  ff. 

—  und  genetische  Methode  72,  241, 
260  f. 

—  und  induktorische  Methode  7  ff., 
250  ff. 

—  Prinzip  31  f. 

—  Schule  Ulf. 
Kritizismus  als  Methode  35  f, 

—  nicht  Idealismus  36,  261. 

—  Vorteile  des  K.  28,  57. 
Kronecker  608  ff.,  620,  705. 
Krümmungsmaß  384. 

Lage:  Geometrie  der  Lage  s.  Geometrie. 
Laplace  434  f. 

Leben  und  Mechanismus  HO  f. 
Lebenskraft  120. 

Leerheit  der  Reflexion  18,  54  f.,  58, 
62,  69. 

—  aller  rein  vernünftigen  Formen  267. 
Leibniz  252,  2G9,  414,  430. 

—  logischer  Dogmatismus  41,  57,  430. 

—  Bezeichnungsweise  in  der  Differen- 
tialrechnung 171  ff. 

—  IMonadenlehre  109. 

Leitfaden   zur  Auffindung  des  Systems 

der  Kategorieeu  210,  220,  284. 
Leser,  H.  84. 
Lie  407. 
Liebe  473. 
Liebmann,  0.  272. 
Limes,  analytischer  148  ff. 

—  meugentheoretischer  540,  542  f. 

—  einer'  Menge   von    Ordnungszahlen 


00 


5  ff. 


—  von  Ilauptzahlen  580. 

—  von  Deltazahlen  G03. 

—  von  Epsilonzahlen  605. 

—  von  Zetazahlen  607. 
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Limes  von  Summe,  Produkt  und  Potenz 

599,  052. 
Limes-ÄIächtiiikeit  554. 
Limes-Zahl  552,  555  ff. 
Lipps,  Th.  242. 
Lobatschewsky  383  ff.,  395. 
Locke  43,  197,  218,  252. 
Lösbarkeit  von  Problemen  s.  Problem. 
Logik  413. 

—  allgemeine  750. 

—  anthropologische  und  philosophische 
249  f.,  748  ft". 

—  formale  87. 

—  kritische  36  f. 

—  reine  750. 

—  Verhältnis  zur  Erkenntnistheorie 
75,  351. 

—  Verhältnis  zur  Mathematik  59  f., 
376 f.,    380,  387 f.,    391  f.,    412-421. 

—  Verhältnis  zur  Metaphysik  3,  54  f., 
61,  64  f.,  77  f.,  278  f. 

—  Verhältnis  zur  Psychologie  36  f., 
249  f.,  278  f.,  369  ff. 

—  Vorurteil  der  traditionellen  L.  56, 69. 
Logischer  Dogmatismus  10,  41,  50,  68  f., 

197,  430. 

—  Möglichkeit  und  mathematische  Exi- 
stenz s.  Existenz. 

—  Prinzip  47,  423. 

—  Begründung  der  mathematischen 
Induktion  664,  687. 

—  Unbegründbarkeit  der  mathema- 
tischen Induktion  durch  Erzeugungs- 
prinzipien 659. 

—  Vollständigkeit  und  Entscheidbar- 
keit  608  ff. 

—  Zweckmäßigkeit  471  f. 
Xoyianos  333  f.,  336,  342. 
Logizismus,  mathematischer  663,  705  f. 
Lustgefühl  und  Wahrheitsgefühl  359  ff., 

370. 

Mach,  E.  405  ff. 
Mächtigkeit  502. 

—  abzählbare  509. 

—  endliche  548. 
Masse  107  ff.,  117,  455. 
Materie  453. 

—  und  Form  der  Erkenntnis  s.  Form. 
Materialismus  108  ff. 

Mathematik,  angewandte  116. 


Mathematik,  kritische  37,  385,  489. 

—  kritische  bei  Piaton  321  ff. 

—  Apodiktizität  der  M.  59,  381,  425  ff. 

—  Beschränkte  Anwendbarkeit  der  M. 
in  der  Psychologie  27,  112. 

—  Verhältnis  zur  Erfahrung  378  f., 
395  ff.,  402  ff.,  407  ff. 

—  Verhältnis  zur  Induktion  402  f. 

—  Verhältnis  zur  Logik  s.  Logik. 

—  Verhältnis  zur  Naturwissenschaft 
420. 

—  Konstitutives  Prinzip  der  M.  46, 
423  ff. 

—  und  Idee  467. 

—  Philosophie  der  M.  37,  100,  386, 
429. 

—  Anwendbarkeit  der  M.  als  Bedingung 
der  Möglichkeit  theoretischer  Er- 
kenntnis (oder  der  Subsumtion  der 
Beobachtungen  unter  die  metaphy- 
sischen Grundbegriffe)  27,  116,    121. 

Mathematische  Anschauung  und  Sinnes - 
anschauung  114  ff.,  378  f. 

—  Anschauung  als  Grundlage  der  Ein- 
heit unserer  Welterkenntnis  115  f. 

—  Anschauungsformen  s.  Form. 

—  Erkenntnis  als  verbindendes  Mittel- 
glied zwischen  empirischer  und  phi- 
losophischer 27,  116,  128  ff,  339  f., 
426,  453  f.,  466  f. 

—  Ursprung  der  mathematischen  Ge- 
wißheit 373  ff. 

—  Vereinigung  von  Notwendigkeit  und 
Anschaulichkeit  in  der  mathema- 
tischen Erkenntnis  128,  381,  426. 

—  Lösbarkeit  m.  Probleme  s.  Problem. 

—  Konstruktion  der  metaphysischen 
Grundbegriffe  101,  112,  133. 

—  Methode  in  der  Philosophie  376,  381. 

—  Naturphilosophie  s.  Naturphilo- 
sophie. 

Maxime,  leitende  der  Induktion  V,  48, 
252,  265,  272  ft'.,  757. 

—  heuristische    (Zweckmäßigkeit)  471, 
Mayer,  R.  48. 

Mechanik :  Postulat  der  Zurückführung 
der  Naturerscheinungen  auf  mecha- 
nische Prinzi])icn  118  f.,  126,  455. 

—  Philosophische  Grvmdgesetze  der  M. 
129    455. 

—  des  Himmels  IX,  93  f. 
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Mechanismus  der  Gestaltung  11!». 

—  und  liClien  1 10  f. 
Monee  501  ff. 

—  abzahlbare  508  ff. 

—  geordnete  53 1  ff. 

—  wohlireordnete  538  ff. 

—  aller  Dinge  028,  633,  662. 

—  aller  Funktionen  529  f. 

—  aller   ganzen   Zahlen    138  f.,   508  f., 
645,  661  ff. 

—  aller  Ordnungszahlen  631  f. 

—  aller  Mengen  628  ff. 

—  aller   Mengen,   die   sich   nicht   ent- 
halten 629. 

—  aller  Teilmengen  527  f.,  567  f. 

—  Äquivalenz  zweier  M.  502. 

—  Identität  zweier  M.  503. 

—  Teil  einer  Menge  504. 
Messung  177. 

—  Flächenmessung  146  ff.,  187  f. 

—  Winkelmessung  143  ff".,   487  f.,    491, 
500  f. 

Meta]ihYsik:  Begriff"  der  M.  3,  278. 

—  als  Wissenschaft  48,  67  f.,  345. 

—  Grund  der  Unsicherheit  der  M.  49,  54. 

—  der  Natur  99,  101,  134. 

—  des  Kalküls  100. 

—  Verhältnis  zur  Kritik  s.  Kritik. 

—  Verhältnis  zur   Logik   3,   54  f.,   61, 
64  f.,  77  f.,  278  f. 

—  Verhältnis    zur    Naturwissenschaft 
VI,  48. 

—  Verhältnis  zur  Psychologie  27,   30, 
42  ff,  250 f.,  2.53  ff.,  278,  371. 

—  Beschränkte  Anwendbarkeit   in  der 
Psychologie  27,  74 f.,  112. 

—  Konstitutives    Prinzip    der  M.  45  ff. 
Metaphysische  Deduktion   (Erörterung, 

Zergliederung)  11,  81,  254,  279,  283  ff". 

—  Ursjirung   der    metai)hysischen   Er- 
kenntnis 18,  53  ff.,  59. 

—  Formen  der  Erfahrung  s.  Form. 

—  Gmndform  s.  Grundform. 

—  Grundbegriffe    101,    112,    llü,    210. 

—  Grundsätze  18,  22,  27. 

—  Basis  der  Naturphilosophie  VI. 

—  Mathomati.sche  Konstruktion  der  m. 
Grundbegriffe  101,  112,  133. 

Methode:  Wert   wissenschaftlicher  M. 
VII  Iff 

—  zu  Streiten  239. 


Re- 


Methode, kritische  s.  Kritisch. 

—  l)rogressive   und   regressive 
gressiv. 

—  transzendentale   s.   Transzendental. 

—  zergliedernde  s.  Zergliedernd. 
Methodisches  Prinzip  40  f. 

—  Regeln  der  Naturforschung  99,  127. 
Meyer,  J.  B.  203,  205,  298. 

Mill,  J.  399  f.,  403  f. 

Mineralogie  12^. 

Mittelbare  und  unmittelbare  Erkenntnis 
s.  Unmittelbar. 

Mittelbarkeit  der  Reflexion  18,  54  f., 
58,  62,  09.  306  f.,  311  f.,  446. 

Modalischer  Unterschied  der  Erkennt- 
nisse 28,  300. 

Möbius  238. 

Möglichkeit  und  Unmöglichkeit :  lo- 
gische und  synthetische  387. 

—  Logische  M.  und  mathematische 
Existenz  s.  Existenz. 

Monddistanzen  als  Mittel  der  Orts- 
bestimmung 94. 

Moralische  Beweise  223. 

Morphologie  124  f. 

Morphologische  und  hylologische  Welt- 
ansicht 117  ff. 

—  Unselbständigkeit  der  morpholo- 
gischen Weltansicht  117,  120  f. 

—  Unmöglichkeit  eines  morpholo- 
gischen Weltprinzips  120. 

Müller,  G.  E.  725,  728  ff". 
Müller,  Johannes  731  ft'.,  741. 
Multiplikation      von      Irrationalzahlen 
(Schnitten)  184. 

—  von  Mächtigkeiten  566,  594. 

—  von  Ordnungszahlen  571,  595  f. 
Muskelproblera  707  0'. 
Mystizismus  57,  07  ff. 

—  mathematischer    137,    142  f.,    166  f. 

Nablamenge  614. 

Naiver  Standjjunkt  in  der  Theorie  der 

ganzen  Zahlen  507,  663. 
Natorp,  P.  241,  335. 
Natur:    Begriff  der  Natur  101  ff.,    453. 

—  kein    abgeschlossenes    Ganzes    472. 
Naturanlage :    Philosophie   als   N.  und 

als  Wissenschaft  4. 
Naturgesetz  127,  453. 

—  und  Idee  122. 
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Naturgesetz  und  Sittengesetz  462. 

—  Allgemeinste  Naturgesetze  222,  455. 

—  luduktorische      und      uaturpbiloso- 
phische  Ableitung  von  N.  131  f. 

—  Selbständigkeit  der  N,  120  f. 
Naturgesetzlicber  Charakter  d.  raensch- 

licheu  Erkenntnis  113,  223  f.,  453. 
Natiirliche  und  ideale  Weltansicbt  224  ff. 
NaturphilosopLie :  Begriif  und  Aufgabe 

der  N.  89  ff. 

—  Jonische  101. 

—  Gegensatz    zwischen   Newtons    und 
Schellings  N.  Vf.,  91  ff. 

—  Unentbebrlichkeit    der    N.    für    die 
Physik  98  f.,  101. 

—  Stellung    im    Ganzen     der    Natur- 
wissenschaften 126  ff. 

—  Verhältnis   zur   Induktion  V,  131  f. 

—  mathematische  und  induktorische 
100,  130. 

—  Mathematische  N.  als  reine  Bewe- 
gungslehre 133. 

—  Verhältnis  der  mathematischen  N. 
zur  Physik  131  f. 

—  Newtons  Prinzipien  der  N.  188  f. 

—  Kants  metaphysische  Grundlegung 
der  N.  VI,  134. 

—  Fries'  mathematische  N.  134. 
Naturwissenschaft:  Begriff  der  N.  453. 

—  Verhältnis  zur  Mathematik  420,  453. 

—  Verhältnis  zur  Metaphysik  48. 

—  Verhältnis  zur  Philosophie  IV  ff. 

—  Schranken  der  naturwissenschaft- 
lichen Erklärung  454,  468  ff. 

—  UnvoUendbarkeit  der  naturwissen- 
schaftlichen Erkenntnis  456. 

—  und  Ästhetik  469  ff.,  478. 

—  Abhängigkeit  von  der  Philosophie 
VI,  98  f.,  101,  128  f. 

—  Mathematisch-philosophische  Grund- 
lage aller  N.  116,  129  f. 

—  Aufgaben  der  N. :  Konstruktion  des 
Mechanismus  und  Erforschung  der 
Gesetze  119  f. 

—  Einteilung  der  N.  124  ff. 
— -  empirische  127. 

Naturwissenschaftliche  und  ideale  Welt- 
ansicht 113,  123,  224  ff. 

Neigung  461,  472  f. 
Nelson,  L.  745  ff'. 
Neoplatouismus  IV  f.,  67,  69,  101. 


Ncukantische  Schule  43,  45,  70  f.,  243, 

257. 
Newton  V,  VIII,   X,   XH,  8,   93,   107, 

119  f.,  129,  131,  133  f.,  171,  197. 
Nicht-abzäblbare  Mengen  531  ff. 
Nicht-Euklidische  Geometrie  388  ff. 
Nietzsche  XII. 
vöriCLg  333 f. 
Normalbcwußtsein  53. 
Normalform,  Cantorsche  584  ff. 
Notwendige  Verknüpfung  452  f. 

—  Wahrheiten  8,  127,  379  f.,  387. 
Notwendigkeit  206. 

—  logische  und  synthetische  387. 

—  und  Allgemeingültigkeit  203,  209. 
378  f.,  406  ft\ 

vovs  53,  336,  33ß. 

Objektive  Gültigkeit  der  Erkenntnis 
20  ff,  34,  59,  83,  212  ff.,  445  ff,  452. 

Entscheidung  der  o.  G.  der  Er- 
kenntnis 18  ff,  75,  212  ff,  318  ff., 
346  ff.,  354  ff. 

Objektives  Prinzip  der  ästhetischen 
Urteile  477. 

Objektiv  und  Subjektiv  256,  279. 

Deduktion  64,  286  ff. 

Methode    der     Begründung    23, 

241,  315. 

—  —  Ansicht  der  Körperwelt  117. 
Zweckmäßigkeit  472. 

Oken  101. 
Olbers  488. 
Ordinalzahl  548. 
Ordnendes  System  677. 
Ordnung  489  ff. 

—  äquivalente  493. 

—  der  ganzen  Zahlen  509  f. 

—  durch    ein  Teilmengensystem  674  ff. 

—  einer  Menge  535. 

—  lineare  535. 
Ordnungstypus  536. 

—  endlicher  548. 

—  Inkomparabilität  von  0.  537. 
Ordnungszahl  548  ff. 

—  Kalkül  mit  0.  569  ff. 

—  Addition  der  0.  570. 

—  Multiplikation  571. 

—  Potenz  582,  595,  597  ff. 
Ortsbestimmung  nach  dem  Prinzip  der 

Mouddistauzeu  94  f. 
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Ostwald   18. 

Paradoxon  der  Wiukelvergleicliung  143, 

•187  f. 

—  der  endlichen  Bezeichnung  G21f. 

—  oleiiiontare  IGOf. 

—  ultralinitc  (j27  ff. 

—  von  Russell  629. 
Parallelonaxiom  382  ff.,  GIO. 
Parallelcnthcorie  139  ff,  382  ft". 
I'arallclisnuis  /wischen  den  Tafeln  der 

Urteilsfornien  und  der  Kategorien  210. 
Parmenides  320,  334. 
Peano  tj59. 
Person  und  Sache  113. 

—  Würde  der  P.  111,  4G1,  463. 
Priicht  461  f.,  473. 

Phaidon  326,  335. 

Phaidros  326. 

Philosophie  und  Philosophieren  73,  345. 

—  Zusammenhang  mit  Erfahrung  durch 
Mathematik  s.  Mathematik. 

—  Griechische  Einteilung  in  Logik, 
Ethik  und  Physik  102. 

Pliilosophische   Anthropologie  26,   749, 

755. 
Phoronomische  Gesetze  133. 
Phvsik  124,  126. 
— 'Aufgahen  der  Ph.  128. 

—  experimentelle  und  mathematische 
131. 

—  bei  den  Griechen  102. 

—  kulturelle  Bedeutung  der  mathema- 
tischen Ph.  93  ff. 

Physikalische  und  ethische  Weltansicht 
in. 

Physiologische  Ableitung  64,  279  ff.,  289, 
751  ff. 

Physiologische  Theorieen  der  Muskel- 
kontraktion 709  ff. 

Piatons  Erkenntnistheorie  53,  56;  66  f., 
245,  269,  4U6,  426. 

—  kritische  Mathematik  821  ff. 

—  Ideenlehre  323  ff. 

—  Idee  des  Guten  336. 
Platoniker:  Streit  der  P.  und  Aristote- 

likcr  .55  f.,  65  ff. 
Piatonismus  56,  65,  67.    S.  a.  Neopla- 

toni.smus. 
Poincan-  426  ff.,  630,  655. 
Poüteia  326,  337. 


Politische  Weltansicht  113. 

Positive  Religion  473  ff. 

Posselt  433. 

Postulat  der  äquivalenten  Teile  491. 

—  der  äquivalenten  Ordnung  493. 

—  von    Teil   und    Ganzem  144  f.,    147, 
488,  544. 

—  von  Kronecker  608. 

—  der   Parallelen   s.    Parallelenaxiom. 

—  der  einmaligen  Auswahl  638  f. 

—  der  Existenz  der  Menge  aller  Teil- 
mengen 638. 

—  Auswahlpostulat  von   Zermelo  640, 
703. 

—  der  iterierten  Auswahl  640  ff. 

—  der    logischen    Unabhängigkeit    der 
Axiome  382. 

—  der   systematischen  Strenge   381  f., 
409,  412,  414. 

Potenz  von  Mächtigkeiten  566. 

—  des  Typus  a  582. 

—  von  Ordnungszahlen  595  ft'. 

Prädikable  und  imi)rädikable  Prädikate 

629. 
Pragmatische  Weltansicht  113. 
Praktische  Bestimmung  der  Ideen  459 ff., 

463. 

—  Vernunftgesetz  460  ff'.,  463  f. 
7tpä|ig  333. 

Primat  der  praktischenVernunft  32,  476. 
Primzahl  520  f.,  609. 
Prinzip :  Begriff"  des  P.  46. 

—  der   Möglichkeit  der  Erfahrung  32, 
62  f.,  211,  476. 

—  konstitutives  und  methodisches  46  f. 

—  konstitutives    der    Mathematik    46, 
423  ff. 

—  konstitutives   der   Metaphysik  45  ff'. 

—  konstitutives   und  regulatives   47  f., 
757. 

—  konstitutives  P.  der  Naturlehre  99. 

—  kritisches  31  f. 

—  logisches  47. 

Prinzipielle  Lösbarkeit  von  Problemen 

421  ff. 
Problem  der  Erkenntnis:  s.  Jlrkenntnis. 

—  Ilumesches  s.  Hume. 

—  Kant-Friesisches:  s.  Kant. 

—  der  Transzendenz  s.  Transzendenz. 

—  der  Trichotomie  s.  Trichotomie. 
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Problem :  Kontinuum-Problem  s.  Konti- 
nuum. 

—  Lösbarkeit  mathematischer  Probleme 
421  ff.,  611  ff. 

—  Unauflösliche  P.  470,  472. 
Produkt  s.  Multiplikation. 
Produktive  Einbildungskraft  114,  746  f. 
Progressive  und  regressive  Methode  s. 

Regressiv. 

Projektiver  Fundamentalsatz  611. 

Propädeutik   der   Metaphysik   42,  278. 

Psychisch-anthropologische  "Weltansicht 
112  f. 

Psychische  Anthropologie  87,  244,  250. 

Psychologie :  Genetische  (deskriptive) 
P.  und  Theorie  der  Vernunft  (philo- 
sophische Anthropologie)  26,  243  f., 
291  ff. 

—  Beschränkte  Anwendbarkeit  der 
Mathematik  und  Metaphysik  in  der 
P.  27,  112. 

—  Verhältnis  zur  Erkenntnistheorie 
42,  52,  75,  313  ff,  352  ff.,  369  ff. 

—  Verhältnis  ziu-  Logik  36  f.,  249  ff., 
278,  369  ff. 

—  Verhältnis  zur  Metaphysik  30,  42  ff'., 
250  f.,  253  ff.,  278,  371. 

—  Verhältnis  zui"  Philosophie  1,  40  ff., 
52. 

—  Verhältnis  zur  Transzendentalphi- 
losophie 41  f.,  293  ff. 

—  Verhältnis  zur  Physik  111. 

Psychologische  Xatur  der  transzenden- 
talen Erkenntnis  (Deduktion,  Kritik)' 
24  ff.,  198  ff.,  201  ff..  276  ff.,  318,  355  f. 

Psychologismus  40ff,  71  ff,  241  ff,  248ff. 

257. 
Pythagoreer  Vm,  324  f. 

Quaestio  facti  und  quaestio  juris  282, 

317  f.,  353,  355  f. 
Qualität,  sinnliche  114. 

—  Unableitbarkeit  der  Q.  108,  120,  454. 
Quid  facti  und  quid  juris  26,  35,   212, 

280. 

Rationalismus  58,  206,  258,  476. 
Rationalistisches  Vorurteil  199,  211. 
Rationalzahl  514,  518. 
Raum :  geometrischer  und  physikalischer 
404. 


Raum:  Unendlichkeit  des  R.  449 f.,  456. 
Raumanschauung  :    Genauigkeit  der  R. 

407  f. 
Raumvorstellung  406. 
Reduktive  Methode  258. 
Reflexion :  Analytische  Natur  der  R.  58. 

—  Leerheit   und   Mittelbarkeit  der  R. 
18,  54  f.,  58,  62,  204  f.,  306  f. 

—  Unentbehrlichkeit  der  R.  67. 

—  Theorie  der  R.  306  ff. 

—  Formen  der  R.  105  f. 

—  und  Anschauung  51,  58,   68,    206  f. 

—  und  Assoziation  16. 

—  und  innerer  Sinn  208. 

—  und  Vernunft  s.  Vernunft. 

—  und  unmittelbare   Erkenntnis  Soff., 
62,  69,  304  ff.,  446. 

ReÜexionsbegriffe  334. 

—  Amphibolie  der  R.  109,  229. 
Regel  der  Wahrheit  s.  Kriterium. 

—  der  Erforschung  der  Naturordnuug 
98  f. 

Regressive  Methode  3  ff.,  197,201,251, 

258  ff.,  352,  456. 
Regressus  :    Prinzip  der  Unmöglichkeit 

des  unendlichen  R.  220  f.,  477. 
Regulatives  Prinzip  47  f.,  757. 
Reine  Anschauung  116,  127,  379,  404  f., 

408,  424  ff. 

—  Apperzeption  208,  746. 

—  Ich  53. 

—  Selbsttätigkeit  114,  208. 

—  und  empirische  Theorieen  253. 
Religion  und  Wissenschaft  443  ff.,  464  ff., 

475  f. 

—  positive  473  ff. 
Religiöse  Dogmatik  474  f. 

—  und  historischer  Glaube  457  f. 

—  Wurzel  des  r.  Glaubens  452. 

—  Gefühl  465  ff.,  470  f. 

—  Geheimnisse  470  f. 

—  Ideen  458  f.,  466  f. 

—  Symboük  473  ff. 
Religionsphilosophie  468,  477, 
Reinhold  41  f.,  53,  253  f.,  256. 
Rest  541  ff. 

—  eines  Produktes  576. 

—  Größter  Resttypus  586. 

—  Menge   der  R.  einer  Ordnungszahl 
585  ff. 

Restesystem  684  f. 
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Rezeptive  Spontaneität  207. 

Hezcptivität  307  f. 

Hichtun}!  einer  ticradcn   130  ff.,  490. 

Hi.kert,  11.  53,  343 ff. 

Riehl  73  ff. 

Rieinann  3S5,  391,  395,  400. 

Riemannsche  Geometrie  384. 

Romantik  478. 

Russclsches  Paradoxon  482,  G27,  629  f. 

Samkowy  717. 
autpTivfia  342. 
Schein  und  Erscheinung  228,  448,  451. 

—  transzendentaler  32,  221,  448,  476. 
Scheler,  M.  84,  241,  243,  258,  266. 
Schelling  IV  ff,    XII,    53,    92,    94,    98, 

101,  195,  254,  256. 
Schema  (der  Kategorie)  30,  220,  222  ft". 

—  der  Gedaukenentwickelung  in  der 
Piiilosoi)hie  55  ff. 

Schematismus  der  Kategorieen  220, 
222 ff.  S.  auch:  Mathematische  Kon- 
struktion. 

—  sittlicher  223. 
Schiller  477  f. 
Schieiden,  M.  J.  90,  238. 
Schleiermacher  195. 
SchlömUch  238. 

Schluß,  als  analytisch  -  hypothetisches 
Urteil  16,  39. 

—  von  n  auf  n -\-  1  s.  Mathematische 
Induktion. 

—  Bedeutung  der  Schlüsse  in  der 
Matliematik  376,  381,  414,  419. 

Schiuliform  und  Urteilsform  221. 
Schmulewitsch  717. 
Schneider,  0.  336. 

Schnitt  im  Gehiet  der  Rationalzahlen 
(Dedekindscher  Schnitt)  180 ff. 

—  im  Gehiet  der  Irrationalzahlen  (Sek- 
tion) 183. 

Schocnfließ  482. 

Schönheit :  Mathematische  Unautilöslich- 
keit  der  Seh.  122. 

—  NVahrheit  der  Seh.  478. 

—  geistige  und  kör])erliche  473. 
Schonheitsgcfuhl  469  ff.,  472. 
Scholastiker  118. 
Sclioiionhauer  XII. 

Schranken  un.serer  Erkenntnis  222  f., 
226,  451,  454,  456  f.,  459,  468  tf. 


Schröder,  E.  403,  522. 
Schwann  731  ff.,  740. 
Schwarz,  H.  A.  620. 
Sein,    immanentes    und   transzendentes 
348,  362. 

—  als  Urteilsprädikat  362,  369. 

—  und  Sinn  der  Urteile  354  f. 

—  und  Solleu  358  f. 
Selhstheohachtung  26  f.,  201,  218,  250, 

356,  358,  360,  366. 
Selbsthewußtsein  208. 

—  als  einzige  Form  unmittelbarer  Er- 
kenntnis des  Geistigen  111. 

Selbsterkenntnis  208. 
Selbsttätigkeit  (Spontaneität)  und  Will- 
kürlichkeit 35,  209,  304  ff.,  446. 

—  erregbare  207. 

—  reine  114,  208. 

—  urs]trüngliche  25. 
Selbstvertrauen    der  Vernunft   31,   34, 

214,  218  f.,    226,  229,  446,  448,  452. 
Sinn  (äußerer  und  innerer)  106  ff.,  452. 

—  innerer  106  ff"..  208,  230,  452. 

—  und  produktive  Einbildungskraft  1 14. 

—  und  reine  Vernunft  25,  456,  459,  461. 

—  Trennung  der  verschiedenen  Sinne 
115. 

—  Verbundenheit  der  Anschauungen 
der  verschiedenen  Sinne  durch  die 
mathematische  Anschauung  115  f. 

—  der  Geschichte  471. 
Sinnenwelt  102  f.,  123. 
Sinnesanschauung    und    mathematische 

Anschauung    s.    Mathematische    An- 
schauung. 

—  Ursprüngliche  Klarheit  der  S.  105. 
Sinnesem])findung  406. 

—  Unablcitbarkeit  der  S.  454. 
Sinnestäuschung  22,  215. 
Sinneswahrnehmung     und     Erfahrung 

452  f. 

—  und  Urteil  356  ff. 

Sinnliche  Anregung  25,  114,  207  f.,  223, 
225. 

—  Erkenntnis  207. 
Sinnlichkeit  79 f.,  225 f.,  308. 
Sittliches  Schematismus  223. 
Sittlicher    Gebot    (Sittengesetz)    461  ff. 

—  als  Begründungsmittel  der  trans- 
zendentalen Ideen  211,  221, 

Skeptische  Methode  9,  36. 
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Skeptizismus  35  f.,   69.    197,   211,   445. 
Sokrates  10,  38,  56,  66,  101,  245,  325, 

334. 
Sollen  und  Müssen  462. 

—  und  Sein  358  f. 
Spekulation  258  ff. 

—  und  Deduktion  274  f. 

—  und   Induktion    251  ö\,    273,    754  ff. 
Spekulative  Begründung  der  Ideen  476  f. 

—  Glaube  459^^  468. 

—  (metapbysische)  Grundform  84, 469  f., 
477. 

—  Ideen  s.  Idee. 

—  und  induktorische  Naturerkenntuis 
Vf. 

—  Physilj  92  f. 

—  Unvermögen   der  spekulativen  Ver- 
nunft 210,  220  f. 

Spiritualismus  108  ff. 
Spontaneität    des    Erkennens   66,   209, 
304 f.,  307 f.   S.  auch:  Selbsttätigkeit. 

—  rezeptive  207. 
Stallo  399. 
Stetigkeit  108. 

—  einer  Funktion  160  f. 

—  und  Differenzierbarkeit  168  ff.,  408  f. 
Stöchiologie  124. 

Strasoskv,  H.  236. 

Stumpf,  C.  77,  241. 

Subjekt  der  Erkenntnis    25,  208,   361. 

Subjektiv  und  Objektiv  s.  Objektiv. 

Subjektive  Wendung  aller   Spekulation 

27,  194,  196. 
Subjektivismus,   angeblicher  der  Fries- 

schen  Philosophie  315  f. 
Substantielle  Formen  101,  107,  118. 
Summe  s.  Addition. 

—  natürliche  S.  von  Hauptzahlen  589  f. 

—  von  beliebigen  Ordnungszahlen  591  ff. 

—  unendliche  153  f. 
6vXXoyi6ii6s  10. 
Symbol  473  ff'. 
Svnthesis  59,  308  ff. 
-1  Quell  der  S.  206  f. 

—  Ideale  Formen  der  S.  223. 

—  figürliche  215,  747. 

—  intellektuelle  746  f. 

—  ursprüngliche  16,    206,   210,   310  f., 
746  ff. 

Synthetische  Einheit  18,  79,  223,  225, 
747. 
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Synthetische  und  analytische  Einheit 
309  ff. 

—  Grundsätze  17.        * 

—  und  analvtische  Urteile  s.  Analytisch. 

—  Urteile  a'priori  3,  60,  197,  380,  426  ff. 

—  Natur  der  matliematischen  Axiome 
59,  378,  388,  3!tl  f.,  412  ff. 

System,  wissenschaftliches  453. 

—  und  Kritik  s.  Kritik. 

—  Unmöglichkeit  das  Ganze  der  mensch- 
lichen Erkenntnis  in  ein  wissenschaft- 
liches S.  zu  vereinigen  104,  112,  230  f. 

Systematisch :  Postulat  der  s.  Strenge 
381  f.,  409,  412,  414. 

—  Logische  Form  der  s.  Einheit  45  f., 
106,  128. 

—  Die  Ideen  als  Prinzipien  der  s. 
Einheit  bei  Kant  221. 

Systemform  der  wissenschaftlichen  Er- 
kenntnis 106,  128. 

Tatsache  und  Gesetz  s.  Gesetz. 
Täuschung,  optische  306. 

—  Sinnestäuschung  22,  215. 
Taylorscher  Satz  659. 

Teil,  echter  und  unechter  490. 

—  einer  Menge  504. 

—  Satz  von  Teil  und  Ganzem  144  f., 
147,  438,  544. 

—  Postulat  der  äquivalenten  Teile  491. 
Teilung:  Grundsätze  der  T.  489 ff. 
Teleologie  471,  477. 
Teleologische  Begründung  der  Erkennt- 
nistheorie 66. 

—  Unzulässigkeit  t.  Erklärungsgründe 
in   der   Naturwissenschaft   120,  471. 

Thaies  102. 

Theologie  122,  475. 

Theorie:  Begriff   der  Th.  7,    128,  453. 

—  und  Ästhetik  121  ff. 

—  konstitutive  131. 

—  reine  und  empirische  253. 

—  Schranken  der  Th.  454,  468  ff. 

—  Vereinigung  von  Gesetz  und  Tat- 
sache diurch  die  Th.  125. 

Thermodynamische    Gnindgesetze    48. 

Theorie      der      Muskelkontraktion 

711  ff.,  716  ff. 

Timaios  326,  335. 

Totalität:  Prinzip  der  T.  der  Bedin- 
gungen 220  fi'. 

52 


—    776    — 


TnkplioitsResetz  757. 
TniiKstinit  »)t;8ff.,  673. 

—  Monge  .'>()7. 

—  Existenz  transtiniter  Mengen  662  f. 

—  Zahl  518  ff. 

Trans/ondontal  40  ff.,  71,  85,  253,  298. 

—  Apporzoption  53,  82,  84. 

—  Beweis  (;if.,  211. 

—  Deduktion  (bei  Fries  und  bei  Kant) 
211  f.,  276  ff. 

—  und  empirische  Deduktion  281,  290, 
292,  752  f. 

—  und  metaphysische  Erörterung  (De- 
duktion)  11,  2.-13  tt". 

—  Deduktion  und  physiologische  Ab- 
leitung 64,  279  ff.,  282,  289. 

—  p:rkenntnis  41,  44,  199,210,  276  ff"., 
288  tl'.,  297. 

—  Gemütsvermögen  31,  295. 

—  Idealismus  s.  Idealismus. 

—  Idee  s.  Idee. 

—  Leitfaden  284. 

—  Methode  241  ff.,  257  ff. 

—  Schein  32,  221,  448,  476. 

—  Wahrheit  s.  Wahrheit. 

—  Vorurteil  des  T.  42  ff.,  85,  211. 
Transzendentalphilosophie  41  f.,    293  f., 

296. 
Transzeudentalpsychologie  26,  248. 
Transzendentes   und    immanentes    Sein 

34S,  362. 

—  Zahlen  532. 

Transzendenz :   Kriterium   der   T.   609. 

—  I'rol)lcm  der  T.  348  f. 
Trichotomic :    Problem    der    T.    494  f., 

498,  508,  537,  543  ff.,  676. 
Tschirnhausen  253. 
Tugend  461. 
Tyi)us  536  f. 

—  wohlgeordneter  s.  <)rdnungszahl. 

Übersinnlich:  Problem  der  Nebenord- 
nung des  Sinnlichen  und  Ü.  198. 

Ulrici  272. 

Ultratinit  628  ff. 

Umkehrung  der  Addition  von  Ordnungs- 
zahlen 575. 

—  der  Multiplikation  575. 
Unabhängigkeit :  Postulat  der  logischen 

U.  der  A,\iomc  382. 
Unbedingtes  220,  222,  228, 


Unbezweifelbar  350  ff. 

Uneigentlicher  (unendlicher)  Limes  149. 

—  (tuiendlich  ferner)  Punkt,  Gerade, 
Ebene  138  ff. 

—  (uneclitcr)  Teil  490. 
Unendlich:  Begriff  des  U.  449 f. 

—  Uneigentlich  unendlich  (beliebig)  138. 

—  Eigentlich  (aktual)  unendlicli  138  f., 
481. 

Unendliche  Größe  481,  487. 

—  Limes  149. 

—  Menge  506,  704. 

—  Schlußkette  609,  654. 

—  Summe  153  ff'. 

—  Werte  einer  Funktion  161  ff. 

—  Prinzip  der  Unmöglichkeit  des  u. 
Regressus  220  f.,  477. 

Unendlichfern  s.  Uneigentlich. 
Unendlichkeit   und   Allgcmeingiiltigkeit 
150. 

—  und  Unbegrenztheit  384. 

—  des  Raumes  und  der  Zeit  456,  460. 

—  der  Zahlenreihe  138  f.,  415,  (als 
kleinste  U.)  509. 

—  im  Zusammenhang  mit  dem  Grenz- 
begrift'  151. 

—  Antinomie  der  U.  der  Welt  s.  Anti- 
nomie. 

—  Grund  der  U.  der  Formen  der  An- 
schauung 223,  225  f.,   456,  459,  633. 

Unendlichkeitsproblem    137,    139,    177. 
Unendlichkleine  Größen  189  f.,  398,  659. 
Unmeßbare  Größen  189. 
Unmittelbare  und  mittelbare  Erkenntnis 

18ft".,  51  ff.,  69,  83,  349,  355 f.,   358, 

368,  446  f.,  464. 

—  Erkenntnis  und  Urteil  s.  Urteil. 

—  Erkenntnis  der  reinen  Vernunft  18  ff., 
51  ff'.,  67,  69,  311  f.,  477. 

—  Unvollendbarkcit    s.    Unendlichkeit. 
Ursprung  und   Anfang   der  Erkenntnis 

218,  376. 

—  der  Erkenntnis  und  P^ntwickelung 
des  Bewußtseins  um  dieselbe  51, 245  f., 
403,  426. 

—  der  mathematischen  Gewißheit  373  ff., 
426. 

—  (negativer)  der  Glaubensideen  223, 
458  f.,  468  f.,  475. 

Ursprüngliche  Selbsttätigkeit  25. 

—  Synthesis  16,  206,  210,  310f.,  746  ff. 
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Urteil  und  Begriff  15,  86,  357. 

—  lind  Erkenntnis  15  f.,  311  f.,  356  ff., 
368. 

—  und  unmittelbare  Erkenntnis  15  ff., 
62.  09,  215f.,  368. 

—  Theorie  des  U.  310  ff. 
Urteilsform  und  Kategorie  210. 

—  und  Schlußform  221. 
Urteilskraft  209. 

—  reflektierende  265. 
Urteüsuotwendigkeit  369  f. 

Veränderung:  Arten  der  V.  in  der 
Aristotelischen  Metaphysik  118. 

—  Zurückführung  aller  V.  auf  Bewe- 
gung 113,  126. 

Verantwortlichkeit  s.  Zurechnung. 
Verbindung  (Svnthesis)  207  f.,  746  ff. 

—  Theorie  der  V.  307  ff. 
Verbindungsmenge  564  f.,  569  f. 
Vereinigungsmenge  564,  571  f. 
Vergleichung  489  ff. 

Vermögen  sich  zu  interessieren  und  zu 
handeln  460. 

—  Grundvermögen  113. 

—  Seelenvermögen  79  f. 

—  Transzendentale  Gemütsvermögen 
31,  295. 

—  Organisation   der  geistigen  V.  105. 
Vernunft    als  Vermögen    der  Erkennt- 
nis a  priori  (Reine  V.)  198,  206,  281. 

—  Theorie  der  V.  25,  29,  49,  198, 
217  ff.,  255,  292,  307  ff'.,  755. 

—  und  Verstand  (Reflexion)  34  f.,  209  f., 
215,  305,  311  f.,  446,  746  ft\ 

—  und  Sinn  s.  Sinn. 

—  Unvermögen  der  spekulativen  V.  210, 
220  f. 

Verstand  205  f.,   208,  230,  308  fl'.,   311. 

—  und  Vernunft  s.  Vernunft. 

—  Analytische  Natur  des  V.  (der  Re- 
flexion) 58,  206,  230. 

—  Rolle  des  V.  in  der  Ausbildung  der 
Erkenntnis   106. 

Verworn,  M.  712,  720  ff.,  734. 

Vollendung :  Grundsatz  der  V.  222  f., 
226. 

Vollständige  und  unvollständige  Axiom- 
systeme 610  ff. 

Voraussetzungslosigkeit  der  Erkennt- 
nistheorie 350,  372. 


Vorstellbarkeit  Nicht-pAiklidischer 

Raumformen  388  ff. 
Vorstellung  254,  357. 

—  und  Erkenntnis  20,  357. 
Vorstellungsbild  357. 
Vorurteil  32  f. 

—  Humesches  58,  65. 

—  rationalistisches  199,  211. 

—  des  Transzendentalen  42  ff.,  85,  211. 

W  (Menge  aller  Ordnungszahlen)  631  f. 
Wagner,  R.  730. 

Wahrheit:  Kriterium  der  W.  s.  Krite- 
rium. 

—  empirische  und  transzendentale  212, 
214  f.,  447  f.,  457. 

—  ewige  229. 

—  und  Irrtum  s.  Irrtum. 

—  Gesetz  der  Spaltung  der  W.  in  die 
verschiedenen  Weltansichten  104  ff., 
2.30. 

Wabrheitsgefühl  209,  218  f.,  302  f.,  363, 
368. 

—  und  Lustgefühl  359  ff.,  370. 
Wahrnehmung  und  Erfahrung  452  f. 
Wahrscheinlichkeit  27. 

—  Gewißheit  der  W.  300  f. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  434  ff. 
W^angenheim,  F.  v.  236. 

Weber,  Ed.  731,  733. 

Weber,  W.  431  ff. 

Wechselwirkung  von  Geist  und  Köq)er 

113. 
Weierstraß  169,  409,  620. 
Welt:  Begriff  der  W.  450. 

—  Antinomie  der  Weltgröße  s.  Anti- 
nomie. 

—  Einheit  der  W.  406. 
Weltansicht :  Gesetz  der  Nebenordnung 

der  verschiedenen  W.  104,  230  f. 

—  morphologische  und  hylologische 
117  ff. 

—  physilvalische  und  ethische  111. 

—  psychisch-anthropologische,  pragma- 
tische und  politische  112  f.,  121. 

—  wissenschaftliche  und  religiöse  (na- 
türliche und  ideale)  113,  123,  224  ff., 
441  ff. 

Weltgeschichte  471. 

Wert  460  ff. 

Wertschätzung,  ästhetische  472  f. 
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Wesen   in   der   morpholagischcu  Welt- 

ansieht   117,   Ui». 
Widersiiruili  und  Widerstreit  387,  410. 

—  in-dcr  mcnsthliclien  Vernunft  441  f. 

—  s.  auch  Paradoxon. 
Widi'rs]iruclislosi,i:keit    als    (negatives) 

Kriterium  der  Wahrlieit  41(Ur.,  350  f. 

—  und  Existenz  410  tV. 

—  der    Nicht-Euklidischen    Geometrie 
883  f. 

Wiederholung,  endliche  und  unendliche 

fi55f.,  G59. 
Wille  zur  Walirheit  als  Voraussetzung 

des  Erkennens  303,  370. 

—  guter  400  f. 

—  Freiheit  des  W.  402. 
Willkürlichkeit     der     Reflexion     (des 

Denkens)  33  ff.,  05  f.,  78,  205,  209  f., 
304  f.,  3 12  f.,  308,  370. 

—  und  Selbsttätigkeit  s.  Selbsttätigkeit. 
Windelband  53,  72,  241  f.,  271. 
^Ninkelmessung  143  ff.,  487  f.,  491,  500f. 
Wirklichkeit  und  (jresetz  305  f. 
Wissen :  Begriff  des  W.  452. 

—  und  Glauben  s.  Glaube. 

—  und  Wissenschaft  45  f.,  453. 
Wissenschaft:  Begriff  der  W.  45,  113, 

453. 

—  Ilylologische  Grundlage  aller  W.  121. 

—  Naturgesetzlicher    Charakter    aller 
W.   113,  223  f.,  453. 

—  Schranken  der  W.  s.  Schranke. 

—  Unmöglichkeit   einer  W^  aus    Ideen 
467. 

—  Vorurteil    der    Wissenschaftlichkeit 
aller  Erkenntnis  100. 

—  und  Ästhetik  s.  Ästhetik. 
Wissenscliaftslehre  40,  42,  44,  352,  354. 
Wohlordnung  538  ff. 

—  der  Vereinigungsmenge  509  f. 

—  der  Verhindungsmenge  571. 

—  durcli  iterierte  Auswahl  041  ff. 
Wohlordnungssatz  (597  ff. 
Wortl)edeutung  357  f. 

Wurde  der  Person  111,  401,  403. 
Wunder  123. 

vn69iais  340. 

Zählprozeß  138  f.,  645  ff. 


Zahl:    Menge   aller   ganzen   Z.    138  f., 
568  f.,  045,  001  ff. 

—  rationale  514,  518. 

—  irrationale  177  ff.,  531. 

—  algebraische  514. 

—  transzendente  532. 

—  translinitc  548  ff. 

—  Kardinalzalil,    Ordnungszahl    548  f. 
~  ö-Zalileu  003  f. 

—  f-Zahlen  004  f. 

—  ^Zahlen  000  f.  •   ' 
Zahlbegriff  418  f.,  001. 
Zahlensysteme,  komplexe  385,  412,  410, 

057  f. 
Zahlklasse  555,  623,  040  f. 
Zeit  450,  450,  401. 
Zeller  190,  324,  341. 
Zenonisch  324. 
Zergliedernde  Methode  4, 197, 201, 251f ., 

254,  258  ff.,  202  f. 
Zergliederung   gegebener  Begriffe  367. 

—  metapliysische  254. 

Zerlegung  "der  Winkelfläche    144,    488. 

—  der  Ordnungszahlen  in  Hauptzahlen 
s.  Cantorschc  Normalform. 

Zermelo,  E.  483,  595,  007,  099. 

Zeta-Zahlen  006  f. 

Zirkel  im  transzendentalen  Beweise  02. 

—  angeblicher      der      psychologischen 
Deduktion  30,  39,  74. 

Zoologie  125. 

Zufällige    und    notwendige    Erkenntnis 

400. 
Zufälligkeit  der  reinanschaulichen  (ma- 

tliematischcn)  Zusammensetzung  468  f. 

—  sinnliclier  Anregungen  401,  456. 

—  der    sinnlichen    Vorstellungen    115. 

—  alles  Tatsächlichen  127. 
Zuordnung,  eindeutige  502  f.,  536,  686  ff. 

—  umkehrbar  eindeutige  502,  511,  536, 
545,  691. 

Zurechnung,  sittliche  462. 
Zweckmäßigkeit  400  ¥i\ 

—  logische  und  ästhetische  471  f. 

—  subjektive  und  objektive  472. 
Zweifei  18  f.,  214. 

—  berechtigter  und  unberechtigter  33, 
445  f. 

—  erkenntnistlieoretischer  350  ff. 

—  s.  a.  Unbezweifelbar. 
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